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Dans nne note récente (1), nons avons montré que, si une équation 
différentielle linéaire et homogene, d'ordre qúeleonque est transfor
mable en équation de mellle forme a coerficients eOll!;tants au moyen 

d'un changemellt de variable: a:; = 'u (:v), il est possible de trouver 
. c7x 

également un ehal1gement de fOllction y = j, (x) . y, tel q ne le faiscean 
des courbes intégrales de l'éqnation transformée se déduit du faisceau 
des eourbes intégrales de l'éqnation initjale par une translation pa
rallele a l'axe des y; et réeiproqnement. 

J\1:onslcnr Rey Pastor e) a donné de ce résnltat une démonstration 
particulierement simple. 

Dans la présente note, nous non s p1'oposons d'étudier les invariants 
d'une équatioll différentielIe linéaire et llOmogime; relatifs a un ehan
gement de fonction : y =), (ro) • Y, ce qUl nous permettra d'expliciter 
les équations transformables par ce moyen en équations a coeffieients 
constants; puís 1I0ns montrerons que, lorsque la transformatioll en 
l'équation a coefficlents constants est possible, i1 existe un autre chall
gement de fonctioll transformant l'équatíon inítia,le en une autre équa
tion linéaire dont le faiseeau des courbes intégrales comprend le 
faisceau des conrbes intégrales de l'équation initiale. 
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I. Formes canoniques. 
l° Éq~{.aUon d'u s6cond O¡'d1'C. 
Soit l'équation linéaire et homogene du second ol'dre : 

[t] 

dan s Iaquelle ((,¡ et ({¡2 désignent des fonctions quelconques de ro. 
Le changementde fonction : 

y = 1, (ro). Y l2] 

tnmsfoIme l'équation [1] en l'éqnation de meme forme: 

y" + 7.¡ • y' + 7. 2 • Y = O [3\ 
avec: 

_ 2),' + ((,¡. )'. 
a¡- _ , 

A 
[4] 

Donnons a ), (ro) la détermination 1.1 qui allnulle a¡ soit : 

[5] 

L'éql1ation ll] prend a10rs la forme: 

y" -1- 1 . Y = O 
avec : 

L" Cl 2 • 1.1 a¡2 ((,/ 
1 = _--.-:.._--~-- = (lo - - --. 

- 4 2 
16] 

La forme [6J de l'équation [1] est une forme canonique de llJ au 
sens cl'Halpben. C'est-a-dire que 1 est un illvariant abs01n; en d'au
tres termes, 1 ne dépend pas de la fonction 1, (ro) intervellant dans la 
formule du cbangement [2]. En effet, si Fon pnrt de [3] et si Fon forme 
avec 7.1 et a2 les expressions Lo, lo comme nous avons formé L et 1 
avf'C ((,¡ et ((,2' non s obtenons : 

1 
Lo =:-. L; 

A 
lo = I. 

Les dérivées successivesde 1 sont aussi des illvariallts absolns. 
Si Féquation \1\ a ses coefficients constants, il vient : 

1 = constante. 

Comme 1 est un invariant absolu, on en déduit que la condition 
nécessaire et suffh;ante pour qu'une équation LIJ quelconque soit 
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transformable en équation de méme forme a coefficients constants, 
au moyen d'nn changement y =), (ro). Y, est que ses coefficients (('1 

et ((,2 satisfassent a la relation : 

En d'alltres termes, I'éqnation : 

[ 

(('12 + ((,/j 
y"+((,l·Y'+ K 4 3 y=o 

dans laquelle ((,1 désigne une fonction qnelconque de ro se transforme 
en l'équation y" + K . Y = O par la transformation : 

-~Ja, .dx 
y = e ~ . Y. 

Rema1"q~te : O'est un résult.at bien COllnu que le challgement défini 

. par : ~ = - A 2 • Y transforme I'équation de Ricatti 
z 

en l'équation linéaire et homogtme du second ordre : 

" (A -.l A/) , A A O z - 1 1- A
2 

• Z - O. 2. Z = . 

Par cOllséquant, d'apres les résultats précéclents, on peut dire que 
l'éqnation de Ricatti 

est, qnelles que soient les fonctions Al et 1\.2' réductible anx qua
dratures. 

2° Éq'll((,tion d1t nilmw ordre. 
Le changement [2J transforme I'équation : 

((,n - t • y' + ((,n • Y = O f7 J 

en I'équation de meme forme: 

y(n) + al. y(n-t) + 0.2. y(n-2) + ... + an - t • y' + an • Y = O rSI 
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ou les :l.i out respecti vement ponr expressions : 

n " -." 1 
al = ---¡-,--

n. (n - 1) "-j n - 1. • , • 
---- • 1, - -- (ti' 1, + a,o • " 

1 .2 ] ~ 
C!2 = ---------)-,-------

Si Pon donlle a 1, (x) la détermination L qui annulle a i soit : 

-~ía" dx 
L=e n 

l'équation [7] prendra la forme canonique : 

[9J 

y(n) + J2 • y(n-2) + la. y(n-3) + ... +ln-l' y' + In. y = O [10] 

oa les li sont les valeurs des :l.i correspondants ou ), = L. Il est facile 
de vérifier que tous les Ii sont des invariants absolus. Et par suite on 
obtient n - 1 relations nécessaires et suffisantes que eloivent vérifier 
les ((Ii d'Ulltl équatioll [7 J ponr que celle-ci soit transformable en équa
tion a coefficients constants. Oes n - 1 conditions sont : Ji = Ki 
I'i = 2,3; ... ; nJ Ki étant eles constantes. 

On pourrait aussi former ces n - 1 conclitions en écrivant que, 
dans Péguation tmnsformée on eloit a voir :1. 1 = 71,1; :/.2 = h2; :/.3 = ha; ... , 
les hi ét,ant des constantes, et en portant dalls les n - 1. relations : 
ai = hi ['i = 2, 3, ... , nJ la valeur ele ), tirée de la premiere al = h1' 

Oomme application, on pourra, vérifier que Péquátion elu 3ieme orelre : 

[ 
((,1

2 1 y'" -1- (tI' y" + .((1/ + :3 -1- K¡ y' + 

+ [(('/' ~_ ~. (t 3 + ((,1(t/ + al. K + lC] 'l =0 
3 "1 27 1 ;) 3· i 2 Y 

ou la fonction (t¡ est quelcollque se transforme en l'équation 

y'" + K¡ . y' + K~ . Y = O 

si Pon fait : 

-~ía,.dx 
y=e 3 • 
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11. lntel'pl'étaUon géométriq~te . 
.l o Équation du second ord'í·e. 
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Reprenons l'équation [1]; et faisons le changement de fonction dé
fini par: 

y = y' + [J, (a:). Y. [11] 

L'équation 111 se transforme en l'équation linéaire et homogene 
du 3ieme ordre : 

F - y'" + (¡J, + al)' y" + (2[1.' + al' ¡J. +(2). y' 

+ (¡J." + al' / + a2• [1,). y = o. 
[12] 

Obercbons alors a déterminer les fonctions [J, (ro), g (ro) et G (ro) de 
fagon que Fon ait : 

G (ro) • F == :x fg (ro) ·f] [13] 

f désignant le 1 el' membre de [1], le sens de l'identité étant entendu 
de la fagon suivante : les co«:'fficients des dérivées de meme ordre 
des 2 fonctions doivent etre égaux dans les deux membres. On trouve 
que [1. (ro); g (ro); G (ro) doivent satisfaire au systeme : 

G=g 

G ([1, + al) = g' + g . al 

G (2[1/ + a'dJ. + (2 ) = g' . al + g . (f,/ + g . a 2 

G ([1," + al . [1.' + a2 • [J,) = g . a2' + g' . a:. 

On en tire: 

~J a, .dx. 
G (x) g (ro) = e 2 , 

Et la derniere équation du sy8teme nOU8 donne la, relation a la
quelle doivent satisfaire les cofficients al et a'2 de (1) ponr qu'on puisse 
obten ir l'identité posée. On obtient aillsi : 

Ct l
2 (f,/ 

a2 - 4 - 2"" = constante. 

Le condition nécessaire et suffisante ainsi obtenue est donc iden
tique a la condition tronvée dans le premier paragraplw, et qui expri
me que l'équation ll] peut etre transformée en équation a coefficients 
constants. 
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2° Éqtuttion cl1.¿ n il31ne o¡'dTe. 

Oes résultats pellvent etre étendlls a l'équation d'ordre n l7]. 
Pour que l'identité [12J soit satisfaite, les ({'í de [7] doivent vérifier 

n - 1 relations nécessaires et suffisantes; et ces n - 1 relations sont 
identiques a ceBes qui exprilnent que l'équation [71 est transformable 
en l'équation de meme forme a coefficients constants an moyen d'nn 
changement y = /, (ro) . Y. 

Les calenls nons donllent dans ce cas : 

(('1 
[J,(X)=-' 

n 

L'idelltit.é des résultats obtellns dans les deux paragraphes pent 
d'aillenrs se jnstifier aisément au moyen de la remarque suivante, 
utilisée pa.r Mow;;¡ieur Rey Pastor dans la Note que llOUS avons signa
lée plns hnut. : Si Y est une fonction d'une famille de type exponentiel 
[c'est-a,·dire sat,isfaisant a une équation linéaire et bomogéne a coeffi
cients constants], sa dérivée est l::U1SRÍ fonction de la meme famille. 

3° Soit done (O) une conrbe intégrale de l'équation linéaires et 
homogtme d'ordre n . ..Au point M (ro, y) de (O) faisolls correspondre le 
point N (X, Y) dont les coordonnées X et Y sont liées a ro et y par: 

ro=X; y = y' -1- [J, (ro) . y 
on bien: 

y = e -1 i1- • da; [e -1- f y . e 1 i1- • dx • dro]. 

La courbe (O), líeu de lV! satisfait a l'éqllation l7] : f =- O; la conr
be ([1) líeu de N satisfait a l'éqnation [12] : F = O. Si nons snppo
sons qUfl l'équation [7J soit transforma~le eli équation a coefticients 
constants au moyen de y = /, (ro) . Y, la cOllrbe (O) satisfait aussi, 
pnisque l'identité [13 J se trouve alors satisfaite, a l'équation F ='0 
qui est d'ordre n + 1. En somme : 

Si nne équation différentielle linéaire et bornogfme cl'ordre n: 

f _ y (n) + (('1 • Y (n- 1) + Cf,2 • Y (n 2) + ... + C(¡n-l • y' + an • y = O 

est transformable en équation de meme forme a coefficients constants, 
au moyen de la sllbstitut,ion : 

-la, .dx 
y=e . Y 
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le faiseeau de ses eourbes intégrales fait partie du faiseeau des eonr
bes intégrales de l'équation tranf::lformée d'ordre n + 1 : 

F _ y(n+l) + Ao. y(n) -1- Al' y(n-J) + A n- 1 • y' -1- An. y = O 

qu'on obtient en faisant la substitution : 

Y,+(('i .... T y= -'.1.. 
n 

Réeiproquement, si le faiseeau des eourbes intégrales (Pune éql1a
tion linéaire et bomogene d'ordre n : f = O fait partie du faiseeau 
des eourbes intégrales de l'équation linéaire et homogene d'ordre 
n + 1 : F = O, transformé de la premiere au moyen de la substitutioll : 

e'est que la substitution 

y=Y'+ a l
• y , 

n 

-2rU,.dx 
]/=e n" .y 

tra.nsforme l'équation f = O es una éq nation linéaire et homog-ene 
cl'ordre n a eoeffieiellts constallts. 

En effet, le faiseeau des eourbes illtégrales de F = O doii satisfaire, 
puisqn'il comprend le faisceau des courbes intégrales de f = O a une 
éq uation de la forme: 

yen) + a i • y ('n-l) + ct2 ' y(n-2) + ... + (fn-l' y' + Un' y = K .f(x) 

K étant une constante, f(x) une certaine fonction de X; par eonsé
quent, il satisfait aussi :\ l'équation linéaire et bomogene d'ordre 
n+l : 

+CLn -¡. y'+CLn • Yl 1=0. 

Mais par hipotbese, il satisfait aussi a I'équation linéaire et homo
gene d'ordre n + 1 : F = O. Il existe done 3 fonetions G (x); g (x); 
t (x), telles qu'on a identiquement : 

d . 
G (x) . F - dx [g (x) . .1] 
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ce qui exprime que l'équation [7] : f = O est transformable en équa
tion a coefficients constants au moyen rl'une certaine substitutioll de 
la forme: 

y = ), (a') • Y. 

4 o Oonséq1.tence. 
Au point 1\'1 (x, y) d'une courbe (O), faisons correspondre le point 

N (X, Y) tel que: 
X=x; 

y = y' + f (x) • y 

f (x) étant une fonction qnelconque de la variable indépendante x. 
La transformation ainsi définie n'est pas réciproque en généra1. 
L'astreindre a etre réciproque, c'est astreindre le point M a décrire 
une eOUl'be (O) qui satisfait a une équation diff'érentielle linéaire et 
homogene du second orelre et Pon peut affirmer a prim'i que cette 
équation sera transformable en équation a coefficients constants an 
moyen el'une certaine transformation de la forme [21 : 

y =), (x). Y. 

Oela résulte en effet immédiatement de ce qni précede puisque les 
faisceaux des courbes inMgrales de l'équation et de sa transformée 
se contiennent l'un l'autre. 

D'ailleurs, l'équation différentielle de (O) est : 

y" + 2 . f (:v) • y' + ff' (x) + f2 (x) - 1] . Y = O 

et nous voyons aisément que la condition exprimée dans le premier 
paragl'aphe est bien satisfaite. 011 obtient ainsi aisément l'intégrale 
générale de l'équation précédente, qni peut s'écrire sous la forme: 

On vérifiera aisément que l'expression de la transformée est 


