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Dans une note récente ('), nous avons montré que, si une équation
différentielle linéaire et homogene, d’ordre quelconque est transfor-
mable en équation de méme forme a coefficients constants an moyen

-
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d’un changement de variable : g;—? = (x), il est possible de trouver
également un changement de fonetion y —= A (x) . Y’ tel que le faisceau
des courbes intégrales de I’équation transformée se déduit du faiscean
des courbes intégrales de Péquation initiale par une translation pa-
ralléle & ’axe des y; et réciproquement.

Monsicur Rey Pastor (*) a donné de ce résultat une déinonstration
particulierement simple.

Dans la présente note, nous nous proposons d’étudier les invariants
d’une équation différentielle linéaire et homogéne; relatifs & un chan-
gement de fonction : y =% (x). Y, ce qui nous permettra d’expliciter
les équations transformables par ce moyen en équations a coefficients
constants; puis nous montrerons que, lorsque la transformation en
I’équation a coefficients constants est possible, il existe un autre chan-
gement de fonction transformant ’équation initiale en une autre équa-
tion linéaire dont le faisceau des courbes intégrales comprend le
faiscean des conrbes intégrales de I’équation initiale.

(") Josepn Favrr, Sur les équaiions lindaires et homogeénes iransformables en équa-
tions & coefficients constants an moyen d’un changement de variable. — Revista Malc-
mdtica Hispano dmericana, ntimero 3 de 1936.

(*) ReY PasTOR, Sobre un tipo de ecuaciones diferenciales. — Ibidem. — Bol. Sem.
Mat., nimero 19.
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I. Formes canoniques.
1° Hquation du second ordre.
Soit ’équation linéaire et homogéne du second ordre :

Yy 4 .y +a,.y=20 [y

dans laquelle a, et a, désignent des fonctions quelconques de .
Le changement de fonction :

y="n(x).Y 2]
transforme l’équation [1] en 'équation de méme forme :

Y+ . Y40, Y =0 (3]
avece :

oy = . [4]

o,y =
N A

2N~ a, . WA= ay W A s A
= '
}

Donnons & A (x) 1a détermination L qui annulle ¢, soit :

g TE g
I’équation {1] prend alors la forme :
Y'4+1.Y=0
avec :
I:LN%‘“"Lq‘a‘ﬂ'L:a,———ﬁﬁ—i‘,- 16]

L - 4 2

La forme [6] de I’équation [1] est une forme canonique de [1| an
sens d’Halphen. C’est-a-dire que I est un invariant absolu; en d’au-
tres termes, 1 ne dépend pas de la fonction % (x) intervenant dans la
formule du changement [2]. En effet, si ’on part de [3] et sion forme
avec ux; eb «, les expressions Ly, I, comme nous avons formé L et 1
avec @, et a,, nous obtenons :

L,==-L; I, —1I.
A .

Les dérivées successives de I sont aussi des invariants absolus.
Si I'équation |1| a ses coefficients constants, il vient :

L = ehw; I = constante.

Comme I est un invariant absolu, on en déduit que la condition
nécessaire et suffisante pour qu’une équation (1| quelconque soit
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transformable en équation de méme forme a coefficients constants,
au moyen d’un changement y =1 (®).Y, est que ses coefficients a,
et a, satisfassent & la relation :

a’® a
@, ——— — — = const. = K.
4 2

Iin d’autres termes, ’équation :
a,
Yty +[K+ 44 }Jzo

dans laquelle a, désigne une fonetion quelconque de x se transforme
en "équation Y” -~ K.Y = 0 par la transformation :

1
—5la, . .dv

y=—e * LY.

Remarque : (Yest un résultat bien connu que le changement défini
2 . . N
par : —= — A, .y transforme I’équation de Ricatti
z

dy

*':Ao“‘—Ai-?/_f—Aay?

de

en ’équation linéaire et homogéne du second ordre

A
~<A1_}_K‘2).z’—AO.A2.Z:O.

Par conséquant, d’aprés les résultats préeédents, on peut dire que
Péquation de Ricatti

dy 1 1 A\®
dw_1{+‘)A (A+ g) rAg'<A’+AE) + A, y+Asy,

est, quelles que soient les fonetions A, et A,, réduetible aux qua-
dratures.

2° Hquation du n®me ordre.

Le changement (2] transforme I’équation :

Yy +a gyt gy G Y @y =0 [7]

en I’équation de méme forme :

YO g YO 40, YO~ 0y, .Y F0a,. Y=0 [8]
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ot les x; ont respectivement pour expressions :

n . .
T-/\’—{—al./\

d’l f—i =
I\
n.(n—1) n—1 . R
—<1— - a, N - ay A
Ay —= =
,\
Oy ==

Si Pon donne a X (x) la détermination L qui annulle «, soit :

fa,.dx

L=e¢ » [9]
Iéquation [7] prendra la forme canonique :
Y41, . Yo T, Y= L 4T, .Y +1,.Y=0 [10]

ol les I; sont les valeurs des 2; correspondants ot k — L. Il est facile
de vérifier que tous les I; sont des invariants absolus. Et par suite on
obtient » — 1 relations nécessaires et suffisantes que doivent vérifier
les a; d’'une équation [7] pour que celle-ci soit transformable en équa-
tion & coeficients constants. Ces » — 1 conditions sont : I, =K;
|i = 2,35 ...; n] K; étant des constantes.

On pourrait aussi former ces n — 1 conditions en écrivant que,
dans Iéquation transformée on doit avoir », = h,; oy =l ag = ly; ...,
les h; étant des constantes, et en portant dans les n — 1 relations :
a;=h; [t =2, 3, ..., 7] la valeur de & tirée de la premiére o, =1,.

Comme application, on pourra vérifier que I’équation du 3'®me ordre

Yyt a Y+ {“1/ -+ a?: + KIJ Y+

a,a,

a, ,
F{ %-37 a® -+ K K|y =

ot la fonetion @, est quelconque se transforme en I’équation
YY"+ K,.Y+K,..Y=0

si Pon fait :

1
——gja|.cl:e

y:e .
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I1. Interprétation géométrique.
1° Hquation du second ordre.
Reprenons 1’équation [1]; et faisons le changement de fonction dé-

fini par :
y=Y 4+ px).Y. [11]

L’équation [1] se transforme en l’équation lindaire et homogene
du 3i™e ordre :

F=Y"+@w4+a). Y 42y —+a.0F+a,). Y
+ W +ta .0+ a.p). Y=0.

Cherchons alors & déterminer les fonctions p.(®), g (x) et G (x) de
fagon que lon ait :

[12]

G (). B =1 [g (@) /] [13]

J désignant le 1°* membre de [1], le sens de l’identité étant entendu
de la facon suivante : les coefficients des dérivées de méme ordre
des 2 fonetions doivent étre égaux dans les denx membres. On trouve
que p.(%); g (x); G (») doivent satisfaire au systeme :

G=yg
Guta)=9+g.a
GQ2y+tavta)=¢g.a,+g.a/+9¢g.a
G ' +a . pFa.p)=g.a¢ +¢.a.

On en tire :

Bt la derniére équation du systéme nous donne la relation a la-
quelle doivent satisfaire les cofficients a, et a, de (1) pour qu’on puisse
obtenir ’identité posée. On obtient ainsi :

a? a,

a, — Y == ¢onstante.

Le condition nécessaire et suffisante ainsi obtenue est donc iden-
tique & la condition trouvée dans le premier paragraphe, et qui expri-
me que I’équation |1] peut étre transformée en équation & coefficients
constants.
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2° Hquation du ni®™e ordre.

Ces résultats peavent étre étendus & I’équation d’ordre = |7].

Pour que identité [12] soit satisfaite, les a; de [7] doivent vérifier
n — 1 relations nécessaires et suffisantes; et ces n — 1 relations sont
identiques & celles qui expriment que ’équation [7] est transformable
en ’équation de méme forme & coefficients constants an moyen d’un
changement y = A (#). Y. '

Les calculs nous donnent dans ce cas :

1

G@)=g@x)=—e™

fa, .da:;

L’identité des résultats obtenus dans les deux paragraphes peut
d’ailleurs se justifier aisément au moyen de la remarque suivante,
utilisée par Monsieur Rey Pastor dansla Note que nous avons signa-
1ée plus haut : Si Y est une fonetion d’une famille de type exponentiel
[¢’est-a-dire satisfaisant & une équation linéaire et homogéne & coeffi-
cients constants], sa dérivée est aussi fonction de la méme famille.

3° Soit done (C) une courbe intégrale de 1’équation linéaires et
homogéne d’ordre n. Au point M (x, y) de (C) faisons correspondre le
point N (X, Y) dont les coordonnées X et Y sont lies & = et y par :

r=2X; y=Y +u@.Y
on bien :
X—=u

Y=¢ @ [y.el+® dg)

La courbe (C), lieu de M satisfait a 1’équation |7]: f=0; la cour-
be ([") lieu de N satisfait & Iéquation [12] : F =0. 8i nous suppo-
sons que I’équation [7] soit transformable en équation & coefficients
constants au moyen de y =2xr(x).7Y, la courbe (C) satisfait aussi,
puisque l’identité [13] se trouve alors satisfaite, a 1’équation F="0
qui est d’ordre n - 1. En somme :

Si une équation différentielle linéaire et homogeéne d’ordre n:

f=y® +a,. ym—V+a,.y® VL dp Y Fan.y=0

est transformable en équation de méme forme & coefficients constants,
au moyen de la substitution :

—la,.ds

y=ce .Y
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le faisceaun de ses courbes intégrales fait partie du faisceau des cour-
bes intégrales de I’équation transformée d’ordre n 41 :

F=Y0+) LA, . YO A, Yo LA, , .Y+ A, Y=0

qu’on obtient en faisant la substitution :

y=T+2 7.
1w
Réciproquement, si le faisceau des courbes intégrales d’une équa-
tion linéaire et homogene d’ordre n : f=0 fait partie du faiscean
des courbes intégrales de ’équation linéaire et homogene d’ordre
n -4 1 : F =0, transformé de Ia premiére an moyen de la substitution:

y="47

—’-Y,
7

¢’est que la substitution

—la,.dz

y=e " LY

transforme l’équation /=0 es una équation linéaire et homogene
d’ordre n a coefficients constants.

Ln effet, le faiscean des courbes intégrales de F =0 doii satisfaire,
puisqu’il comprend le faisceau des courbes intégrales de f=—10 & une
équation de la forme :

YO 4, YO +a,. YO Y a,. Y =K. f(®

K étant une constante, f(x) une certaine fonction de »; par consé-
quent, il satisfait aussi & I’équation linéaire et homogeéne d’ordre

n—-1:

:l% (K. fe)— . [Y® fa, YO0 fq, YO L

+ap_, .Y +a,.Y]{=0.

Mais par hipotheése, il satisfait aussi & 1’équation linéaire et homo-
géne d’ordre n+-1 : F=0. I1 existe done 3 fonctions G (x); g (x);
f (), telles qu’on a identiquement :
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ce qui exprime que ’équation [7] : f=0 est transformable en équa-
tion & coefficients constants au moyen d’une certaine substitution de
la forme :

y="n(x).Y.

4° Conséquence.
Au point M (x,y) d’une courbe (C), faisons correspondre le point
N (X, Y) tel que :
X=u;

Y=y +f@).y

J'(®) étant une fonction quelconque de la variable indépendante .

La transformation ainsi définie n’est pas réciproque en général.
L’astreindre & &tre réciproque, c’est astreindre le point M & décrire
une courbe (C) qui satisfait & une équation différentielle linéaire et
homogeéne du second ordre et ’on peut affirmer a priori que cette
équation sera transformable en équation a coefficients constants au
moyen d'une certaine transformation de la forme [2] :

y=7xr(x).Y.

Cela résulte en effet immédiatement de ce qui précede puisque les
faisceaux des courbes intégrales de ’équation et de sa transformée
se contiennent 1’un Pautre.

Dlaillenrs, ’équation différentielle de (C) est :

Y’ 2. ).y [ (@) S @) — 1.y =0

et nous voyons aisément que la condition exprimée dans le premier
paragraphe est bien satisfaite. On obtient ainsi aisément l'intégrale
générale de 'équation précédente, qui peut s’écrire sous la forme :

y=e— @ -4 [(, 6* 4 C,.e77.
On vérifiera aisément que ’expression de la transformée est

Y =¢ V@ -&[C ¢ — Cee 7




