COMUNICACIONES

Una aplicacion del simbolo A»D=

Por José Babini
(Santa Fe)

>0
Si'se considera una serie de potencias f(z, h) =} o, (hit - a) 2™ en
n=0

cuyos coeficientes interviene un pardmetro h y se transforman esos
coeficientes

mn

o - (b — W) n) = E

m=0

(- a) = (:;) A, (W' —- 2)

Na=h—W

se tendra, en el circulo de convergencia de la serie,
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y en los casos particulares en que los coeficientes ¢, sean enteros
respecto de a se podra expresar la serie f(z, h) en forma finita. Asi, si

op (W ~- o) = a, Pp (hn - )
donde P, (z) es un polinomio de grado p, tendrewmnos, indicando con

y= Eanz“

n=0

00 »
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con Aa==h. Por ejemplo, si

v & (h'n —{— zmAmP
y= T om!

n=0
20 Y4
1 N 1 z \™
y=1—; ZPP(7L7z+a)z :1_22(1__2) A™PP ()
n= . m=0
y=(1+2)
o »
NBOP, (hn ) ANV L
}_J—Fz —<1+z>'2 T s) w2 Fala) ete.
n=0 m=0

Consideremos, por dltimo, como f (2, i) la serie

5‘ (b - z)mE
Ly n! “h

n=0

donde (hn -~ )% representa la factorial de base han -- « g‘l‘{ldO n
7
y diferencia k. Esta serie, convergente en el circulo de radio

h—k
(h—T%) *
I3
Lk

teniendo en cuenta que

a(nk
E o A= 1—§~7cz)h

n=0

podré entonces expresarse por

S I % o,k — M @
2 ( (2] + 0') o — 2 ,;i_y AmIym (1 + kz)k,

n!
n=0 m=0

con Az=h.
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Hiperconvergencia de las series de Dirichlet cuyos exponentes
forman una sucesion de densidad maxima infinita

Por Sixte Rios
(Madrid)

1. Un teorema fundamental de V. Bernstein () demuestra que
en las series de Dirichlet:

-
F(6) =3 ane="
n=1
cuya sucesion de exponentes |, | tiene densidad méxima finita, las
abscisas de holomorfia e liperconvergencia son iguales, resultado
que ha sido generalizado a algunas clases de series de Dirichlet de
densidad maxima infinita (*).

Se plantea entonces la cuestién siguiente : en el caso de series de
Dirichlet cuya sucesion de exponentes tiene densidad mixima infi-
nita «la abscisa de biperconvergencia (estrecha o no) debe ser nece-
sariamente igual a la abscisa de holomorfia, o puede suceder que
aquélla sea superior a ésta. Del mismo modo, no se sabe si al menos
una cierta parte de la banda comprendida entre las rectas de conver-
gencia y holomorfia (cuando dicha banda no es nula) es segunramente
un dominio de hiperconvergencia o puede suceder que ninguna parte
de dicha banda sea un dominio de hiperconvergencia de la serie» (*).

El objeto de la primera parte de esta nota es resolver esta cuestion
demostrando que en las series de Dirichlet

j!(s) — E ane—lns
n=1
cuya sucesion de exponentes | hy, | tiene densidad mdxima infinita la abs-
cisa de hiperconvergencia (estrecha o no) puede ser mayor o igual que la

(*) Progrés récents de la théorie des séries de Dirichlet, pdgina 103, col. Borel,
Paris, 1933.

(*) Libro citado, pdgina 176.

(*) Esta cuestién se encuentra asi planteada en el libro de V. Bernstein citado,
pédginas 193-4.
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de holomorfia, contrariamente a lo que sucede en las series en que
{ % } posee densidad méxima finita, en que ambas abscisas son nece-
sariamente iguales. Objeto principal de la segunda parte es dar un
teorema que relaciona las abscisas de hiperconvergencia y holomor-
fia de las series en que | X, | tiene densidad maxima infinita.

2. Siguiendo la notacién de V. Bernstein () designamos con H, 0,
S, C las abscisas de holomorfia, hiperconvergencia, hiperconvergencia
estrecha y convergencia respectivamente.

Comenzamos formando la serie (e Dirichlet :

fl) =2 (—1)re—™s [1]
en que

. 1
7\27,‘ = ln, /‘27L+ 1 — l'n “1— n—(ﬂ,+—]),

para la cual se demuestra que
—oo=H<O0=8=—1<0=0, (2]

y que por tanto resuelve la primera parte del problema de Bernstein.

Se demuestra :
@) Si en la serie [1] se agrupan los términos de lugares 2n y 2n--1,
la serie de polinomios exponenciales obtenida :

1
(G—sln — e—s (m—{—n (‘)L-{—l)))

-

converge uniformemente en todorecinto finito del semiplano R(s) >—1
con lo cunal resulta
0<8<—1;
b) Cualquier sucesién parcial de la sucesion total de sumas parciales
de la serie numérica

38

. 1
U, (‘um =n, Yoy o = — NEPOF 1’)
1

obtenida haciendo s = — 1 en|1], es divergente, con lo que resulta:

— 1< 0y, por tanto

¢) La serie de Dirichlet

o(s) =3 (— 1yre—

Sk

(*) Loc. cit., paginas 32-33.
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define una funcién analitica regular en s =0, ya que por formar sus
exponentes una sucesién de densidad maxima finita se le pueda apli-
car un teorema de V. Bernstein (Y).

Pero de un teorema de Hardy (*) resulta que por ser ¢ (s) holo-
morfa en s =0 es f'(s) una funcion entera, es decir, H = — oo con lo
que queda demostrada la relacién [2].

3. Queda en pie la parte de cuestiéon relativa a si necesariamente
una banda parcial de la banda de holomorfia es campo de hipercon-
vergencia, en estas series. La contestacion es negativa, como se ve
aplicando el método precedente a la serie

(____ 1)n+ 10—«sln

=028

para la que resulta =

4, También en las series con sucesién g?\né de densidad maxima
infinita puede presentarse el caso de que H=0=38 >, es decir,

(") El teorema se enuncia asi : Sea la scerie
F(8) = Zane— In$

de abscisa de convergencia finita y cuya sucesién de exponentes |} § es wmedible y de
densidad D. Una condicion mnecesaria y suficiente para que f(3) sea holomorfa en
R (5) <C 0 sobre el segmento |t | < 1 del eje imaginario es que exista una funcién p (2)
tal que : 1° Sea holomorfa en el sector

arg z _-_<_d<E
9

y satisfaga en 61, por pequeiio que sea <y para | z| suficientemente grande, la condicion
|9 (2) | < eltzp—e)[sent| +e[r;
.20 Para todos los valores de n : 9 (Jn) = anC' (Jn), loc. cit., pdgina 103.
(®) El teorema se enuncia asi : 8¢ la serie

Sane—ns

tiene abscisa de convergencia finita y la serie ;
Sane—Sein

define una funcién holomorfa en el origen, la funcion definida por la serie
Sape— S

es entera. (The application to Dirichlet’s series of Borel’s method of summation, Proc.
London Math. Loc. cit., tomo VIII, 1909.)



74 COMUNICACIONES

hiperconvergencia estrecha en que todo el semiplano de holomorfia,
que es el dnico caso que se presenta en las series en que | %, | posee
densidad maxima finita estudiadas por V. Bernstein.

Il mismo método seguido en los ejemplos anteriores conduce a
demostrar que, en efecto, para la serie :

(— 1= Dyp=1In, hepi,=IMn-Fe?—e(n+1)]

=t 8

se verifica :
>0

5. Con las hipétesis hechas para la serie Y a,e— ™ en el teorema de
1

Bernstein enunciado en la nota () y en virtud de otro teorema de
Bernstein (*) se pueden agrupar los términos de aquélia serie, obte-
niéndose una serie de polinomios exponenciales

1) :°§ Py (5) [3]

hiperconvergente en el semiplano R (s) > — & y se puede poner en
forma de serie de Dirichlet de coeficientes variables:

oo

J(s) =Y Ar(s)e=™ 4]
1
en que los coeficientes verifican la acotacion :

| Ay (s) | < e =, 15]

y consideramos la serie

o (8) = Sane—* Ui

y la de polinomios correspondientes a la [3]

se ve facilmente que

Pels) = I‘ts)r Py (2) @°— ' 7]

(") Loc. cit., pagina 128.

(*) Bemerkungen zum Konvergenzprobleme..., Rend. Pal., 1913.

|
|
|
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de donde se obtiene con un cileculo sencillo la acotacion :

< g— =2 lp—s. Ui, [8]

l P (8)

que permite afirmar que la serie [6] converge uniformemente en todo
recinto flnito del plano s. Esto nos conduce a enunciar el siguiente
teorema :

I. Sea ;7\,,§ medible y de densidad D. Si la abscisa de convergencia
de la serie :

e S

f (5’) =

=078

es cero, ¢s condicion suficiente para que la serie

a6 Ui

(=

-G

~tg

admita una sucesion parcial hiperconvergente em todo el plano, que
exista una funcion & (z) holomorfa en

largz| <a<C

rof A

y tal que se verifique en este sector para | z | suficientemente grande, y por

pequeito que sea <, la condicion

| ¢(z)| <6~a~[hcns(-)——ﬂ)|sen(-)\—sj (h>0, 2'—’)'67.'0)
Yy que ademds para todo valor de n sea
O () = a,C' (ha).

Para la abscisa de holomorfia se obtiene un resultado analogo me-
diante los teoremas de Hardy (') y Bernstein enunciados en las notas
al pie (1) y (*) de 1a pagina 73.

II. En las mismas hipdtesis del teorema I, es condicion suficiente para

que la serie
o (3> — Eang—s. Lin

defina una funcion entera, que exista una funcion ¥ (2) holomorfa en

wee| <asl

(*) Hardy-Riesz, pdgina 18.
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y tal que se verifique en este sector para |z | suficientemente grande y por
pequeito que sea & la condicion

| Y (z) | e—7[lcos® —=D|sen & | — 1} (h >0, ‘)"8’“‘)
¥ que ademds para todo valor de n seq
U (ha) = @, C’ ().

Se observa que en ia condicién final de este teorema no aparece
h >0 como en el teorema I. '
Si suponemos h =0 de la formula |7] se obtiene la acotacion

_p.’.: (8) | < l\!I{LX

tr: (5) | €= St [9]
mds general que la [8]. Ello nos permite enunciar el siguiente teo-
rema :
III. Si la abscisa de convergencia de la serie
JSs)=Za,e—™s

es cero y si ademds ewiste una funcion ¥ (2) con las propiedades seinaladas
en el teorema 11, la abscisa de hiperconvergencia estrecha de la serie

QJ (S) — _\:a,ﬁ—sl'/...

estd determinada por la formula

log [Max | Ay (s) ]
D\nk

S =1lim

Ejemplos de las series a las que se aplican estos teoremas son los
expuestos en los parrafos 2, 3 y 4.

6. Sin servirse de la acotacién [5] de Bernstein, y mediante la
expresion [7] y el teorema de los tres circulos, se obtiene un teorema
del que resulta como caso particular el teorema I :

IV. 8iuna sucesion parcial de la serie
F(8) = Sae—"s
converge uniformemente en un entorno de s — 0y la serie

o (8) = Dot
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tiene abscisa de convergencia finita, la sucesion de los mismos indices
relativa a esta serie, converge uniformemente en todo recinto finito del
plano.

7. Se observa que los teoremas precedentes han permitido obtener
las abscisas de hiperconvergencia y holomorfia de la serie

Zae—™s

de propiedades relativas a la serie

Eane—‘l.“(‘)s

en que x,() =e¢™ suponiendo que {2, | sea medible o, mas general,
de densidad méxima; pero si § x4, | no es de densidad méxima finita,
y silo es la sucesion { 1,0 | (tal que %, = ¢*(), una aplicacion rei-
terada de los teoremas precedentes permite pasar de las propiedades
de la serie

Eane—-’ms

a las abscisas de hiperconvergencia y holomorfia de la serie

w — s,
RN

¥, en general, de la
Ta,e—ms
<t

ala
Sae S,

Ahora bien, se demuestra facilmente al siguiente teorema :

V. Dada una sucesion | hy, { de densidad mdxima infinita, entre las
sucesiones | i, ® | existe una primera, para un cierto valor finito de k,
que es de densidad mdxima finita.

Este teorema final pone de manifiesto el alcance de nuestros teo-
remas que se extienden, pues, a toda las series de Dirichlet.

8. Recordemos finalmente el importante teorema de Bohr (8)
siguiente :

Sea la serie
J(8) =Zane— "

cuyos exponentes verifican la condicion

l—i—n—llog n

= L <+~ o0,

hn
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mientras que sus coeficientes a, son tales que

—-mlog\an\_o
~ - Y

An

supongamos ademds que f (s) es holomorfa y de orden finito k en un cierto
semiplano R (s) > q, entonces se verifica que la abscisa de hiperconver-
gencia es :

s+ EkL
OS 14k

Una aplicacién del ejemplo del § 3 consiste en probar que la aco-
tacién dada por el teorema de Bohr no puede mejorarse, en general;
pues si para dicha serie fuera

G ﬁ 7CIJ
1% ?

0<——

[0l

teniendo en cuenta que para dicha seriees L=1, y

si se toma

resulta

lo que estd en contradiceion eon lo demostrado en § 3.

Madrid, diciembre de 1936.
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Algunes complementos a la teoria de limites de las funciones
reales en espacios abstractos

Por J. Rey Pastor

(Buenos Aires)

TEOREMAS SOBRE LIMITES DOBLES. — Como complemento a la
teoria desarrollada en nuestra «Teoria general de funciones» (%),
definidas en espacios topologicos, damos algunos teoremas cuya demos-
tracién, que omitimos por falta de espacio, es sencilla, apoyandose
en los fundamentos allf expuestos, o bien en las cldsicas lecciones de
Hahn.

Sea f(®, y) una funeién real definida en un semientorno del punto
(0, ¥o) el espacio abstraeto topolégico E, X By, es decir, en un semi-
entorno X, de @, y en un semientorno Y, de y,. Adoptaremos estas
notaciones :

limy, f (, y) = L () limg, f (w, y) =1 (y)
lim, L(y) =1 limy, I (%) =1
limg,, 4,/ (@, ) = A limg, 5, f (0, y) ="

De acuerdo con los conceptos introdueidos en nuestra citada obra,
estableceremos las siguientes definiciones :

La oscilacién superior de f(x, y) en el punto x, es uniforme hacia
arriba en el conjunto Y si para cada : >0 hay un semientorno X, (z)
de w, tal que para eada x de X, (s) y cada y de Y se verifica:

(@, y) <Ly +-« (0 << X, (g), y << Y). (1)

Diremos que la oscilacion superior es uniforme hacia abajo en 'Y
si en cada semientorno X; de «, hay algan punto x; tal que

@y >Lp)—e (@< Xy y< Y). (2)

Anilogamente se dird que la oscilacién inferior en %, es uniforme
hacia abajo en Y si para cada ¢ >0, se verifica:

Flo,y) >1y) —« (<X, (s) y<<Y) (3)

(*) Cnrso dictado en la Universidad de Buenos Aires, capitulo I, 1935.
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y uniforme hacia arriba si

Flay) <l e (<X, y<Y) (4)

Diremos que la oscilacion superior (inferior) hacia arriba o hacia
abajo es uniforme en el punto y, si las condiciones anteriores se veri-
fican en un conjunto Y (¢), semientorno de y,, que depende de <.

Sien (1) se sustituye L (y) por f(«,, y) resulta la continuidad supe
rior respecto de x, wuniforme en Y ; y sien (3) se sustituye I (y) por
JS (2, y) resulta la continunidad inferior respecto de x, uniformeen Y.

Si en esta continuidad lateral respecto de la variable X, uniforme
respecto del pardmetro y (también llamada equicontinuidad) el con-
junto Y es un semientorno Y, (z) de y, dependiente de ¢, resulta la
continuidad superior o inferior, uniforme en el punto y,.

Finalmente, la continuidad respecto de x uniforme en el punto fijoy,
es la suma de ambas continuidades y puede caracterizarse también asi:
‘f(”, y)'—f(wo y)|<5 (< X, (g), Yy <Y, (g)
siendo Y, (¢) un entorno de y, dependiente de z, mientras que en la

equicontinuidad es fijo.
Los teoremas anunciados, de los cuales se pueden deducir muchos

otros aplicables a series, integrales en campos infinitos, etec., son los
siguientes :

TEOREMA I. — 8% la oscilacion superior de f (x, y) en x, 65 uniforme
en el punto y, hacia arviba, es A <Li; si es uniforme hacia abajo, es
A>T

Por tanto, si es uniforme en ambos sentidos es A = L.

Anélogamente, si la oscilacién inferior es uniforme hacia arriba
es 1 <I, y si es uniforme hacia abajo es » > 1.

TrorEMA II. — Condiciones necesarias y suficientes para la existen-
cia del limite doble A =7 en el punto (@, Y,) S0w:

1° Oscilacion en x,, superior hacic arriba e inferior hacia abajo,
uniformes en el punto v, ;

2 L=1

Que estas condiciones son suficientes resulta como corolario del
teorema anterior. Condiciones equivalentes, necesarias y suficientes,
se obtienen permutando x, con v,.

TrOREMA III. — Condiciones suficientes para la continuidad supe-
riov (inferior) de f (x, y) en el punto (x,, ¥,) 500 :

SR




COMUNICACIONES 81

1° Continwidad superior (inferior) en x, de la funcién f(®, y.);

2° Continuidad superior (inferior) de f (x, y) respecto de » en ®,, uni-
Sforme en el punto y,.

Su demostracién directa es sencilla y mas breve todavia es dedu-
cirlo del primero.

TrorEMA IV. — COondiciones necesarias y suficientes para la conti-
nuidad de f (v, y) en un punto (x,, y,) son :

1° Continuidad respecto de y en Y, pare & == @, ;

2° Oontinuidad respecto de © en w,, uniforme en el punto y,.

APLICACION A LOS ALGORITMOS INTEGRALES DE CONVERGEN-
CIA. — En diversas ocasiones hemos expuesto un doble teorema (')
sobre los algoritmos integrales de convergencia, andlogo a los ya
conocidos para los algoritnos sumatorios y que se extiende facil-
mente a las curvas sitnadas en un espacio topolégico :

TrEOREMA I. — Son condiciones SUFICIENTES para la conservacion
del limite nulo de las sucesiones y funciones acotadas :

'q
1) lim %, (£) =0 lim j K, )| dr=0

t—>t, t—>t, J»

para todo intervalo finito (p, q) siendo t, un punto de un espacio topols-
gico y v un pardmetro real que define el camino de integracion (¢, oo).

IT) }:|)\,.(t)|<K j 7\(r,t)|do'<K
¢ c
para cada t de un semientorno T, de t,.
Es deecir, de las condiciones I y II se deduce :

(1) Series divergentes. Curso de 1926, Madrid, 1927. Un algoritmno general de con-
vergencia, en Rev. Mat. Hisp.-Amer., 1929. Teoria de los algoritmos lineales de con-
vergencia y de sumacién, Buenos Aires, 1931.

Aunque nuneca atribuimos importancia a este teorema (véase el prélogo del
libro citado) por existir ya los modelos de Lebesgue y Toeplitz en problemas
andlogos, el sefior Raff parece concedérsela excesiva, cuando tanto empefio pone
en asignar la fecha de 1929 a la memoria publicada por su maestro y colega de
la Universidad de Tiibingen, el profesor Knopp, en Math. Zeitschrift, volumen 31
(1930), quien demostré independientemente el mismo teorema. Véase la resena
del seiior Raiff en el Jahrbuch iiber die Fortsch. der Math., 551, pdgina 124, sobre
nuestra nota, y en el 55,1 (aparecido en 1936, aunque lleva la fecha de 1929),
gsobre la memoria de Knopp.

Lamentamos la molestia que parccen causarle las fechas, pero nada cabe hacer
para remediarlo.
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Si s (1) estd acotada y si s (1) > 0 para ¥ — oo se verifica :

"30
lim nr,t)s(r)dr=0.
t—>o0 Je

De este teorema resultan ficilmente condiciones suficientes para
la regularidad del algoritmo (conservacién de limites finitos), agre-
gando la condicién :

o0 o0
11T) lim} % () =1 lim| A(r,t)dr=1.
t—>t, ¢ >, Je
En nuestro libro ya citado (%), pagina 44, completamos este teo-
rema con otro que parcialmente es reciproco, cuyo enunciado copia-
mos literalmente :

« TEOREMA IT. — Hs condicion NECESARIA para la conservacién de
los limites nulos que para cada valor de r se verifique :

q
Y limx(#)=0 lim j A, t)dr==0 para t->oco.»
»

Salta a la vista que si bien para las sucesiones s, la condicién nece-
sarie de la izquierda lim X, (r) = 0 es la misma que la condicién sufi-
ciente, contenida en el teorema I, no acontece lo mismo para las fun-
ciones s (r), pues en esta condicién necesaria figura como integrando
el factor de convergencia A (r,?), mientras que en las condiciones
suficientes figura el valor absoluto | & (v, t) .

Tenemos, pues, para las funciones s (), dos condiciones necesarias :

) lim Jq A, 8 dr—0 ) r 0 (r,8)| <K

»

y dos condiciones suficientes, I y 1I, claramente separadas en los
enunciados y en las demostraciones. Sin embargo, el sefior Raff, quiz4
por causa del idioma, lo ha entendido de otro mode (*).

(') Debemos declarar, en justificacién de la agria critica (Jahrbuch, 57y, pdg. 255)
que en algunos parrafos del libro (recopilacién de apuntes de clase, cuya acciden-
tada impresién ya insinuada en su prélogo, obligé a lanzarlo incompleto en forma
de fasciculo primero, cortando varios capitulos, la resefia histérico-bibliogrdfica y
hasta el indice general) se deslizé la frase condiciones necesarias y suficientes, siendo
innecesario aclarar que estrictamente se refiere a la columna de la izquierda
(sucesiones); para la columna de la derecha (funciones) convendria quizds agre-
gar «y las» antes de la palabra suficientes, y asi se hizo ya en la fe de erratas
agregada al libro para evitar malentendidos. Inconvenientes son éstos de la
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En la conferencia dada en 1933 en el Seminario Matematico ¢ Fisico
di Milano (') hemos subrayado esta laguna existente entre ambas
condiciones, adoptando como punto de partida en la definicién de los
factores Ia condicién necesaria

(]
I lima, () =0 lim § W, t) dr =

t—>t, t—>t, Jp

que es la menos exigente, a fin de completarla con condiciones suple-
mentarias en cada tipo de problemas, a la manera de Lebesgue. He
aqui el parrafo aludido (pag. 195), copiado literalmente () :

« Il teorema fundamental expresa :

« Para todo factor de convergencia se verifica :

i 8 —>0 también S (&) — 0.
« St existe coeficiente de convergencia y

8. —>8 se verifica S (t)— %s.

exposicién simultinea, de dos teorias, cuya correlacién no es completa, agravada
con la limitacion de espacio, que obligé a una condensacién excesiva ; pero estan-
do como estdn bien bien claros los enunciados y las demostraciones de los dos
teoremas fundamentales, todo lector de buena fe deberd interpretarla correcta-
mente ; preferimos, pues, la explicacién arriba apuntada, que es lamds favorable
al riguroso critico.

También es interesante reproducir su otra censura : « El relator considera como
falta grave que escasean las indicaciones bibliograficas; una obra que pretenda
ser estimada como trabajo sistemdtico y propulsivo no puede prescindir de ellas
y ciertamente no hay imposibilidad de agregar datos bibliogrdificos aun en las
circunstancias mds dificiles ».

Criterio tan estrictamente germdnico, erigido en dogma, condena sin apela-
cién a casi toda la literatura matematica francesa, pero deja indenne del ful-
minante anatema a nuestro modesto trabajo, cuyos capitulos finales y bibliografia
completa hasta el dia, esperan pacientemente que la comisién de publicaciones de
la Facultad disponga de fondos para imprimir los pliegos restantes que deben
completar el faseciculo. Un resumen de ello, forzosamente breve, fué publicado
aparte.

() Rendiconti del Sem. Mat. Fis. Mil., volumen V1I, 1933.

(%) Solamente hemos corregido una falta de puntuacién : un punto y aparte que
debfa ser punto y seguido, o viceversa ; bien insignificante si se tiene en cuenta
que fué impresa la conferencia en castellano y sin ver nosotros las pruebas.

También estd bien claro el pdrrafo que sigue relativo a las sucesiones :

« Para que la sumatriz de toda sucesion convergente tenga limite finito es pre-
ciso que exista coeficiente de convergencia finito. Como corolario resulta que las
condiciones necesarias y suficientes para la conservacion de todos los limites fini-
tos son : que se cumplan las condiciones 1 y II y exista coeficiente A = 1. »
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« Reciprocamente, para que la sumatriz de toda variable que tienda a
cero tienda también o cero, es NECESARIO que las funciones h, (f), X (r, ?)
sean factores de convergencia, es decir, cumplan las condiciones 1y I1.»

Todo lector verd claramente que en la primera parte (condiciones
suficientes) s6lo se citan las sucesiones s,, y en la segunda (condiciones
necesarias) se habla de toda variable (sucesion o funcién) y se escriben
ambos tipos de factores %, (t), »(r,¢). Sin embargo, el escrupuloso
critico tubinguiano (y aqui no cabe la disculpa del idioma, pues se
trata de férmulas) nos atribuye como textual un enunciado elaborado
a su manera, compuesto con un trozo de la definicién, otro del teo-
rema y otro original, de cuyo conglomerado resulta la conclusién
inexacta que necesita para poder afirmar que el problema por él
abordado en su memoria de Math. Zeitsch., pazina 605 (1936), es
nuevo ().

Esta novedad es muy relativa después de los nummerosos traba-
jos publicados sobre integrales singulares, de los cuales se pueden
cosechar métodos y resultados ttiles parala teoria de los algoritmos;
y por ello no concedimos mayor interés que el diddctico a nuestro
complemento posterior (*) encaminado a llenar la laguna entre las
condiciones necesarias y las suficientes, sin mas que utilizar, conve-
nientemente modificada, unaidea de Lebesgue contenida en su famosa
memoria de los Annales de Toulouse. Asi dimos como suficiente para
la conservacién de limites nulos, el siguiente criterio intermedio entre
las condiciones expuestas en los teoremas I y II; criterio que resulta
también necesario :

17, Condicidon necesaria y suficiente para que un factor de convergen-
cia (es decir que cumple las condiciones 1' y II) conserve los limites
nulos de las funciones acotadas es que la integral indefinida de su médulo
sea uniformemente continua respecto de r en el punto t,.

Como es sabido, toda integral indefinida es funcién continna de 7
la tinica condicién que le imponemos es por tanto la wniformidad en
el punto %, a la cual se le pueden dar formas muy variadas, y de este
teorema fundamental se deducen los otros, como ya se expuso en
nuestro libro.

El sefior Raff parte en su Gltima memoria ya citada de otro crite-
rio que en esencia coincide con el dado por Lebesgue para la conver-
gencia de la sumatriz de toda funcién integrable y acotada; pero

() Jahrbuch, volumen 59y, pagina 968.

(*) Asociacién espafiola para el progreso de las Ciencias, 1934.
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estudia en especial los modificaciones que deben introducirse para
las integrales de Riemann y llega a este resultado (1) :

Las condiciones necesarias y suficientes a fin de que para cada fun-
cién f'(r) de la clase C exista la correspondiente S () en un entorno
de t, y sea lim S (¢) = 0, son las siguientes :

(1) Que A(r,t) sea absolutamente integrable en un entorno de ¢, y
exista un ntiimero M > 0, tal que para cada ¢ de un entorno de ¢, per-

manezca
fm| %, )| dr <M

(2*") Que para cada intervalo ¢ tal que sea positiva su distanecia al
punto singular r,, exista
lim [ (r, ¢) dr = 05
t—>t,
(3") Que para cada sucesién de conjuntos N, parciales de M tales :
1° que », esté a distancia positiva de un cierto N,;
2° que N,y sea conjunto parcial de N,;
3° que para cada 7 sea

lim |iM, | =0,
. 720 )
se verifique :
lim [y X (», )| dr =0.
AP 00
t—>t,

La generalidad de este teorema es mas aparente que real (%), y su
contenido se reduce en substancia a ésto : las condiciones necesarias
y suficientes son :

(1) Claramente se ve que es nuestra condicién II;

(2*) Aclarado (véase nota ! al pie) el barroquismo de la expresion,
es evidentemente idéntica a nuestra condicion I’;

(*) Adoptamos nuestra notacién para las variables, a fin de facilitar la compa-
racién.

(*) En efecto, las demostraciones de Lebesgue que este genial ereador se com-
place en dar bajo la apariencia m4s modesta y con el mdximo alcance, se aplican,
sin esfuerzo ni gloria (bien lo sabia Lebesgue sin decirlo), a integrales definidas
en conjuntos medibles cualesquiera ; y considerar integrales de Riemann sobre
conjuntos cunalesquiera medibles es sacar las ideas de quicio. Puesto a generalizar,
pudo hacerlo a los espacios abstractos, siquiera a los méfricos, ya que no a los
topolégicos, como hemos hecho en los teoremas que inician esta nota ; y asi habria
podido notar el autor cudn impropia resulta su expresién, que aplicada al caso de
los intervalos dice « que el punto oo tenga distancia positiva del intervalo i»
para expresar la simplicisima condicién de que éste sea finito.
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(3/) Sin mas que aplicar nuestro teorema 2 6 4, o bien directamente,
resulta inmediatamente que equivale a nuestra condicién 1”.

El criterio del sefior Raff coincide, por consiguiente, con uno de
los nuestros.

Conviene puntualizar ademds, para delimitar claramente la fron-
tera entre las condiciones necesarias y las suficientes, que las condi-
ciones I’ y II, dadas como necesarias en nuestro teorema II relativo
a los algoritmos de convergencia, son también suficientes si el factor
A (r,%) esta acotado desde un valor de { en adelante, como acontece
en todos los algoritmos que por ofrecer interés han merecido estudio
especial.

Diciembre 1936.

Nota. — A punto de tirarse este pliego llega una carta del doctor Raff en que
da amables explicaciones, proclama la exactitud de nuestros teoremas y reco-
noce las inspiraciones que debe a nuestro trabajo.




