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Una aplicación del símbolo ~ mDm 

Por José Babini 
(Santa Fe) 

Si- se considera una serie de potencias f (z, h) = 2: o/n (hn + 0:) zn en 
n=O 

cuyos coeficientes interviene un parámetro h y se transforman esos 
coeficientes 

n 

~n (hn + 0:) = ([;n (h'n -1- o: + (h - h') n) = ~ (n) ~mC¡;n (h'n + :l.) " L.J m ' 
m=O 

~:I.=h- h' 

se tendrá, en el círculo de convergencia de la serie, 

n 

l(.z, h) = \' "'. (n) zn~1Jl.([;n (h'n -1-:1.) = \' Zm \' D'lnzn~'lnl!)n (h'n +- 0:) LJ i.J m' L.Jm!LJ I 

n=O 1n=0 111=0 n=1n 

y en los casos particulares en que los coeficientes o/n sean enteros 
respecto de o: se podrá expresar la serief(z, h) en forma finita. Así, si 

donde Pp (:1.) es un polinomio de grado p, tendremos, indicando con 
y = 2: anz

n 

n=O 
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con ~CG = h. Por ejemplo, si 

1 
y=--

1-z 

p 

~ 1 ~ ( Z )1n Pp(hn+a.)zn=_- -,-- ~1Itpp(1.) 
1-z J.-z 

n=O 1n=0 

y '(1 + z)~ 
= p 

l" P zn=(l+z)~ ___ l~-Ll111P1(a) etc. ~ 13 (n P (hn + a) ~ ( Z )~ 13 (111 

LJ n ! 1 -j- Z 1n ! l' 
n=O 111=0 

Consideremos, por último, como.f (z, h) la serie 

donde. (hn -j- a.) (n, k representa la factorial de base hn + 0:, grado n 
y difereneia k. Esta serie, convergente en el círculo de radio 

teniendo en cuenta que 

h-k 

(h - le)----re 
h 

hk 

~
a.(n,k u . 

. -- zn = (1 -j-7cZ)k 
n! ' 

n=O 

podrá entonces expresarse por 

con ~CG = h. 
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Hipe.'convergencia de las series de Dirichlet cuyos exponentes 
forman una sucesión de densidad máxima infinita 

Por Sixto Rfos 
(Madrid) 

1. Un teorema fundamental de V. Bernstein (1) demuestra que 
en las series de Diriclllet: 

f (s) = ¿ (('n e - i,,,s 

n=l 

cuy~ sucesión de exponentes! !'n ¡ t,iene densidad máxima finita, las 
abscisas de llolomorfía e l¡jpercollvergencüt son iguales, resultado 
que ha sido generalizado a algunas clases de series de Diriclllet de 
densidad máxima infinita (2). 

Se plantea entonces 1ft, cuestión siguiente: en el caso de series de 
Dirichlet cuya sucesión de exponentes tiene densidad máxima infi
nita «la abscisa de hiperconvergencia (estrecha o no) debe ser nece
sariamente igual a la abscisa de holomorfía, o puede ~uceder que 
aquélla sea superior a ésta. Del mismo modo, no se sabe si al menos 
una cierta parte de la banda comprendida entre las rectas de conver
gencia y holomorfía (cuando dicha banda no es nula) es seguramente 
un dominio de hiperconvergencia o puede suceder que ninguna parte 
de dicha banda sea un dominio de hiperconvergencia, de la serie» (3). 

El objeto de la primera parte de esta nota es resolver esta cuestión 
demostrando que en lcts series de Di';'ichlet 

f(s) = L ((ne-i.lI S 

n=l 

c'ltya s'lwes'ión de eroponentes ¡ !'n ¡ tiene densidad máxima i1~finita la abs
cisc/¡ de hiperconvergencia (estrecha o no) p'ltede ser mayor o ig'ltal que la 

(1) P1'Og1'és l'écents de la tMorie (les só'ies de Di1'ichlet) página 103, col. Borel, 
París, 1933. 

(2) Libro citado, página 176. 

(3) Esta cuestión se encuentra así planteada en el libro de V. Bernstein citado, 
páginas 193-4, 
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de holomorfía} contrariamente a lo que sucede en las series en que 
¡ )'n 1 posee densidad máxima finita, en que ambas abscisas son nece
sariamente iguales. Objeto principal de la, segunda parte es dar un 
teorema que relaciona las abscisas de hiperconvergellcia y holomor
fía de las series en que! /'n 1 tiene densidad máxima infillita. 

2. Siguiendo la notación de V. Berl1stein (i) c1esig'na,mos con H, O, 
8, e las abscisas de holomorfía, hipercol1vergencia, hiperconvergellcia. 
estrecha y convergencia respectivamente. 

Comenzamos formando la serie (le Dirichlet : 

[1] 
en que 

_ 1 
1'2n + 1 = ln -1- ----, 

n(n+ 1 

para la cual se demuestra que 

- 00 ~ H < O = 8 = - 1 < e = 0, [2] 

y que por tanto resuelve la primera parte del problema de Bernsteil1. 
Se demuestra: 
a) Si en la serie [1] se agrupan los términos de lugares 2n y 2n+ 1, 

la serie de polinomios exponenciales obtenida: 

"( _s(ln+_l )) LJ ,e- sln - e 11,(11,+1) 

1 

converge uniformemente en todo recinto finito del semiplano R(s) >-1 
con lo cnal resulta 

0<8<-1' - - , 
b) Cualq uier sucesión parciaL de la sucesión total de sumas parciales 

de la serie numérica 

, 1) 
~(¡2n+ 1 = - ne n (n+l) 

obtenida haciendo s = - 1 en 11], es divergente, con lo que resulta: 
- 1 < O y, por tanto 

0=8=-1; 

e) La serie de Dirichlet 

cp (s) = ~ (- l)ne-e)'"s 
1 

(1) Loc. cit., páginas 32-33. 
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define una función analítica regular en s = 0, ya que por formar sus 
exponentes una sucesión de densidad máxima finita se le pueda apli
car un teorema de V. Bernstein (1). 

Pero de un teorema de Hardy (2) resulta que por ser 9 (8) bolo
morfa en s = O esf(s) una función entera, es decir, H = - 00 con 10 
que queda demostrada la relación [2]. 

3. Queda en pie la parte de cuestión relativa a si necesariamente 
una banda parcial de la banda de holomorfía es campo de hipercon
vergencia, en estas series. La contestación es neg-ati va, como se ve 
aplicando e1 método precedente a la serie 

para la que resulta :' 

¿(_l)n+le- sln 

1 

- 00= H < O=S=C= o. 

4. También en las series con sucesión ! )\n! de densidad máxima 
infinita puede presentarse el caso de que H = O = S > C, es decir, 

(1) El teorema, se enuncia, así: Sea la serie 

f (s) = ~ane- i.ns 

(le abscisa (le convergencia finita y cl/ya sncesión de exponentes ¡},n 1 es medible y de 
densidael D. Una condición necesaria y suficiente para que f (s) sea holol1~01ja en 
R (s) < O sobre el segmento I t I < 1 (lel eje imagilw1'io es qlle exista unct fnllción ? (z) , 

tal qlte : 10 Sea holomol'fa en el sectol' 

I a,rg z I ~ el < ~ 
y sai'isfagct en él, p01' lJeqlleño que sea E '!f para I z I suficientemente grande, la condic'ión 

Ir (z) 1< el(;:D-e) ¡senO ¡ +,[1'; 

> 20 Pa1'a todos los valo1'es de n : T' Un) = ane' Un), loc, cit., página 103, 

(2) El teorema, se enuncia, a,sí : Si la serie 

tiene abscisa de conve1'gencia finita y lit se.rie 

define 'nna fnnción holom01ja en el o1'igen, lit función definida por la serie 

es ente¡'a. (Tlle appUcation to Diriehlet's se¡'ies of B01'el's1/tethod of sll1n11lation) P1'oc. 
London Math. Loc.cit., tomo VIII, 1909.) 
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hiperconvergencia estrecha en que todo el semipla.no de holomorfía, 
que es el único caso que se presenta en las series en que! )'n !posee 
densida.d máxima finita estudiadas por V. Bernstein. 

El mismo método seguido en los ejemplos anteriores conduce a 
demostrar que, en efecto, para la serie: 

r (- 1 )ne-i.1ls, 1)'2n = ln, )'2n + 1 = ln + e- n - e-(n+l)] 
1 

se verifica 
-oo=H=O=S<C=O. 

5. Con las hipótesis hechas para la serie L a'ne-i,,,s en el teorema de 
1 

Bernstein enunciado en la nota (i) y en virtud de otro teorema de 
Bernstein (2) se pueden agrupar 1m; términos de aquélla serie, obte
niéndose una serie de polinomios exponenciales 

/(8) = L Pk (8) [3] 
1 

hiperconvergente en el semi plano R (8) > - h Y se puede poner en 
forma de serie de Dirichlet de coeficientes variables : 

/ (8) = L Ak (8) e- i'''I'S 

1 

en que los coeficientes verifican la acotación: 

y consideramos la serie 

y la de polinomios correspondientes a la [3] 

« (8) = LPk (8) 
1 

se ve fá,cilmente que 
1 roo 

Pk (8) = r (8) Jo P k (x) xS-ldx 

(1) Loo. oit., página 128. 

(2) Bmnel'lcungen Zlt1lt Konvm'genzpl'obleme ... , Rencl. Pal., 1913. 

[ 4] 

l5] 

[6] 
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de donde se obtiene con un cálculo sencillo la acotación: 

[8] 

qne permite afirmar qlJe la serie [6] converge uniformemente en todo 
recinto finito del plano s. Esto nos conduce a enunciar el siguiente 
teorema: 

1. Sea! I'n ¡ medible y de densidad D. Si la, nbscisa de conve.rgencict 
de la serie 

{(.í?) = ¿ ((ne-i,"s 
1 

es ce1'o, es condición sl~ficiente pal'C(; q~te ln serie 

9 (s) = ¿ (('ne- s . li." 
1 

adm·ita U/JUt Su,ceswn pc(;rcial hiperconvergente en todo el phtno, que 
e;c'istrt una !1.mC'Íón tJ; (z) holomO}j'c(; en 

largzl < J:<~ 
.<.J 

ytctl q1te se 'oer~fiq~te en este sector pa,ra I z I .'w;ficientemente grande, y PO)' 

peq'ltefío que sea, s, la, cond'ición 

I ~ (z) I < e-1'[hcos 0- .. D 1 sen el-e] (h > 0, Z· = rei°) 

y que adel1uis petra todo va,l01' de n sea 

Para la abscisa de holomorfía se obtiene un resultado análogo me
(liante los teoremas de Hardy (1) y Bernstein enunciados en las nota.s 
al pie (1) y (2) de la página 73. 

11. En las mismas hipótesis del te01'ema I, es condición s1tflciente pa}'a 
q'lte la sm'ie 

de.fina 'ltnC(; .!'lt'nción entera, que exista una fitnción '-" (z) holomO}:fa en 

I nrg z I < a < ~, 

(1) Hardy-Riesz, página 18. 
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y tltl qne se ven;fiqlte en este secto!' pCtl'{(¡ I z I s1~licientemente gl'anele y por 
pequefío q1te su/; e la, conclición 

1~(z)le-i'[hcosf)-;;Dlsel1Ell-tl (h>O, re iO ) 

y q1te c{¡elemtfs pctra, todo 'vctlor de 11, sea 

Se observa que en la condición final de este teorema no aparece 
h > O como en el teorema 1. 

Si suponemos h = O ele la fórmula l7 J se obtiene la acotación 

[9] 

más general que la l8J. Ello nos permite enunciar el siguiente teo
rema: 

IIL Si lct (tbscisa, ele convergencia, ele llt serie 

f (s) = 2:c/;ne- ¡'liS 

es cero y si culemás eroiste 'l¿nc/;.fimción ~ (z) con las propieda,des seií(üctdas 
en el teorenw iI, lct t:tbscis(/; de hipel'convergencilt esh'echa de llt serie 

está detennincula, por lc(,fóJ"/nulct 

Ejemplos de las series a las que se aplican estos teoremas son los 
expuestos en los p~í,rrafos 2, 3 Y 4. 

6. Sin servirse de la acotación [5] de Bernstein, y mediante la 
expresión [71 y el teorema ele los tres círculos, se obtiene un teorema 
del que resulta como caso particular el teorema 1 : 

IV. Si unct s'l¿cesión parcial de la, serie 

converge 'l{,nifoi'memente en 'l¿n f.ntorno de s = O Y ltt serie 
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tiene abscisa de conveJ'ge1WÜt .llnitet, let sucesión de ·los mismos índices 
relativa et estet serie, converge ~tn1lormemente en todo recinto finito del 
plano. 

7. Se observa que los teoremas precedentes han permitido obtener 
las abscisas de hiperconvergencia y holomorfía de la serie 

de propiedades relativas a la sel'Íe 

en que )'n (') = é" suponiendo que! )'n ¡ sea medible o, más general, 
de densidad Imí,xima; pero si I)'n (') ¡ no es de densidad máxima finita, 
y si lo es la sucesi~n I)'n n ¡ (tal que )'n n = é ll ('»), una aplicación rei
terada de los teoremas precedentes permite pasar de las propiedades 
de la serie 

a las abscisas de ldperconvergencia y holomorfía de la serie 

y, en general, de la 

a la 

Ahora bien, se demuestra fácilmente al siguiente teorema: 

V. Dadct una sucesión 1 )'n 1 de densidad mlÍxima ú~finita, ent1'e las 
sucesiones! ""n (le) 1 e.1Jiste una pr·imerct, pa,1'a ~ln cierto 'udor finito ele le, 
que es de densidael máxima .finita. 

Este teorema final pone de manifiesto el alcance de nuestros teo
remas que se extienden, pues, a toda las series de Dirichlet. 

8. Becordemos finalmente el importante teorema de Rohr (8) 

siguiente: 
8ect la ser'ie 

cuyos exponentes vC1"~lic(t'n la, condIción 

-.-]ogn 
lnu-_-= L < -1- 00, 

I'n 
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'm-ientras que SWi coeficientes Cftn son tales que 

-1' - log I an I O 1m _ =, 
"n 

supongamos además que f (s) es holomO'1j"a y de orden finito k en 'lm c'ierto 
sC'JniplCft'/w R (s) > cr, e'ntonces se verificcft que lc(, abscisc(¡ de h'iperconvm·. 
genC'icft es : 

o <cr+kL. 
-l+k 

Una aplicación del ejemplo del § 3 consiste en probar que la aco
tación dada por el teorema de Bobr no puede mejorarse, en general; 
pues si para dicha serie fuera 

o < cr -1- lcIJ _ s 
-1+k ' 

teniendo en cuenta que para dicha serie es L = 1, Y 

si se toma 

resulta 

1 
[J, (O") =1- cr (9), 

(1 3) cr<·- :---, 
e 2 

O<-~, - 2 

lo que está en contradicción con lo demostrado en § 3. 

Madrid, diciembre de 1936. 
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Algunos complementos a la teoría de límites de las funciones 
reales en espacios abstractos 

Por J, Rey Pastor 
(Buenos Aires) 

TEOl~El\:IAS SOBRE LíM.ITES DOBLES. - Oomo complemento a la 
teoría desarrollada en nuestra «T.eoría general de funciones » (1), 
definidas en espacios topológicos, damos algunos teoremas cuya demos
tración, que omitimos por fa1t.a de espacio, es sencilla, apoyándose 
en los fundamentos allí expuestos, o bien en las clásicas lecciones de 
Halm, 

Seaf(ro, y) una función real definida en un semientorno del punto 
(roo, Yó) del espacio abstracto topológico Ex X E y , es decir, en un semi
entorno Xode roo y en un semientorno Yo de Yo' Adoptaremos estas 
notaciones: 

lill1xj' (ro, y) = L (y) 

limyo L (y) = IJ 

limxo , yj'(x, y) = A 

limxj'(ro, y) = l (y) 

limyo l (ro) = l 

limxo , Yof (ro, y) = 1,. 

De acuerdo con los conceptos introducidos en nuestra cit.ada obra, 
est,ableceremos las siguientes definiciones: 

La oscillwión sltperio1' de f (ro, y) en cl punto roo es 'ltniforme hcwía 
arriba: en el conjnnto Y si para cada:: > O hay un semientorno X o (s) 

de roo tal que para cada ro de X o (s) y cada y de Y se verifica: 

f(ro, y) < IJ (y) + S (ro < X o (s), y < Y). (1 ) 

Diremos que la oscilación superior es uniforme hacia cltbajo en Y 
si en cada semientorno Xi de roo hay algún punto roi tal que 

f(roi, y) > L (y) - s (2) 

Análogamente se dirá que la oscilrwión inferior en X o es 'ltn,ij-'onne 
hcwiClt a,bajo en Y si para cada s> O, se verifica: 

f (x, y) > l (y) - s (ro < X o (s), y < Y) 

(1) Cnl'so dietado en la, Universidad de Buenos Aires, capitnlo 1, 1935, 
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y ~tn'iforme hacia a:1TüJC{¡ si 

f(x, y) < l (y) -t- é (4) 

Diremos que la osc'Ílación superior (inferior) hacia arriba o hacia 
abajo es tttnifo'i'1ne en el punto Yo si las condiciones anteriores se veri
fican en un conjunto Y (e): semientorno de Yo, que depende de s. 

Si en (1) se sustituye L (y) porf(xo, y) resulta la continuidad supe 
rior respecto de x, nn{f'ol'me en Y; y si en (3) se sustituye l (y) por 
f(x o, y) resulta la continuidad inferior respecto de x, untj'orme en Y. 

Si en esta contilluidadlateral respecto de la variable X, uniforme 
respecto del parámetro Y (también llamada eqruicontinuidcul) el con
junto Y es un semientorno Yo (s) de Yo dependiente de s, resulta la 
continuidad superior o inferior, un~lo1'me en el p~tnto Yo' 

Finalmente, la continuidad respecto de x ttlnU"onne en elp'ltnto .fijo Yo 
es la suma de ambas continuidades y puede caracterizarse también aSÍ: 

If(x, y) -f(xo, y) 1< e (x < X o (e), Y < Yo (s)) 

siendo Yo (s) un entorno de Yo dependiente de s, mientras que en la 
equicontinuidad es fijo. 

Los teoremas anunciarlos, de los cuales se pueden deducir muchos 
otros aplicables a series, integrales en campos infinitos, etc." son los 
siguientes: 

TEOI-?EMA. 1. - Si !ct oscilaoión s'ltllerior de./ (x" y) en X o es 'ltniforme 
en elln!.nto Yo hacict a1T'iba, es A < L; si es unifoJ"1ne hacict ({¡bajo, es 
A>T.I. 

Por tanto, si es uniforme en ambos selitidos es A = L. 
Análogamente, si la oscilaeÍón inferior es uniforme hacia arriba 

es /, < l, y si es uniforme hacia ahnjo es /. > l. 

TEOl~EMA. 11. ---, Oondiciones necescwias Y stt~1icientes pant lct existen
Cü{¡ del limite doble A =), en el prttnto (xo, Yo) son: 

10 Oscilación en x o, supeJ'foi' luwict arribc{¡ e il~f'e1"Íor hacia, ctbajo" 
'ltnifonnes en el prttnto Yo; 

2° L = l. 
Que estas condiciones son suficientes resulta como corolario del 

teorema anterior. Oondiciones equivalentes, necesarias y suficientes, 
se obtienen permutando roo con Yo' 

TEOREMA. 111. - Oonc1iciones s'l{ficientes pctret lct conUmtidctd supe
rior (inferim') de f (x) y) en elprttnto (xo, Yo) 8011, : 
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ro Oontiwltíd ad S'lllJer ior (i'l~fe1'ior) en X o de lit j~tnción f (x, Yo); 
2° Oontimtidad s'l¿perior (inlerior) de f (x, y) respecto de x en x o, 'lini

forme en el punto Yo' 
Su demostración direeta es sencilla y más breve todavía es dedu

cirlo del primero. 

TEOREMA IV. - Oondiciones necesarias y s'ltficientes petra h(¡ con ti

mtic1ad de f (x, y) en 'ltn punto (xo, Yo) son: 
10 Oontinuidad respecto de y en Yo para, x = X o ; 
2° OonUnuidad respecto de x e'n xo, 'ltn~f01''1]W en el punto J/o' 

APLICACIÓN A LOS AIJGORTl'MOS IN'l'EGRALES DE OONV}JJRG}J~N

CIA. - En diversas ocasiones hemos expuesto un doble teorema (1) 
sobre los algoritmos integrales de convergencia, análogo a 108 ya 
conocidos para los algoritmos sumatorios y que se extiende fácil
mente a las curvas situadas en un espacio topológico: 

TEOREMA I. - Son cond'iciones SUFICIENTES petra la conse¡'vación 
del límite n'lllo de Zas s'ltCesiones y f'ltnciones a.cotada,s : 

lim J'q I ), ('l', t)¡ d'l' = O 
t-Ho p 

1) Hm )'1' (t) = O 
t-+to 

para todo iniert1alo finito (p, q) siendo to 'ltn punto de 'ltn espacio topoló

gico y l' 'lln parámetro real que define el camino de integración (c, 00). 

Ir) ~ IAr(t)I<K r 1),(r,t)ld"<K 

petra cada, t de un sC'lnientorno To de too 

Es decir, de las condiciones 1 y Ir se deduce: 

(l) Sol'íes divergentes, Curso de 1926, Madrid, 1927, Un algoritmo general de con

vergencia, en Rev. Mat. Hisp.-Al/tel'., 1929. Teol'ía de los algoritl1ws Hneales de con

vergencia y ele sllmación, Buenos Aires, 1931. 

Aunque nunca atribuimos importancia a este teorema, (yéase el prólogo del 

libro citado) por existir ya los lIlodelos de Lebesgue y Toeplitz en problemas 

análogol'l, el señor Raffparece concedérsela excesiva, cuando tanto empeño pone 
en asignar la fecha de 1929 a la memoria, pnhlicada por su maestro y colega de 

la Universidad de Titbingel1, el profesor Knopp, en Math. Zeitsclwift, volull,len 31 

(1930), quien demostró independientemente el mismo teorema. Véase la reseña 

del señor Raíl' en el Jah'l'bllch ilbe'/' (líe FOl'tsch. eler Math., 55 r , página 124, sobre 

nuestra 110t:l" y en el 551I (aparecido en 1936, aunque lleva la fech:1 de 1929), 

sobre la memoria de Knopp. 

Lamentamos la molestia que parecen callsa.rle las fechas, pero nada cabe hacer 

para remecliarlo. 
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Si S (1') está, acotada y si s (1') ~ O para l' ~ 00 se verifica: 

lim (=" (1'~ t) s (1') dJ' = O. 
t~oo Jc 

De este teorema resultan fácilmente condiciones s'l~ficientes para 
la regularidad del algoritmo (conservación de límites finitos), agre
gando la condición: 

III) lim ¿ ),1' (t) = 1 
t~to c 

En nuestro lihro ya citado ("), página 44, completamos este teo
rema con otro que parcialmente es recíproco, cuyo enunciado copia
mos literalmente: 

« TEOREMA II. - Es condició'l~ NECESARIA para la conservación de' 
los límites mtZos que para cada v(llor de -r se ve'i'~fiq'l{,e : 

l' lim "1' (t) = O lim j: j, ('1', t) dl' = O para t~ oo.» 

Salta a la vista que si bien para las sucesiones s)' la condición nece
sarict de la izquierda lim )'1' (1') = O es la misma que la condición s'l~li

ciente, contenida en el teorema 1, no acontece lo mismo para las fUll
ciones s ('1'), pues en esta condición necesaria figura como integrando 
el factor de convergencia ), (1', t), mientras que en las condiciones 
s'l~ficientcs figura el valor absoluto 1" (1', t) l. 

Tenemos, pues, para las funciones s (1'), dos condiciones necesctricts : 

1') lim j: A (", t) dr = O 

y dos condiciones s'l~ficientes, 1 y 11, claramente separadas en los 
enunciados y en las demostraciones. Sin embargo, el señor Raff, quizá 
por cansa fIel idioma, 10 ha ent.endido de otro modo (1). 

(1) Debemos declaral', en justifieación de la agria. crítica (Jah1'b1wh, 571, pág. 255) 
que en algunos párrafos del libro (recopilación de apuntes de clase, cuya acciden
tada impresión ya insinuada en su prólogo, obligó a lanzarlo incompleto en forma 

de fascículo primero, cortando varios capítulos, la reseña histórico-bibliográfica. y 
hasta. el Índice general) se deslizó la frase co¡¿{Ucioncs necesarias y suficientes, siendo 

innecesario aclarar que estrictamente se refiere a. la colulIlna. de la. izquierda 

(sncesiolles); pa.ra la. columna de la derecha (fnnciones) cOllvendría quizás agre

gar « y las» antes de la pal:tbra. sltjicientes, y así se hizo ya en la fe de erratas 
agregada a.l libro para evitar malentendidos. Inconvenientes son éstos de la 
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Bn la conferencia dada en 1933 en el Sentina1~io Mctte1Juttico e Fisico 

di lIfilctno (1) hemos subrayado esta laguna existente entre ambas 
condiciones, adoptando como punto de partida en la definición de los 
factores la condición necesctria 

l' lim 1'1' (t) = O J
q 

lim J, (r, t) dl' = O 
t~to t-"!-t" 1] 

que es la mellOS exigente, a fin de completarla con condiciones suple
mentarias en cada tipo de problemas, a la manera de Lebesgue. He 
aquÍ el párrafo aludido (pág. 195), copiado literalmente (2) : 

« IDI teorema fundamental expresa : 
« PCW((; todo fcwto1' de conve1'gencict se verifica 

si s¡,~O también S (t) ~ O. 

«~o Si ea:iste coeficiente de convergencüt y 

s}'~s se verifica 

exposición simultánea" de dos teorías, cuya, correla,ción no es completa" a,gnwa,lla 
con la, limitación de espacio, que obligó a, una, condensa,ción excesiva, ; pero est~tll
do como están bien bien cbros los enunciados y las demostraciones de los dos 
teorema,s funda,menta,les, todo lector de buena, fe deber{L interpreta,rla, correcta,
mente; preferimos, pues, la explica,ción a,rriba, apunta,da" que es 1amás fa.vorable 
a,l riguroso crítico, 

Ta,mbién es interesante reproducir su otra, censura,: «El relator considera como 
fa,lta, gra,ve qne escasea,n las indicaciones bibliográficas; una, obra que pretenda, 
ser estima,da, como trabajo sistemático y propn1si vo no puede prescindir de ellas 
y ciertamente 110 ha,y imposibilida,d de agrega,r da,tos bibliográficos a,un en las 
ci1'cnnstancias 1nás clVíciles », 

Criterio ta,u estricta,mente germánico, erigido en dogma,} condena, sin apela,
ción a, ca,si toda, la, literatnra, matemática, francesa" pero deja, indcnne del ful
mina,nte ana,tema, a, nuestro modesto tra,bajo, cuyos capítulos finales y bibliogra.fía 
completa ha,sta, el día" esperan pacientemente que la, comisión de publica,ciones de 
la, Facultad disponga, de fondos pa,ra imprimir los pliegos restantes que deben 
completar el fascículo. Un resumen de ello, forzosa,mente breve, fué publicado 
aparte. 

(1) Rencliconti clel Som. Mat. Pis. MU.} volumen VII, 1933. 

(2) Sola.mente hemos corregido una fa,lta de puntua.ción : un punto yapftrte que 
debía, ser punto y seguido, o viceversa; bien insignificante si se tiene en cuenta 
que fué impresa, la conferencia en ca,stellano y sin, vei' nosotros las pruebas. 

También está bien cla,ro el párrafo que sigue relativo a las sucesiones : 
« Pa,ra que la, sumatriz de toda, sucesión convergente tenga, límite finito es 111'c

ci¡;o que exista coeficiente de convergencia finito. Como corolario resulta que las 
condiciones necesarias y sujicientes para la conservación de todos los límites fini
tos s?n : que se cumplan las condiciones 1 y II Y exista, coeficiente .A = 1. » 
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« Recíp,;'ocamente, lJcu'a, q1te la s~¿'nuttriz de todct vct1''Ínble q~te tienda CL 
cerro tiendcL también CL cero) es NECESARIO que las f~tnciones )'1' (t)) ), (1', t) 
scctn factores de convergencia, es dech', C'ltmpla,n let8 condiciones 1 y 11. » 

Todo lector verá claramente que en la primera parte (condiciones 
s~(;ficientes) sólo se citan las 8ucesio'nes sr, y en la segunda (condiciones 
necesarias) se habla de toda variable, (s~tCesión o fitnción) y se escriben 
ambos tipos de factores )'1' (t), 1, (1', t). Sin embargo, el escrupuloso 
crítico tubinguiano (y aquí no cabe la disculpa del 'idioma, pues se 
trata de fórmulas) nos atribuye como textual un enunciado elaborado 
a sU manera, compuesto con un tl'OZO de la definición, otro del teo
rema y otro original, de cuyo conglomerado resulta la conclusión 
inexacta que necesita para podpr afirmar que el problema por él 
abordado en su memoria de 1I1a,th. Zeitsch.) p{tgina 605 (1936), es 
nuevo (I). 

Esta novedad es muy relatiya después de los numerosos traba
jos publicados sobre integrales singulares, de los cuales se pueden 
cosechar métodos y resultados útiles para la teoría de los algoritmos; 
y por ello no concedimos mayor interés que el didáctico a nuestro 
complemento posterior (2) encaminado a llenar la laguna entre las 
condiciones necesarias y las suficientes, sin más que ntilizar, conve
nientemente modificada, una idea de Lebesgue contenida en su famosa 
memoria de los Annales de Tm¿lo'llse. Así dimos como suficiente para 
la conservación de límites nulos, el siguient,e criterio intermedio entre 
las condiciones expuestas en 108 teoremas 1 y 11; criterio que resulta 
también necesario: 

1". Condición necescLrie(¡ y s1fjiciente petrcl; q'lte 'lln factor de cont'c1'gen
cia) (es decir q'lte C'lt1nple las cond'iciones l' y II) consert'e los lúnites 
miJos de las funciones cwotctdas es que lct i'ntegrctl inde.1in'/:def, de S~t mÓd'lllo 
sea 'lI,n~lorr¡ne1Jwnte contin'lult respecto de l' en ellntnto too 

Como es sabido, toda integral indefinida es función continua de 1'; 
la única condición que le imponemos es por tanto la 'ltnij'o1'1nidád en 
el punto to, a la cual se le pueden dar formas muy variadas, y de este 
teorema fundamental se deducen los otros, como ya se expuso en 
nuestro libro. 

El señor Raff parte en su última memoria ya citada de otro crite
rio que en esencia coincide con el dado por Lebesgue para la conver
gencia de la sumatriz de toda fnnción integrable y acotada; pero 

(1) Jah1'bllch, volumen 59n , página 968, 

(2) Asociación española para el progreso de las Ciencias, 1934, 
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estudia en especial los modificaciones que deben introducirse para 
las integrales de Riemann y llega a este resultado (1) : 

Las condiciones necesarias y suficientes a fin de que para cada fun
ciónf ('/") de la clase O exista la correspondiente S (t) en un entorno 
de t o Y sea 1im S (t) = 0, son las siguientes: 

(1) Que t, (1', t) sea absolutamente integrable en un entorno de to Y 
exista un número M> 0, tal que para cada t de un entorno de to per
manezca 

IM 1 1, (r, t) I dl' < M; 

(2a
') Que para cada intervalo i tal que sea positiva su distancia al 

punto singular "'0, exista 

Jim J,iM)' (1', t) dr = O; 
t-,;-to 

(3') Que para cada sucesión de conjuntos N" parciales de M tales: 
1 ° que "-0 esté a distancia positiva de un cierto N,,; 
2° que N" + 1 sea conjunto parcial de 1\"'; 
3° que para cada i sea 

Jim I iM" I = 0, 
"-';-00 

se verifique: 
lím IN" I ), (1', t) I dl' = O. 

"-';-00 
t-,>-to 

La generalidad de este teorema es más aparente que real (2), y su 
contenido se reduce en substancia a ésto :. las condiciones necesarias 
y suficientes son: 

(1) Olaramente se ve que es nuestra condición II; 
(2 a/

) Aclarado (véase nota 1 al pie) el barroquismo de la expresión, 
es evidentemente idéntica a nuestra condición 1/; 

(1) Adoptamos nuestra notación para las variables, a fin de facilitar la compa
ración. 

el) En efecto, las demostraciones de Lebesgue que este genial creador se com
place en dar bajo la apariencia má,s modesta y con el máximo alcance, se aplican, 
sin esfuerzo ni gloria (bien lo sabia, Lebesgue sin decirlo), a integrales definidas 
en conjuntos medibles cualesquiera; y considerar integrales de Riemalln 'sobre 
conjuntos cualesquiera medibles es sacar las ideas de quicio. Puesto a generalizar, 
pudo hacerlo a los espacios abstractos, siquiera a los métricos, ya que no a los 
topológicos, como h-emos hecho en los teoremas que inician esta nota; y así habría 
podido notar el autor cuán impropia resulta su expresión, que aplicada al caso de 
los intervalos dice « que el pnnto = tenga distancia positiva del intervalo i» 

para expresar la simplicísima,conclición de que éste sea finito. 
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(3') Sin más que aplicar nuestro teorema 2 ó 4, o bien directamente, 
resulta inmediatamente que equi vale a nuestra condición 1". 

El criterio del señor Raff coincide, por consiguiente, con uno de 
los nuestros. 

Conviene. puntualizar además, para delimitar claramente la fron
te.ra entre las condiciones necesarias y las suficientes, que las condi
ciones l' y 11, dadas como necesaricts en nuestro teorema 11 relativo 
a los algoritmos de conv<ergencia, son también S~tfi,cientes si el factor 
A (1', t) est::í, acotado desde un valor de t en adelante, como acontece 
en todos los algoritmos que por ofrecer interés han merecido estudio 
especial. 

Diciembre 1936. 

Nota. - A puuto ele tirarse este pliego llega UIla carta del doctor Raff en que 
da amables explicaciones, proclama la exactitud de nuestros teoremas y reco
noce las inspiraciones que debe a, nuestro trabajo. 


