EL PROBLEMA DE LA INTERPOLACION EN ESTADISTICA

Por CrLoTILDE A. BuLA

1. Dada una sucesién discreta de valores de una variable independiente”
en correspondencia con los de una funcién desconocida, el problema de la
interpolacién consiste en encontrar wna funcién continua que tomando, pa-
ra aquellos valores de la variable independiente, los valores conocidos, de
la funcién, permita calcular valores intermedios.

La experiencia nos da, pues, correspondencias entre un nimero discreto
de pares de valores («;,¥;), pero como conocidos n puntos hay infinitas
funciones que pasan por ellos, es necesario elegir una.

La eleccion, de dicha funcién, tiene por fundamento: 1°) facilitar los
calculos, 29) simplificar la expresién analitica, 39) su presumible coinci-
dencia con la ley que rige el hecho experimental.

En los hechos estadisticos, sobre todo en los econémicos y sociales, en’

-que la experiencia no puede repetirse a voluntad, a diferencia de lo que

ocurre en otros campos, por ej. en la Fisica tedrica, con la expresién ana-
litica se trata en general, de tener una simple fé6rmula descriptiva del fe-
némeno y en la eleccién de la funcién prevalece, entonces, el criterio que
determinan las condiciones 12 y 22: facilidad en los calculos y simplicidad
de la expresién .

2. Obtenida la funcién de interpolacién, ella permite no solo calcular
valores intermedios, sino también extrapolarlos, es decir hallar valores
para la funcién fuera del campo en que la observacién se realizé.

;Qué sentido tiene la extrapolacién? Indudablemente envuelve una con-
cepcién determinista: cuando la variable es el tiempo, los hechos acaeci-
dos, dan la ley a que obedeceran los hechos futuros y también la que obe-
decieron los hechos pasados. En otras palabras: admitir la validez de-la
extrapolacién es admitir que kay herencia en el fenémeno.

Pero es conveniente limitar aquellas extensiones a valores de la variable
independiente cercanos a los valores conocidos, puesto que, aunque se acep-
tara la validez de la extrapolacién, posiblemente, el concluir que los hechos.
pasados y futuros dependen, exclusivamente, de los hechos presentes, de
la misma naturaleza, llevaria con facilidad a conclusiones erréneas.

3. Si abandonando toda posicién explicativa, de la génesis y dindmica.
del fenémeno, se trata de obtener una expresién analitica sencilla, se esta.
conducido, naturalmente, a escoger el polinomio.

Dentro de esta concepcidén, el método llamado de las ecuaciones normales
o de Gauss da una solucién inmediata. Si se tiene el cuadro de las obser-
vaciones: )
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la férmula de interpolacién es
Co Y= 0y 0, %+ Q2% .. Fa, xn
(n + 1 datos se interpolan con una funcién racional y entera de grado n).
El problema se reduce a la determinacién de las constantes ag, a4, a5 ... @,
-que resultan de la solucién del sistema lineal inhomogéneo _

n+1
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El célculo se simplifica trasladando el origen a la media aritmética.

Podria plantearse un sistema de ecuaciones méas sencillo en que el de-
terminante de los coeficientes es del tipo de Vandermonde, como es sabido.

Otras férmulas de interpolacién, de uso corriente en Estadistica, son
las de Lagrange, Newton y de las diferencias finitas divididas.

La férmula de Newton es de aplicacién s6lo cuando hay equiespacia-
miento, es decir cuando el atributo es monomodular, siendo por lo tanto, las
otras dos férmulas, méas generales.

La férmula de Lagrange es:

Y, =0y (@;—xy) (x,—x,) . (¥,—2,) +a; (2;—x)) (;—x,) ... (,—x,)
+ota, (2,—xy) (x;—2y) e (#—x,-) (=0, 1 2, ., n)

Sustituyendo las x; y las y;, se tiene un sistema de ecuaciones ea
Ty yy ey Gy QUE, una vez calculadas, permiten escribir la férmula de in-
terpolacion que es

J(®) =ag (g—x ) (8—s) oo (2—,) + g (9—y) (#—25) oo (#—,) + o0
(v—wg) ... (x—w,, 1)

La férmula de Newton nos da la funcién buscada en funcién del valor
inicial y,, y de las diferencias Ay,, A%, ..., Any, donde

DAYy = Y1—Yg 5 +vv-- y Ay = An-ly, — An-ly,

‘La férmula de Newton es:

f(w)~y0-q ~*—(m —2) + - (w—wy) (2—2q) +-..
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siendo % el valor del médulo, es decir, de la amplitud de los subintervalos,
que debe ser constante.

Finalmente, otra férmula de caricter general, como la de Lagrange, g
la de lds diferencias divididas:

F(2) =y, + (2—1,) Dy + (x—=) (x—,) D2y + o+ (0-—wy) .. {2—2, ;) Dy,
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donde el valor de la funcién, para una x cualquiera, estd dado en funcién
del primer valor conocido ¥, y de las diferencias divididas sucesivas, en
ese punto.

Las diferencias divididas se definen asi:

Y1 — Y
Dy,——"——
L1 — %
Ype1—Yn
D yn -
Tpy1 — %y
Y, en general, es L
D;n Y, = Dm-ly,  —Dmly,

@, @€

Mm4+n n

4. Los hechos de la observacién estan afectados, en general, por errores
(sistemdticos, por ej. instrumentos defectuosos; personales, por ej. defec-
tos de percepcidén; accidentales, por ej. influencias atmosféricas). La fua-
¢ién que interpola, es decir que pasa por los puntos conocidos, ;puede de-
cirse por eso que da el werdadero valor? Si se admite la existencia de
errores —y hay que admitirla— es indudable que no.

Suficiente es, pues, que la funcién tebrica pase por puntos préximos, ea
forma tal que llamando §; a los desvios serd: 8, = f (%;) —y,; y ellos de-
beran estar contenidos en un cierto entorno de los puntos conocidos, es de-

¢cir, la curva tedrica pasara dentro de una franja de tolerancia.
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Esto permite simplificar los cilculos sin perder exactitud y el problema
.de la interpolacién se convierte, de esta manera, en el del ajustamiento o
perecuacién como dicen los italianos.

5. Si en el problema del ajustamiento, abandonando todo propésito ex-
plicativo, nos proponemos dar la expresién analitica, mas sencilla, del he-
cho experimental, nos encontramos, igual que en €l caso de la interpola-
¢ién, con que el polinomio es la funcién continua que satisface tal propé-
-sito. ’

Si las observaciones son en ntmero de (n 4 1), con un polinomio de
grado n se interpola y con uno de grado menor se ajusta. Otra vez, es de
aplicacién el"mé‘todo de las ecuaciones normales o de Gauss y, en este ca-
s0, los coeficientes del polinomio de ajustamiento, hacen minimo el error
.complexivo cuadritico. ‘
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Si el polinomio de ajustamiento fuera
f (@) =ay+ a3 % + 682 + ... + @, am (m=n)

en que los coeficientes a; (j =0,1,2,...,m), han sido determinados me-
diante la solucion de aquel sistema de ecuaciones, es

o2 (a;). = 2 [f (%;) —¥,;]*> = minimo

y como esta medida de la .dispersién es funcién de aquellos coeficientes,
si la condicién de minimo se cumple, es

96 Qo 20

0% 0O®: D %y

como es facil demostrarlo.

El célculo se simplifica trasladando el origen a la media aritmética.

Tiene este método el inconveniente de que si la aproximaciéon no se juz-
gase satisfactoria, para mejorarla, es decir, para aumentar el grado de la
funcién de aproximacién, hay que rehacer integramente los céalculos. Lo
hecho no se aprovecha.

6. Para obviar aquellos inconvenientes se 1ntroducen, en Estadistica, los
desarrollos en serie de funciones ortogonales.

La ortogonalidad es propiedad de los sistemas de funciones ordenadas.
y un sistema se llama ortogonal, cuando la integral del producto de dos
de ellas (la suma en el caso discontinuo) es nula si son de distinto rango
v 1o lo es en el caso contrario. Entonces si un sistema [f, (¢;)] de la
variable discontinua #, es ortogonal, esta propiedad se suele indicar asi:

2 fu () Fi (%) = By,

» .
Por lo tanto, con el simbolo B, , se expresa B, (, =0, si es m distinto
de » y un ntimero positivo si es m = n. -

Las series trigonométricas proporcionan un primer ejemplo de tales
funciones, pues es conocida la propiedad de ortogonalidad que, en el inter-
valo (0,2 7), tienen los senos y cosenos multiplos (¥).

En Estadistica, los polinomios trigonométricos se prestan. admirable-
mente, para ajustar algunos fenémenos periédicos. Asi, por e€j., observadas.
durante 30 afios las alturas del rio Parani, hechos los premios mensuales.

. ,
se tiene.

(*) Euler en una memoria “Sur les inégalités du mouvement de Jupiter et
de Saturne” (1748) utilizo, parece que por vez primera, desarrollos en serie de .
cosenos. También lo hizo Daniel Bernoulli en otra memoria, “Sur les cordes
vibrantes” (1753), pero, como lo dice Riemann, (Oeuvres Mathématiques de
Riemann-Trad. Laugel-pag. 233) fué Fourier (Théorie analytique de la Cha-
leur-1807) el primero que comprendié de una manera exacta y completa, 1a
naturaleza de las series trigonométricas.




— 5 —

s e )

proumes | ons o
Enero 2.93® Julio 2.94
Febrero 3.63 Agosto 2.20
Marzo .92 Shre. 1.85
Abril 4.00 . Obre. 2.16
Mayo 3.63 Nbre. 2.60
Junio 3.23 Dbre. 2.63

Ajustando con funciones de las formas:

Y =0a,+ a;,senx

e
Y = a4 + @, sen x-+4- b, cos x
resulta
(-]
5+ .
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que como se ve, interpretan muy bien el hecho experimental

Pero es con los polinomios ortogonales,«como se aborda, con toda genera-
lidad, el problema del ajustamiento, en Estadistica, dentro de la concep-
cién descriptiva, utilizando funciones sencillas.

Entonces, si [P; (#;)] es un sistema de polinomios ortogonales de la
variable discontinua z, se verifica. .

EPJ' <w1) Pk (wl) - Em]n

donde el subindice indica el grado del polinomio, que, en el caso de una
variable, coincide con su rango, siendo

" .9 .
Py (%) = oo+ 0y @+ g @2 e oy OF
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Para una aproximacién de grado m» la funcién tedrica adopta esta forma
f(x) =ay Py (x) + a; Py () + ... + @, P, (x)

Debido a la propiedad de ortogonalidad, el cileulo de los coficientes a;
se hace por el cldsico procedimiento de Fourier, siendo

Ef (951) Pj (90,)

1
4 S P2 (=)
- T
expresion que se simplifica normalizdando el sistema, en cuyo caso el de-
nominador vale la unidad. ’
Los coeficientes de tal manera calculados, hacen minimo el error com-
plexivo cuadratico, es decir que

o2 =2 [y; —7 (£;) ]2 = minimo
por lo cual es
o0 o0 060

a o '6 L1 ) a Xy

como se demuestra facilmente.

Si ahora la aproximacién no fuera satisfactoria, se pueden agregar tér-
minos, pero todo lo hecho se conserva y el trabajo se reduce a calcular,
solo, los nuevos coeficientes.

A estos polinomios se los puede generar, siempre, por determinantes y si
se impone la condicién de que el coeficiente ‘del término maximo sea la
unidad positiva, es

1 x x2 .. BR
Ko by Ky s My
(—1)r | M Ko Mg e By
P,(x) =——— . . .
A, :
By By Mg coe Mopg
donde es
Wy = p xin

$
v A, es el menor complementario de x~.

Un método més breve, para generarlos, se tiene aplicando la férmula de
Gram-Romanovsky, que es la que se utiliza en las aplicaciones estadisticas.

Este procedimiento se basa en la propiedad que tienen los polinomios
ortogonales de poder ser expresados como una combinacién lineal de todos
los anteriores mas una potencia de la variable del grado que indica cl
subindice del polinomio, es decir que

Pg (x) = ‘Bs[o Po (x) + -BSII P1 (x) + ... 4 s (3]

El problema que se plantea shora es el de determinar los coeficientes 3,
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lo que se hace aprovechando la propiedad de ortogonalidad de dichos poli-
nomios y resulta
SP;w; -
p _ i
Bsjs = s P2
i

y reemplazando en [3] estos valores se tiene que

n
S P, (g) &
i= .

s—1 .
Py (@) =— = P; () + o8
=0

1=0
S P2(g,)
n

donde se ha cambiado la variable de sumacién interna para evitar con-
fusiones.

7. En Estadistica, cuando hablamos de frecuencias, nos referimos siem-
pre a frecuencias relativas y si con 7, simbolizamos las cue corresponden
a ;> se verifica que es .

n>0
I, =1
2

La solucién ideal de nuestro problema la daria una férmula finita que
respondiendo a un esquema dz probabilidad, a la vez que describiera el he-
cho experimental lo explicara.

Es problema este que, no estd resuelto, ni atn para este caso de una
variable que es el mas sencillo.

Pearson ha construido un utilisimo repertorio de funciones que definen’
las curvas que llevan su nombre y que se adaptan, admirablemente, para
ajustar las observaciones experimentales.

El método se apoya en el esquema de las pruebas repetidas sin reposi-
cién que, como se sabe, define un polinomio hipergeométrico.

Partiendo de este esquema, s€ llega a plantear una ecuacién, en diferen-
cias finitas, dada en forma de funcién racional, con una expresién de
primer grado en el numerador y otra de segundo en el denominador.

Como en el paso al limite, resulta una curva simétrica, la funcién piex-
de su caracteristico contenido del esquema sin reposicién que define cur-
vas asimétricas. Pearson abandona el proceso analitico y utilizando Ila
forma de la ecuacién en diferencias finitas, plantea una ecuacién diferen-
cial de la misma forma, poniendo

»

Y o —x

Y byt by @ byt [41

que resuelve por el llamado método de los momentos.
Se postula el anulamiento extremo, es decir que, si el intervalo «s
el (a, B), es
fla)=7(B) =0 [51
De la [4] resulta .

Y (bo+ by @ + bya?) =y (a—a) -
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multiplicando ambos miembros por v e integrando en (q, 8)

B . a
/(b0+b1m+b2m‘~’)m"y’daz:/‘(co-—a:)m"ydfv
a B :

Integrando por partes en el primer miembro, teniendo presente la condi-
<ién [5] y poniendo ,

B
W= yardax
a

que es lo que se llama un momento de orden n resulta
y —_ ’
—n bO,u,""_]_— (n+1) by, — (2 + 2) 9y Wy =0 M’n. — B

de donde, una sencilla férmula de recurrencia que liga los momentos de
tres 6rdenes consecutivos

[0 +2) by + 1] Wy =[a+ (1) by] Wy o+ 1 by Wy

Variando n se plantea un sistema de ecuaciones y obtiene Pearson el re-
pertorio de funciones a que hemos hecho referencia antes. En [4] « es el
punto de maximo de la funcién. Se trata de curvas campanulares, excepto
los tipos especiales que dendmina “J-shaped” y “U-shaped”.

El método se encuentra expuesto en la obra del actuario inglés W. P. El-
derton “Frequency curves and Correlation”, exposicién, si se quiere, poco
clara que, en un proximo trabajo, nos preponemos desarrollar en forma
de hacerla accesible atin para los técnicos que, sin mayor bagaje matema-
tico, deban efectuar aplicaciones. s &
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