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REMARQUES ARITHMETIQUES SUS UNE EQUATION 

DIFFERENTIELLE DU PREMIERORDRE 
por MICHEL PETROVICH (BEOGRAl» 

1. L'objet de la présenteNote est l'équation différentielle· 
du premier ordre 

(1) y' = f (x, y) 

ou f est polynome en x, y a coefficients nombres entiers (positifs 
ou négatifs). 

Considerons le point Ml;; sur l' axe des y, ayant pOllr l' ordonnée 
un nombre entier k (positif ou négatif). 

L'intégrale yde (1), passant par ~¿n point M", est cléveloppa- ,~ 

ble en sér'ie convergente au .voisinage ele x=O: 

(~) y = ao + al x + a2 X2 + ... , 
elont le coefficient ele xII- est multilJle entier elu coefficíent ele XII 

elans le eléveloppenwnt tayl01"ien ele e·I
'; le 1napport ele ces cleux . 

coeffident.s est un entier ne croisscLnt pf1JS, en valeur absolue" 
plus vite que nl/. 

En effet, le second membre de (1) étant holomorphe au voisi­
nage de x = 0, y = k, l'intégrale y passant par le point ]J¡[k est. 
développable en série (2) ou ao = k et 

(3) an ~ ~-[tn-.lJ n. 
les ti étant les termes de la suÍte indéfinie de fonctions de x, Y' 

'(4) f1, f:2, la, 

définles par la relation de recurren ce 

(5) 

avec· 
fo=f(x,y) i=1,2,3: ... 

oú, d'une maniere générale, [rp (x, y) ] désigne le nombre obtenu. 
en faisant x . 0, y = k, dans cp (x, y). . 

Les fonctions (4) défines de cette manieresont des polyno­
mes en x, y a coefficients nombres ~ntiers. Les nombres' (! i) sont 
des entiers., de s'orte que 

(6) 
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l!~~p~n\ p~x;t,.rJe:;(ra;v.()~;. qeC?~ye:-g~?:ce de .. ,1a ~$érie ,:(2) ,étant 
différent de,,7~ro.'r}~}in~b.s~:p~: 4<?, ~:! a./t .¡'pQur ,'1augIr?-entant in­
<iiléfinimenf es(finie,"ce q~i 'rnontr~ que ~/ l. /-tn 1, n'augmente pas 
plus vite que \Y n! c'est a dire que n. Il s'en suit que la valeur 
4Lbsolue de /-tl/ n' augmente pas plus vite que n/l, comme n' falIait 
R1emtrer. 

La formule (6) met également en évidence le fait suivant: 
I ' 

Réduit a sa plus simple expression, le coefficient taylorien a.'1 

~e l'intégrale y est un·nombr~e rationnél dont le dénominateur n'u 
pour cliviseu1" aucun nombre pTe'mie1n supérie~,"r el n. 

Unesérie taylorienne,dónt un ou plusieurs 'coefficients sont 
des nOlnbres irrationnels, ou bien rationnels, mais dont le déno­
illinateur est divisible par un nombre premier supérieur au rang­
du coefficient, ne peut, pour aucune équation différenti'elIe (1), 
représenter le courbe intégrale passant par un point M¡,;. 

On peut aussi remarquer que dans le cas ou y est une fonction 
. entiere de x, l'entier ~l/l ou bien n"augmentepas, 011 .bien' augmen-

te moins vi te que ri}!. Car dans ce cas \Y tan I tend vers zei'o 
lorsque x augmente indéfiniment. ' 

2. E;nvjsageons le cas oú l'intégrale y est fonction algébTique 
de x. L'entier ll/l jouit alors .. de la proprieté arithmétique sui­
vante: 

n existe un nombre entier fixe A 1n attaché a l'équation (1), tel 
que l' entier /-tn sera divisible. paT le pToduit de tous les entiers 11,e 
surpassant .pas n el ne coinciclant avec une puissance d' aucu, n, 
diviseur p1,;emier de l\.. ' 

Pour le faire voir, rappelIons que, y étant fonction algébrique 
a coefficients a/l commel1lsurables, jI existe lln entier fixe A 

(l'entierd'Eisenstein) tél que le produit 

(7) 

soit un nombre entier p'our tout indice n = 1" 2, 3 ... 
Or, ;\.11- n'est jamais divisible par n 1, car dans cette factorielle , 

ir Y a toujáurs au m-oinsun facteur' nombrepremiér qui n'y 
entre qu' ll:ne seule fois, tandis que dans ;\'Ib il figureraitn fois .. 
J\fais 'Nlpeut avoir des diviseurs conúiluns avec ni La fractiOn 
(7r de~anf seréduire a unnórrihre"ehtier, ~l/l doit etredivisible 
pa'r le produitde tous les entiers figurant comme facteurs dans 
n!~ apres y avoir suprin1é' ces q.ivisellrs communs, ce qui démon­
tre r assertion précédent~. 
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Le théoreme d'Eisenstein conduit également a la conclusioN. 
s'I1livante: 

Le coefficient de X,JI! de l'intégrale y, poU'r n ~ 1, 2, 3 ... est 
''Frb~,ltiple entie'r du coefficient de x~v dans le dév~Joppement' de l6t 
fonction 

x 
a-x 

,fiI. étant ~tn entier convenablement déte1"1niné; le l"app01~t de ces 
«eux coefficients est un entieT ne c1"oissant pas, en valeitr 

'6fbsolue, plus vite que la n-ieme puissance d'un nombTe fixe. 

~ Car le produit Un Al/. étant u~ nombre ~entier hu. on a 

hu. étant le coefficiEmt de XII de la fonction __ x_,_ .. . D' autre part, 
A-X . 

le rayo n de convergence de y au voisinage de X = O étant diffé~ 
rent de zero, l'expression 

'. __ . 1 __ o 

'\Y ! anl = 'A-- \Y I hn I 

et parsuite aussi la limo sup de '\Y~ est finie, ce qui montre 
que hu, ne, croit pas,- envaleur absolue, plus vite que la n-jeme 
puissance, d'un nombre fi4e. 

On en conclut, d'apres, un théoreme que j'ai démontré dan s 
un travail antérü~ur (1) que l'intégTale y appar'tient a la classe de 
fonctions qui se 'laisse détel"mine1" sans ambiguité pa1" la seule 
valeur nun~é1"ique cZ'une ce10taine intégl"ale définie rattachée ii 

. 'l¡ 

la fonction,la valeuT de cette intég1"ale étant un n01nb1"e absolu. 

',,3. Considérons maintenantla valeur,inverse l de l'intégrale y 
1/ de l' équation (1), passant par un point Mk • En-iJosant 

y = ao + al X + a']. X2 + ... 
1 ", Q 

--- = bo + b1 X + b2 x~ + ... 
y 

'on ala suite connue de relations déterminant les bn aumoyen 
4~~ . ' 

Pou~ le point M 1 le coefficient ao est égal a 1 et 1'on a 

(1) ·M. Petrovitch: Théo1·émesu1'.les,fonctions algébri,que.s·((;. ,co/dfi~i~1'?ts 
twuloriens commensurables (Revue mathématique de l'unfo.n, interbalca,nique 
t. Liase. 1, 1936.) " -. 'l-" 
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bo --.:.1 

bl =-al 

b2 =-a2 + ai. 

(8) :'bs = - as + 2 a2 al - a~ 

b4 = ~ a4 + 2 as al+ a; - 3 a2 ai + a: 
¡ 

br'J = - a5+2 a4{l1 +2 ag a2 - 3 as, ai - 3 a; al +4 a'2 a{ - a;J· 

Oll l'on a les lois suivantes de formation: 
1 <?_bn se compose de tous les termes de poids n que l' on peut 

formé!) avec les ai jusqu'a al/. incIusivement; 
2Q ces termes sont positit's ou négatifs selon que le nombre de 

leurs facteurs est pair ou impair; . 
3Q le coefficient de chaque terme est le coefficient polynomiaI 

que ce terme aurait en égard au nombre des facteurs qu'il 
~ontient et a leurs exposants. 

Pour un point quelconque M", on rainEme le cas a celui du 

point MI en rempla~ant a ll par _~I et divisant par ao = le le 

resuItat obtenu. Done: 

Le premier coefficient bo étant égal a ~ , le coefficient b n:: 

s'obtient en formant la mene expression pour cecoeffi­
cient que dans le cas du point Mh en la rendant de degré 11, A 
l'aide du facteurao = k et en la divisant ensuite par aol/o+l . k n+I ._ 

Par exemple on aura 

1 .) <) "'-

br;= K¡¡( -a5k4+2a4alks+2asa2k3'-3agalk2-3a~alk2+4a 2a~k-at) 

Si l' on y remplace ai par son expression (6), on obtient le coef­
ficient bn sons la forme d'une fráction rationnelle dont le déno­
minateur est le produit de kll+l par diverses factorielles 

1!, 2!,3!, 0.0 n! 

ayant comme exposants des n<;>mbres entiers ne surpassant pas 11, •. 

n s'eIi suit que: 

Réduit a sa plus simple expresswn, le coefficient de x n de 

l'inv~rse2-de l'intégrale y de (1)., passant parun point M],j, est 
y 

. un nombre rationnel dont le dénominateur' n' a pm{/f' diviseur' 
aucun n<?mbre p'1"emie'1" plus grand que n ne coincidant pas a1Je~ 
un diviseur de k. 
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Ou voit également que le dénominateur de chaque terme com­
posant bn , avant la réduction de la fraction rationnelie á sa plus 
simple expression, est le ptoduit depuissárices de diverses fac­
torielles 

ir, jI, h!, ... 

des entiers i, j, h, ... égaux aux indices,des al;, dont provient ce 
.-tterrríe, chacune· de· ces factorielles figl1rant avec un exposant 
égal a 'celüi de' al;, correspoi1rlant. De plus, . 

19 la puissance d'üne factotielle étant comptée comme facteur 
"' autant de fois· que l'indiqúe son exposant, le nombre die ces 

Íacteúrs est égal a n; 

29 la somme i + j + k + ... d' entiers dont les factoI-iéHes fi­
g-urent dans ce dénominateur est également égale a n. 

Il s'en suit qu'une fa~torielle m! he péut figurerau dénomín'a­
teur de bn plus d·e fois qu'il y a d'uhités °dans la partie entiE~re du 

]¡10mbre~. Ceci permet d' assigner une limite supérieure au 
m o 

nombre indiquánt combien de fois un nombre prerhier peut 
figurer comnie divilséur dans ce dénominateur. 

Je· terrninerái en faisant rem·arquer que l' équation de Riccati 
(avec ses dégénére~cences) est la seule équation (1) qui par le 

changenient y = ~ se transforme en une équation (1). Pomo" 

l'intégrale y d'une telle équation, passant par le point Mh le 
. coefficient de, XII du développement non seulement de l'intégrale 

\ .. . 

elle-méme, mais aussi du cetui de son· inverse ..!..- ,est un nonilYl.'e 
. y 

rationnel dont le. dép.ominateur, réduit a sa plus sirripleexpres-
sion, 11'a pOlW diviseur aucun nombre premier supérieur a n; 
son numérateur est un entier qui rie croit pas plus vite que n ll

, 

On en tire aussi des cOIlclusions analogúes aux précedentes pour 
le cas des intégrales algébriques d'une telle équatitnl différen­
tielle .. 

BEOGRAD, Université, 25. dec. 1937\. 

(Original recibido en Enero de 1938). 


