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LA DUPLICACION DEL CUBO CON ESCUADRA Y COMPAS

Por YANNY FRENKEL (Buenos Aires)

Es sabido que un problema de tercer grado no puede resolverse con
regla y compaés; pero Bieberbach ha pmbado (*‘) que la solucién geométrica
es posible si se usa ademds una escuadra en las siguientes condiciones:
un cateto pasa por un punto dado, el vértice pertenece s una recta deter-
minada y el otro cateto debe permanecer tangente a una circunferencia de
centro y radio conocido.

La escuadra puede desplazarse sin dejar de cumplir las condiciones
enunciadas. )

~ En su articulo citado resuelve Bieberbach el problema de la triseccién
del angulo utilizando los métodos. vectoriales expuestos en sus Leitfaden, e
indica después cémo el problema de la duplicacién del cubo puede reducirse
al de la triseccidn.

Como este método indirecto resulta excesivamente complicado, nos
proponemos en esta nota dar una solucién directa del problema, extrema-
‘damente sencilla, que es aplicable con pequefia modificacién a -cualquier
raiz ctbica, y por tanto puede utilizarse para resolver todo problema de
tercer grado, incluso el de triseccién del dngulo, con ventaja sobre la de
Bieberbach.

Tomemos dos posiciones distintas de la escuadra y llamemos x al seg-
mento que ha descrito el vértice sobre la recta a que pertenece al cambiar
de posicién.

Si ahora determinamos « en funcién de las coordenadas del punto, de
la recta v del radio de la circunferencia antes fijados, resultard para « una
ecuacién de tercer grado, y eligiendo convenientemente las coordenadas
podemos transformarla en la forma #3 = 2 P donde P serd una cierta cons-
tante que procuraremos hacer lo més sencilla posible.

Tendremos asi la arista del cubo de volumen 2 P y los demés casos sc
pueden reducir a él por una simple proporcionalidad.

Nuestro problema se reduciré, pues, a determinar las coordenadas que
hemos de dar al punto, a la recta y a la circunferencia:

g, by, @, b, 7

En la figura O es el origen de coordenadas y P el punto fijado.
Vamos a determinar la distancia » de A a las rectas CD y ¢’ D’; para
esto determinaremos las ecuaciones de cada una de ellas:

Ecuacién de C D:

y . X
S C=1
by By?
Ty

(*) Zur Lehre der kubischen Konstruktionen.—Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik, Band 167, 1931, pig. 142-146.
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y aplicando la conocida férmula que expresa la distancia de A a esta
recta, resulta la ecuacién ‘ .

[1] b by— @ @y — bo2)2 = 12 (a2 -+ by2) .

Analogamente, la ecuacién de la recta ¢’ D' es

Y X 1
bote  (bgF2)2
@

y siendo 7 la distancia entre 4 y C’ D’, resulta:

[21 [b (by + ©) — @ ay — (by + 2)212 = r2[a2 + (by + @)2]
haciendo las operaciones indicadas y ordenando, resulta:

wt 4 (40,—2b) #3 + (D2 +6b2+ 2aay,—6Dbb,—1r?) x?
+ (4aayby—2 aayd + 2b2b, + 4by3 —670 by? —21”2b0)a,
+ (—aay by b— by?)2 =72 (a4% + by?)

y teniendo en cuenta la [1] se reduce a ésta:

#3 4+ (4by—2b) x2 4 (b2 46 b2 +2aa,—6 bby—12) x +
+2b2by + 408 —20aayb—6bb2—272by+ 4aa, by =0.

Recordemos que nos proponiamos llevar la ecuacién .. la. forma.x3=2 P . -
y por tanto empezaremos por hacer desaparecer el término en %2; esto io
podriamos haber hecho reemplazando » = x’ —k, pero serd mucho més
breve hacer desaparecer directamente el coeficiente de w2, fijando una re-
lacién entre b y b,; por ejemplo b = 2b,.

Nuestro problema tiene cinco indeterminadas -y no hemos establecido
mis que dos ecuaciones; por tanto, para determinar el problema, habri
que dar otras tres condiciones; ya hemos fijado una y después daremos
otras dos. S ‘ ‘
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Copiando la ecuacién anterior y haciendo b =2b, queda
[3] ¥ —w (202 —2aay+ 72) —272b; = 0.

ahora buscaremos condiciones para anular el coeficiente de x, es decir,
para que sea:
2 2
2 b, 2 aa, —}/— r2=0.

hagamos ay, = 1, by = 1, queda entonces b = 2; y el trinomio da:
[2] 2— 2a+12=0.

Ahora debemos determinar a y 7; habiendo fijado arbitrariamente
(ag, by, b) nuestras dos ecuaciones nos permitirdn encontrar los ‘valores
de.a yr. :

Reemplazando en [1] los valores arbitrariamente fijados, ésta se
convierte en : )
[1’] a2— 2a +1=272.

i

Resolviendo el sistema [1’] [2’] obtenemos:
a2—6a4+5=0, a=1 a=25.

Tomamos a = 5, pues para ¢ = 1 resulta radio nulo; mientras qué pa-
1'aa:5es'r=\/87._
En [3] hemos anulado el coeficiente de = y queda

x3 = 16; = @/E:\i’/28

Nos habiamos propuesto llevar la ecuacién a la forma x3 — 2 P, y con
los valores que hemos fijado resulta P = 8; procuraremos hallar valores
de las indeterminadas que hagan P — 1 y se ve inmediatamente que basta
tomar para ello las mitades declos valores antes fijados, es decir, ahora
tomaremos ay =1/,, by =1/,, a =5/, b=1, n= \/2: con esto la [3]
ha quedado reducida a

Obtenemos, en resumen, la sencillisima construccién siguiente:

Se construye la circunferencia de centro (5/,,1) que pasa por el
punto (3/,,0); colocando la escuadra tangente, de modo que su otro bra-
20 pase por el punto x =1/,, ‘el vértice determina en el eje y el seg-

mento ¥/ 2 :

\

(Instituto. Matematico de la Universidad de Buenos Aires)



