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SUR LA SOMMATION ABSOLUE PAR LA 

TRANSFORMATION D 7EULER DES SÉRIES DIVERGENTES 

NIKOLA OBRECHKOFF (Sofía) 

D'apres K. Knopp(IJ la série 
00 

[1] E an 

est somnlable par la transformation d'Euler d' ordre k, bref 
. sommable E,.:, si la série 

1 n n' 
[2] Ea'", a'" ~ (q+l)'H'.E( v ) qn-, a" q~2k--l, k>O, 

'1/=0 ,v=o 
est convergente. La série [lJ estabsolument sommable d'or-
dre k, bref sommable ! Ele I , si la série [2] est absolument con­
vergente. 

Dans cette note nous étudions la sommation ahsolue I E'e I 
et completons ainsi les résultats de K. Knopp. . 

1. Si la série [1] est absolument convergente, elle sera som­
mable I El.; I pour chaque k > O . 

En effet on a 

la'" I S (H
1
l)n<',E (~ ) qn, I a,.I, 

v=o 
N N N ' 

El a'" I'<E (q+~)n.' E (?:)q.-, 1-, I ~ 
'1/=0 n=O v=o 

N N 

=E I a, lE (q+l1)"" ( : ) <]'" 
v=O n=v 

Mais 

(1) K. Knopp-Über das Eulersche Summierungsverfahren, Mathematü,-
che Zeitschriftl t. 151 19221 :p. 227-263; t. 181 1923, p. 125-156, ' ' 

/ 
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Done on aura 
N N 

.El a'lI' 1 <E ¡ a lb I 
et le théoreme est démontré. 

11. Si la série [1] est sornmable I El¡; I elle est. aussi sO'Jnn~able 
I Eh1 I lJour chaque k 1 > k . . 

Ce théoreme déeoule immédiatement du théoreme 1 paree que 
la transformée E k +a (b>O) de la série [1] est égale á la transfor~ 
mée Ea de la série transformée Ek; de [1]. 

lII. Si la série 
[3] aO + al + a~ + ... 
est sommable ¡Ele 1, la série 

[4] 

sera aussi sommable ¡Ek I et réciproquement." 
Désignons par ~ a"I. la série transformée E,.: de la série l3] et 

par ~ a"n1a transformée de la série [4]. Alors on a (q=2'"-1)' 
00 

.E a"(q + /_q Zf' = E a!n ZU+l, 
n=O n=O 

" 00 

~ alb-1 ( Z )n+1 === T'" a"n zn+1., 
~ q+1-qz .&.A' 
n=O n=O 

d'ou l'oú obtient faeilement 

[5] ~ __ 1 __ "("1 a' zn+l = ~ a" z1! 
q+1- qz .L.a lb ~ n.' 

De eette rélation il suit la formule 

[6] 

De [6] nous aurons 

N N 

~ ¡ a"n 1< _1_. ~ 
~ -- q+1~ 
11=0 V=O 
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N--l co N-1' 

< _1_ T'1 I a' I ~ (_~_.)/k = "("" I a' v I 
q+1~ v ~ q+l ~ 

V=O ~=o v=o 
et la prenliere partie du théoreme est démontrée. De [5.1 on 
obtient . 

a'l/ = (q -t 1) a"u+l - q a"n , 

d'ou découle immédiatement la partie inverse. 

co co 

IV. Supposonsque les séries 2: an , L bll' soient sommables 
o o 

co, 

I Ek /. Alors la sé1"ie produit de Cauehy 2: en , 
o 

est aussi s01nmable I Ele I . 
En désignant, par 2: a')/, 2: b'n, 2: e'n les séries transformé es 

correspondantes on a (2) la formule 

e'n=( q+1) (a' ob'n+-... +a'nb' o)-q (a' Ob'n-l + ... +a'n-1b' o) , 

d'ou il suit tout de suite que la série L I e'n! est convergente 
puisque les séries 2: / a'n 1, L I b'n I sont convergentes .. 

y .. Si la sér{e [lJ est somn~able I Ek I elle est aussi sorn­
mable lB l. 

co 

On sait m qu'une série 2: an est absolument sommable par la 
o . 

méthode de M . .Eorel, bref sommable I B 1, si les intégrales 
co co 

[7] f e-m I u(Á) (X) 1 d X , 

o o 

sont convergentes quel que soit l'indice de dérivation A. Posons 

1 ~1I (n) n-v S (le) = ----- .' q sv, 
lb (q+1)n V 

v=o 

(2) Voir K. Knopp, II, p. 131. 
(3) Emile B011el.-Legons sur les séries divergentes, II-=-eme édition, 

Paris, 1928, p. 128. 
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on a 
~ ~ 

E Sn(!C) E Sn xn 
e- Cq+1 )a; -- [(q + l)xJn = e-a! --- = h(x) , 

n! n!~. 
n=O n=O 

d'ou l'on obtient par la transformation (q +- 1) x = y, la for­
mule 

00 011 

E Bn UC
) -~E S¡¡, , e-m --xH = e q+l -'-

, n!n! , 

in 
(q+1)1I = g(x). ' 

En dérivant on obtient 

o. 

E 
aCle) 1 

e -a; 1H xn = g' (x)" , 
n! . 

00 • 

E l aCk) 11 
1 g'(x) r < e-m ---1-+ - xn. 

n. 

Donc nous aurons 

11 (Y.; A. 00 00 

Ig'(x)ldx< IH, e-;lJ x 11'dx < _, _~ e-a;xndx=_ J E laUC) 11 f E la
Ue

). 11 J 
n! , n! 

o n=O o n=O o 
00 

- "'t'" 1 a Ue) 1 -~ 1Hl, 

et parce que 
00 00 

'J¡g, (x) 1 dx= ~l-JI h' (x) 1 dx 
q+1 

o o 

on conclut que l'intégrale 
00 00 J e-a; lE alb~xn Idx 

o 

est convergente. Mais d' apres le théoreme III on peut augmenter 
ou diminuer le rang des termes de la série [lJ par un nombre 
arbitraire. Donc du précedent ilsuit que les intégrales [7J sont 
convergentes et le théoremeest démontré, 


