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DERIVACION E INTEGRACION DE SERIES ASINTOTICAS 

por R. SAN JUAN (Madrid) 

00 

l.-Sea ~ al (z - zo}n 'el desarrollo asintótico de una función 
n=O . 

I (z) en un recinto R, siendo Zo un punto del contorno. Escribi-· 
remos esto así: 

00 

I (z) - ~ an (z - zo) n • 
n=O 

Como es sabido, "la definición de desarrollo asintótico resulta 
m-l 

equivalente a que los produ~t.os 1 Z-Zo I-m 1 I(z)- ~ cl,n,(z-zo)n 1, 
. . n=O 

se c.onserven aC.otad.os para cada m en un ent.orn.o de Zo y den-
tro de ~,es decir,que.,sea 

m-l , 

I (z) - ~ an (z - zo) n 
n=O < Mm 

(z - zo)m 

en la interferencia de R con un ent.orn.o de Zo . 

En particular, para m = 1, se tiene: 

1 I (z) 

de d.onde, para z~zo s.obre R, resulta: , 

li1n I (z) = I (zo) = ao , 

si l (z) es c.ontinua en Zo sobre R. Anál.ogamente, de 

I 
t (z) I (zo) ~ al I < M 21 z - zol 

z-zo 

resulta. f' (zo) = al si definim.os esta derivada en Zo para z~zO' 
s.obre R~ .. 

Per.o la derivada segunda ya n.o resulta, p.or paso al límite, de 
la funció,n, sin.o de la derivada primera" de suerte que para 
.obtener la expresión general de los coeficiente,s mediante, las. 
derivadas en Zo habrá que estudiar si f' (z) y, p.or tant.o, las deri­
vadas sucesivas In (z) tienen c.om.o desarr.oll.os asintóticos l.os . 
.obtenid.os derivand.o términ.o a términ.o~ 

Supongam.os, para est.o, que I (z) es h.olom.orfa en R y expre'" 
sem.os su val.or en un punt.o z de R· mediante la integral de 
Cauchy s.obre una circunferencia e (z) de centr.o z y radi.o R (z) 
igual a Hi. semidistancia de Zo al cont.orn.o e deR; expresanda 

m-l 

- anál.ogamente el' p.olin.omi.o n a~ (z - Zo~n-l, se tiene: 
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I m-l 

f' (Z)- ~ na'b(Z~-ZO) n-·l 
1b=O 

(Z_Zo)m-l 

( 
. d(Z)) m 

Mm IZ-Zol+T d(z) 
271"-"-= e;Z))' 2 

1 
<:' ------

=2Mm 1 + ~ < 2m+1Mm - O ( 
d(z) )m¡z Z I Iz Z I 

2 IZ-Zol d(z) d(z) . 

pues d (z) < I z'- Zo 1; y si además hay un subconjunto R' de R 
en el que se conserva acotado este cociente: 

I zd (Z ~o I < k o brevemente: 1 z - Zo : ~ O [d (z)] [1] 
}, 

la cota anterior es < k2m+1 Jl!lm, y en este subconjunto R' vale, 
ppr tanto, el desarrollo: 

00 

f' (z) ".. ~ n .an-l (z - zo)n-l • 
n=o. 

El subconjunto R' existe seguramente si el contorno e de R es 
una curva en el entorno de Zo; y éste un punto ordinario de ella; 
o un punto anguloso con tan~~ntes distintas; e incluso un punto 
de retroceso con tangente (ihica' si en él es cóncavo el recinto, 
esto es, si la prolongación dél rayo tangente por Zo tiene un seg­
mento Zo Adentro de R (*). En estos casos sencillos R contiene 
un ángulo, o más exactamente, un sector circular, qe vértice Zo, 
y los puntos de éste cumplen la condición [1]. Recordemos, en . 
efecto, qué por la definición de rayo tangente, dado un contorno 
angqlar de la tangente única, o. sendos entornos de las semitan-

(*) Si este segmento no pertenece a R,. el recinto se dice convexo en zo' 
N ótese que' el segmento de la semi-tangente Zo B opuesto al Zo A no sirve 
para caracterizar la concavidád ni la· convexidad, pues puede pertenecer 
indistintamente a R o al complementario, quedando en distinto o en el mis­
mo conjunto que el Zo A según que la tangente atraviese.o no la curva. 
Como también puede caracterizarse la concavidad y la convexidad incluso 
para puntos no cuspidales, es utilizando todo el contorno mediante el teore­
Il}a 1 d'), segú.n' que. el incremento del argumento sea-menor· o mayor 
que Jt; Y no es difícil comprobar que estas' condiciones coin.ciden con las 
anteriores cuando el incremento es cero ó 2 A . . " . 
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gentes, hay un entorno circular del punto zo. tal que lÜ's puntos 
de e interiO'res a este dan cuerdas contenidas en aquellos; y 
quedan, por lo tanto, uno o dos sectores circulares en el contorno 
de Zo que, conteniendo puntos de e (~), pertenec'eri en bloque 
a R o al complementario. Excluido e1 caso trivial del punto cus~ 

. pidal o de retroceso, en que' el· sector pertenece necesariamente 
a R pO'r la condición de concavidad impuesta, un s'ector es inte­
rior a R y el otro es exterior. Para demo~trarlo, elijamos entre 
las inte~secciones de la curva con el contorno de dicho ento-rno, 
las P y A ~ontiguas a Zo por uno y otro lado sobre la curva, y el 
arco P A que determinan divide al entorno endQs partes cone~ 
xas, que necesariamente pertenecen una a R y otra al comple~ 
mentario; pero existiendo puntos de ambas partes en los dos 
entornos de las semitangentes, las curvas de conexión que dentro 
del entornO' circular' unen entre sí estos puntos de R (y del com­
plementario) tienen que pasar necesariamente por un sector y 
la otra por el opuesto. 

Para ver finalmente que los puntos del sector interior satis~ 
faeen, en efecto, la condición [1], basta observar que si amplia~ 
mos éste por ambos lados en una amplitud c bastante pequeña 
para que todavía no alcance a las semitangentes, y elegimos un 
entorno de Zo que no contenga puntos de la curva dentro del 
ángulo ampliado, en el sector común a este entorno y al 'ángulo 
primitivo se veTifica: 

I 
Z-Zo I 1 
d (z) I < sen E • 

En estos casos sencillos f (~) admite de1"ivadas angulares 
en Zo que valen: 

fn (zo) = an . n! ; 

y en el caso general estas igualdades subsisten si definimos las 
derivadas para z ~ Zo sobre R, como anteriormente. 

Resumiendo las conclusiones obtenidas, podemos enunciar: 
a) Dado el desarrollo asintótico de Urna función 

oc 

f (z) - 2: .an (z - zo)ll 
n=O 

('f.) Claro es que la definición de tangentes se refiere exclusivamente 
a los puntos de e donde C es curva; pero por hipótesis e es curva en un 
entorno de Zo y esto significa que hay un entorno plano de Zo donde todos 
los puntos de Cforman curvas. Si no se refiere esto al. entorno plano, sino 
al lineal sobre la curva misma, subsiste lo anterior, 'eligiendo el entorno 
plano l11enor que la distapcia de Zo al resto de C. 
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en un recinto R y para un punto Zo del contorno, si f (z) esholo­
morfa en R, sus derivadas' sucesivas admiten los desCf;rrollos 
obtenidos derivando término a término: 

00 

,fm (z) jIIfIt¡¡¡sI ~ n Un {z, - zo) n-m 

en todo subconj'l"nto R' de R caracterizado por la condición 

I z - Zo I ' 0 1 [d (z) ] [1] 
donde d (z) designa la distancia de z al contorno e de. R. 

b) Y si definimos las derivadas para Z-7Z0 sobre R', se verifica 

fm (zo) = a¡n.m! m = 0,1,2,,3, ... 

incluso para m = O si f (z) es continua en Zo sobre R. 
Esto permite escribir el desarr~llo asintótico como serie de 

Taylor así: 
, 00 f (zo) 

f (z) lfIW :2: --, (z -- zo)n 
, 11=0 n! 

y la función queda determinada por este desarrollo cuando es la 
aproximación asintótica óptima y se, cumple la condición de Car~ 

" leman (~). 
Hemos visto además que 
c) Las cotas del desarrollo aS1:ntótico de la derivada f' (z) 

en R' son las mismas salvo un factor exponencial que las M rb de 
la función f (z) en R, y por tanto, si esta satisface en R la con­
dición de Watson.;.Nevanlinna, las. de Denjoy, o ~ de Carleman 
generalizada, por Ostrowski, esto es, si es 

00 

~ 1 __ -- 00 • f ~ x2n d x - = 00 M n < kn • nI; - kl 
n=1'f/M1b ' 11=1 M n2 x2 

1 

respectivamente C*), 'la misma condición verifican las deriva­
das en R'. 

(*) R. SAN JUAN.-Sumación de series divergentes y aproximación asin­
tótica óptima (en prensa, Memoria premiada por la Academia de Ciencias 
de Madrid en el concurso de tema prefijado de 1935). 

R. SAN JUAN .:-Sur le probleme de M. Watson de la Théorie des séries 
asymtotiques et solution a un probleme de M. Carleman de la Théoriedes 
fonctions quasianalytiques. (Congrés Internationalde Mathématiciens. Os­
lo, 1936). 

(**) N. WATSON.-A theory of asymptotic series (Trans. of the Royal 
Society of LondQn. Serie A, vol. 221, p. 279-313). ' 

F. NEVANLINNA.- Zur Theorie des asymptotischen Potenzreihen. (Aka­
demisc'he Abhandlung. Helsingfors", 1916). 

T. CARLEMANN~.....:..:Lesfonctions quasianalytiques. (Gauthier-Villars, Pa­
rís, 1926, pág. 21 y 7). 

A. OSTROWSKI.-Über quasianalytische Funktionenund Bestimmheit 
asymptotischer Entwicklungen. (Acta Mathematica B. 53 S 181-266). 
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d) Este subconjunto R' existe seguramente 11 es un secto-r 
circular de vé-rtice zo, si el contornoC es unacu-rva de Jo-rdan en 
el entorno de zo, y éste un punto ordinario de ella; o un punto 
anguloso con tangentes distintas e incluso un punto de r.etroceso 
con tangente única;',s{-e'h. ~ste es cóncavo el -recinto, esto es, si 'la 
p-rolongación de la se,rnitangente por Zo tiene un segm,ento Zo A 
dent-ro del mismo. 

d') Cuando todo el conto-rno C es una cu-rva cen~ada de J o-rdan 
y en 'Zo tienen rayos tangentes los dos a-rcos contiguos, la con­
dición necesaria y suficiente pa-ra qúe el -recinto interior R con­
tenga un sector circular de 'vé-rtice Zo (donde se cumple la cond'[-: 
ción [1]) es qu~ el argumento del vector Zo z, que proyecta desde 
Zo. un punto va-riable z de la cú-rva C, expe,riinente un inc-remento 
distinto de ce-ro, cuando z reco-rre la curva a partir de Zo. 

Hemos visto que elegidos sendos entornos angulares, no ram­
pantes de. cada rayo tangente, o un solo entorno si estos coinci­
den, existe un entorno plano de Zo que, no conteniendo puntos 
de e fuera de estos' ángulos, tiene un par de sectores o uno solo 
que pertenecen en bloque á R o al complementario; y basta, 
por tanto, considerar uno solo P de sus puntos' para decidir la 
situación de todo el sector. Pero es sabido que si P es interior a R, 
el vector P z experimenta en su argumento un incremento 
de 27T al recorrer z la curva, y este argumento no resulta in­
crementado si P es exterior. Ahora bien, cuando el argumento 
de Zo z 'experimenta un incremento a > O, los argumentos de 
Zo Zl Y Zo Z2 difieren entre sí en mas de a-E, si elegimos Zl Y Z2 

sobre las curvas suficientemente próximas a Zo; y análoga­
mente, los arg\lmento de P Zl Y P Z2, difieren también 'en me­
nos de e -de los valores inü~ial y final del argumento de P z si 
tomamos Zl Y Z2 :b,ast~rite~e'rcanas a Zo. Pero fijadas así Zl Y Z2 

con ambas condiciones, los argumentos de Zo Zl Y P Zl así como 
los de Zo Z2 Y P z2,'cuyas diferencias vienen representadas por 

, los ángulos en Zl Y Z2, de los triángulos P Zo Zl Y P Zo Z2 respec­
tivamente, también diferirán en menos de e si tomamos P den­
tro de los entornos angulares de las semirectas Zo Zl Y Zo Z2 con 
semiamplitud e; y comparando los tres resultados vemos que 
los argumentos inicial y final de' P Z se diferencian entre si en 
más de 2 a -:- 3 e > O; luego P no puede ser exterior y no per­
teneciendo 'a la curva, es interior. En cambio, si el argumento 
de Zo Z experimenta incremento nulo, resulta con idéntico razo­
namiento que el de P Z experimenta incremento < 2 e, luego 
también es nulo, y es, por tanto, P punto exterior. 
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II.-Para- estudiar la integr'ación del desarrollo asintótico 
~ an (z:- zo) n entre Zo y un punto Z del recinto, construyamos 
primero el camino,. eligiendo en R una sucesión de puntos 
Zn ~ Zo, y, uniendo cada dos consecutivos por su quebrada de 
conexión dentro de R, obtenemos una sucesión de 'qu~bradas 
que pueden no constituir curva (*), esto es, conjunto de puntos 
homeomorfo con un segmento cerrado, pero que aun entonces 
permiten definir la integral de f (z) entre Zo y Zl por paso al 
límite de la integral entre Z y Zi para Z'i~ZO • 

Determinada así la integral, Ji (z) d z veamos cuando 
Zo 

admite como desarrollo asintótico el obtenido integrando tér­
mino a término, es decir, cuando es: 

00 ~ a,. 
~ ----;-- (z - zo) n+l 

n=O n + 1 

En efecto: 

__ a_t_~ -;-- ,(z-Zo) 10+1 
n+l 

(Z_ZO)1n+1 

. . r¡;(Z)-I a»(z--zo)M1 1Idzl . fi:-zo,m Idzl 

~ ) ~o I I 1 L M miz Z 1m+1 
,Z-Zo tn+ - O 

Y basta que para cada m este cociente se conserve acotado en 
el entorno de Zo. Prescindiendo además de las restricciones in­
útiles sobre la función f (z) y sobre el canlpo R, que conservá­
bamos de los teoremas precedentes, resulta: 

(*) Esto acontece solamente cuando Zo es accesible,' esto es, puede unir­
se con los puntos de R mediante arcos de J ordan contenidos en' el recinto. 
Pero esta restricción, innecesaria como hemos visto, es además insufi­
ciente" pues habría que sup<.mer tales curvas rectificables oal menos que 
permitan definir la integral. ' 

Un ejemplo de punto accesible solo mediante arcos no 'rectificables, 
incluso siendo el contorno e una curva de J ardan, puede obtenerse como 
sigue: Elegido un ángulo arbitrario AOB, por ,ejemplo de 10°, tracemos 

, sus arcos centrales A 1B 1 , A? B." A3 B." ... de radios 1, ~, 1- , ... y uná-
~ - • o~ 2 3 

maslos entre sí con los segmentos' intermedios tomados alternativamente' 

de uno y otro lado, para ,formar así un trazo continuo Al B 1 B 2 A 2 A3 B3 ... , 
que es una curva de Jordan, pues cada trozo arco-segmento Al B 1 B 2 ,. 

B 2 A 2 A3 , . .. se representa sobre el segmento del otro lado Al A 2, 

B 2 B3 ,. .. proyectándole. De esta curva se deduce también otra con lon­
gitud también infinita, sustituyendo cada par de arcos A 1 B i Y A,2 B 2 ; 
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a) Dado el desarrollo asintótico de una función cualquiera 
00 

f (z) l'IttI .~ án (z-zo)n 
, 1$=0 

en un conjunto R (no necesariamente recinto), si éste contiene 
caminos de integración que permiten definir la integral de f (z) 
desd.ezo a los puntos de z de R( como acontece cuandoR es un 
recinto y zo 'un pu/nto de contorno), esta integral admite como 
desarrollo asintótico el obtenido integ1-ando término a término: 

, . Ji (z) d z l'IttI i an
, (Z--:Zo) ll'I+l (**) 

Z n=O n + 1 o . 

en .todo subconjunto Rl de R donde se conservan acotados para 
cada n los cocientes 

1 .(Z 
i z -'-Zo In <i/ I z - Zo I n-l I d z I < kr¡ • 

Zo 

b) Esto acontece seguramente en un sector circular de vér­
tice z, pues siendo rectilíneo ·el camino, es decir: 

z-zo=x+iy y=ux 
se tiene: 

2 
=-'--

n 

A3 B3 Y A4 B4"" unidos por segmentos Bl B 2, B3 B4" ,. de un mismo 
lado, por otros intermedios A'lB'l y A'2B'2' A'3B'3 yA'4B'4"" de modo 
que se conserve la suma de longitudes, lo. cual puede lograrse, por 
. 1 d' 1 ' 1 1 1 . d eJemp o, con ra lOS -El Y 2 + El'3 "'-E3' Y 4 + E3"" SIen o 

t2k+l ¿ ( 2 k ~ 1 .- . 2
1 

k ): 4 . 

La curva A'l B'l B'2 A'2 A'3 B'3 ... análogamente formada con estos 
arcos se separa de la anterior sin cortarla mediante un giro alrededor de 
O de 1 Q, por ejemplo en sentido de O Bl a O Al' Y queda así entre ambas 
un recinto en que O es punto de contorno accesible mediante cualquier 
posición intermedia de la curva girada, pero' inaccesible por curvas de 
longitud finita, pues cualquer curva intermedia tiene arcos de longitud 
mayor que las cuerdas A'l B'l' A 2 B 2, A'3 B.'3' A4 B4"" Podría partirse 

de la curva y = x sen ; pero resulta menos clara la comprobación de 

que toda curva intermedia tiene longitud finita.' 
. ( '" *) El desarrollo de otra primitiva se. obtendrá su~ando a ftste la 
constante de integración. 
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y si la paralela al eje y por Zo pertenece al sector, basta tomar 
x = ~ y a ambos lados de·ésta (- e < ~< É) • 

Combinando esta conclusión con la obtenida para la deriva­
da 1, c), podemos demostrar el siguiente t~9rema de trascen~ 
dental importancia en la teO'ríade la'a:proxihración asilitótica 
,óptima. 

c) Si una función holomorfa f '( z) es aproximación asint:óti-
00 

ca óptima de una serie ~ an (z - zo)nen un sector circular 
n=O 

de vértice Zo, esto es, si las cotas Ln de su desar'rollo asintotico 
en éste son ordenada/mente menores que las homólogas Mn de 
cualquier otra, salvo un factor exponenC'ial Kn ~ (*) 

su derivada f' (z) y su primitiva son, respectiva1nente, la apro­
ximación asintótica óptima en el mismo sector de la serie 

00 00 a 
~ n an (z -- zo)n-l o de la ~. + 1 (z - Zo,)n+l obtenidas de-

n=O n=O n 
1"ivando o integrando término a" término. 

Pues según 1 a) la serie ~ n al! (z - zo)n-l tiene como aproxi~ 
mación asintótica f' (z), cotas Kn. Ln; Y si tuviese otra aproxi~ 
mación asintótica f 1 (z) con cotas N n algunas menores que las 
correspondientes Kn. Ln" salvo un factor exponencial K 1n, es 
decir, N n < Knl • Kn'.Ln para algunos- valores de n, la primitiva 
de esta fl (z) admitiría como desarrollo asintótico el dado con 
cotaB K 2n N n < K2n. Kln. ,Kn. Ln para algunas n, contra la con­
dición de aproximación óptima de las Ln. 

III.-Estas conclusion~s· pu~d~n aplicarse al ,punto del infi~ 

nitO' me~lianté la sustitución z' = _1_ , pero es preferible esta­
z 

blecerlas directamente. Así, pues, para la derivación, tendre-
mos: 

(*) En nuestros dos trabajos citados definimos la aproximaclOn asin­
tótica óptima con la condición restringida Ln < M1P pero todas sus pro-
piedades subsisten con la introducción del factor exponencial. Como es 
sabido, en las aplicaciones de las condiciones de W átson, Denjoy y Car-

Ln 
leman, dos sucesiones Ln y Mn son equivalentes cuando su cociente­

Mr¡. 
tiene crecimiento exponencial; y así resulta que ambas definiciones son 
las mismas cuando se cumplen estas condiciones. 
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','lzlm+1'/' ,'11,-1 ,an I IZ!I1/+1 J f(t) __ mj:.1,~_ f (Z)- ~ ---n -1-'- = -2- n=o.) t n dt 
n=l zn+ 7T < 

c(zi (t-z)-

IZ,lm'+1! ,Mm <-- --
27T ,Jtlm 

c(z) 

, Idtl 'l zlm+1 Mm 
---<--
R(Z)2 2 7T Ilzl-R(z) 1

m 

1 I z I 
< M

n 
1 1 ' R ,(Z) I m R(z) 

I z I 

2 7T R(z) 
< R(Z)2 

y habremos de tomar el radio, R (z). de modo que se conserve 

acotado superiormente 1 ~l) e inferiormente 1 ~ . f z(~) 
-pero al mismo tiempo ha de ser R (z) < d (z) ; luego elegiremos 

·como radio R (z) el menor de los dos números ,41 o ~~Z) 
y entonces la cota anterior es, respectivamente, menor que ' 

7Lf' 2111 2 o bI'en /' M 2m ' 2 I z I 
1Y1/11' , '-' ,........ 111 " ' '-d (z) 

y si en un subconjunto R' de R se conserva acotado, 

1 ~~) < K o brevemente I z I ~ O [d (z)] [2] 

esta segunda cota es < Mm" 2m+1 , K, valor que supera también 
a la primera si tomamos K > 1. Es decir: 

, a) Si una función f( z) holomorfa en un recinto R admite 
en este el desarrollo asintótico 

'Ir n co an 

f (z) ~lI~O zn' 
sus derivadas sucesivas fm (z) ad1niten lf!s desarrollos obtenidos 
derivando término a término: -

co a 
fm (z) ~ ~ (-l)m (n + m -l)(ln '_,_n_, 

, 11=0 .• ' zn+m 

en todo subconjunto R' de R definido por la condición 

Izl=O[d(z)]. 

b) Las cotas de estos desarrollos asintóticos de las derivadas 
en R' son las mismas salvo un factor exponencia,l que las de la 
función en R y, por tanto, si esta satisface en R la condición 
de Watson-Nevanlinna, la de Denjoy o la de Carleman - Os­
trowski, lo mismo acontece a aquella en R', 
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Sobre la existencia del conjunto R' vamos a establecer con­
clusiones análogas a los teorenlas d y d'. Considerando la pro­
yección sobre la esfera, con el- mismo razonamiento' del plano 
se demuestran estos teoremas d y d' sobre la existencia en R 
de un sector limitado por dos meridianos y un' paralelo; pero 
la comprobación de la condición métrica [2] exige n~tural­
mente volver al plano; y, en efecto, la proyección de dicho 
sector es la prolongación de Un sector circular de vértice O ~ 

. cuyos puntos cumplen la condición -dl-(Z 1)- < 1 en un en-
. .. . Z sen E 

torno. del co, determinado a condición que no contenga puntos 
del contorno C en el ángulo obtenido ampliando el anterior en 
E . por ambos lados sin alcanzar las proyecciones de las tangen­
tes e~ el polo P. La proyección de un arco de J ordan terminado 
en P es, como se sabe, una curva infinita en el plano, esto es, 
un conjunto ·no 'acotado homeo·morfo con una semirecta y sin 
puntos propios de acumulación fuera del mismo; y recíproca­
mente. La existencia de tangente en P a dicho arco se traduce 
sobre el plano en que la semirectaque proyecta desde el or·igen 
los puntos Z de la curva infinita tiende a una posición límite, 
cuando Z~ co sobre la curva,. esto es, que dado un entorno 
angular de dicha semirecta límite, todos los semirayos proyec­
tantes quedan en este ángulo cuando los puntos de la curva están 
en cierto· entorno del co. Interpretadas así sobre el plano las 
hipótesis y conclusiones de la esfera, podemos enunciar: 

c) El conjunto R' existe seguramente y es la prolongación 
de un sector circular de vértice O cuando en el entorno del ce. 

el contorno e se compone de dos c~"rvas infinitas (conji"ntos 
no acotados cerrados en el plano euclideo y homeomorfos con 
una semirecta) y las semirectas o z que proyectan desde elori­
gen los puntos de estos arcos tienden, para z~ co sobre cada 
curva, a posiciones límites distintas, o que si coinciden, lo ha­
cen en una semirecta cuya opuesta tiene un segmento·O A den­
tro del recinto. 

d). Cuando el contorno es una curva cerrada en el co del 
plano complejo (esto es, se c'ompone de dos curvas infinitas con 
extremo propio común (*») y las semirectas que proyectan sus 

<*) Nótese la diferencia esencial entre este concepto de curva infinÍta 
cerrada en el plano complejo con punto· del infinito único y el de curva 
cerrada en el plano proyectivo donde hay infinitos puntos impropios. 
En el plano complejo s·e unen en el infinito todas las curvas infinitas, 
mientras que en el proyectivo solo las que tienen paralelas sus direccio­
nes asintóticas, existiendo algunas que carecen de éstas y no se consi­
deran cerradas. 
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puntos desde ° tienen posiciones' límites para z~ 00 . sobre cada 
arco, la condición necesaria y suficiente para que el recinto· con­
tenga la prolongación de un sector circular de vértice 0, que 
será; un conjunto R', es que el argumento de la semirecta o z 
que proyecta un punto de la curva, experimente un incremento 
distinto de cero alp,asar de una posición límite a 'la otra cuan­
do z recorre la. curva. 

IV.-La integración se efectúa lo mismo que para el punto 
propio sobre la sucesión de quebradas que unen en R cada dos 
puntos consecutivos de los Zl ~ 00 'C), pero el pas:o al límite 
que allí aparecía como complemento de generalidad, constituye 
aquí la definición misma de la integral? y vamos a estudiar 

"cp,ando es v;ilido el desarrollo 
co 

f[ al ] a2' a3 a4 
F (z) =- . f (z)-:-ao- z dz IIW -z- + 2z2 + 3zS+"" 

incluyendo los dos términos ao y ~ en el primer miembro, co-. z 
mo es costumbre por no tener inte~ral finita. 

Siendo: 

¡z¡m[ F(Z)_'~l n a:+1 1=1~lm[-J~[f (Z)~_~ ] dz+j~il U-n+l dz 1= 
fi_l Z Z n=l zn+l 

" 11 

resulta: 

(*) Esta suceSlOn de quebradas forman -evidentemente un conjunto 
homeomorfo cón una semirecta y no acotado, pero puede no ser cerrado, 
en el plano euclidiano, es decir, no contener, todos sus puntos de, acumu­
lación propios (el 00 nó pertenece a dicho plano), y, por consiguiente, 
puede no ser' curva en· el sentido topológico' de conjunto compacto, co­
nexo y cerrado de una dimensión. Recintos ~n que ninguna de las su­
cesiones de tales quebradas sea curva o brevemente; en que el 00 sea 
punto inaccesible del contorno, se obtienen sin más que aplicar la trans-

formación z' ~ ~ a cualquier recinto en que el origen sea punto in~ccesi-" 
, ' Z ~ 

ble del contorno. Mediante segmentos rectilíneos puéde limitarse 'un re­
cinto de este tipo con el semieje + 00, el segmento (0,1), del eje, 'y una 

sucesión de segmentos horizontales de alturas 1, t, + ' {-:- ,'" y ex-
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a) Dado el desarrollo asintótico 

00 an f (z) ¿IW ':s -·-n 
n=O Z 

en un conjunto R ( no necesariamente recinto), si éste con­
tiene caminos de integración que hacen convergente la integral 

00 

f [¡'(z) ~ ao,- ,:1] d z 

desde los puntos z de R (como acontece cuando R es un. recinto; 
., no acotado y f (z) continua en R), es válido el desarrollo 

00 

F (z) =~ f,(z) -ao-- dz·4IIIII!/rJf :s -, -, -f [ al J 00 a n +1 

Z 110=1 nzn 
z 

en todo, subconj'ktn~p Rr , de R donde se conserva~ acotado,es para. 
cada n los productos 

z 

b) Si f (z) satisface en R la condición de Watson-Nevan­
linna, la de Denjoy o la de Carleman-Ostro'UJski, F (z) satis-o 
face la misma en el subconjunto de Rl donde, se conserva aco-· 
tada con independencia de n la raíz n-ésima: 

c) Está se verifica, en pcú'ticular, en la prolongac.ión de un 
secto1' circular de vértice O (*), como puede. verse con cálculo-

d b · O 1 1 . ' tremos . e' a SClsas y 1,2', y 2;, 4 y 3, . .. respectIvamente, cerran-

do el recinto ,'por la derecha con los segmentos verticales que proyectan 
cada extremo' de un segmento horizontales sobre el siguiente. En este 
recinto, todas l::¡,s quebradas que unen Z.;~ c(), tienen. CQ~o puntos deo 
acumulación inevitables O e oÓ. . ' 7 

( * ) Este teorema contiene como caso particular el clásico de .inter- , 
pretación en el campo real. Véase por ejemplo, BOREL. -.Legons sur les: 
séries divergentes.-París, Gauthier-Villars, 2~ ed., 1926. 
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:it:Qá,Iogo al del propio punto; y con idéntico razonamiento que 
entonces, resulta: 

Si una serie . ~ an 
- admite aproximación asintótica óptima 

n=O zn 

holomorfa f (z) en la prolongación de un sector circular de: 

vértice 0, tas series derivada y primitiva ~ _ nan 

Zn+l 
n=1 

y 

i - aMI tienen aproximación asintótica óptima en el 
n=1 n zn 

mis1rw campo, que son, respectivamente, la derivada f' (z) 11 

¡OO[ a'-
la integral F (z) = f (z) - a~ ~ -;-] d z . 

z 

SOMMAIRE 

Ce mémoire contient des théoremes généraux sur la déri­

vatio n et sur l'intégration des développements en série asympto. 

tique, et ,des applications ti l' approximation asy'ynptotique op·· 

timum. 

(Original recibido E'n Mayo de 1938) ~ 


