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FORMULAS INTEGRALES DE LA INTERSECCION 

DE CONJUNTOS 

Por MANUEL BALANZAT 

Consideremos un conjunto de puntos eh medible en el sentido 
de Lebesgue y fijo. Supongamos además otro conjunto e2 móvil 
en el mismo espacio de una manera rígida, es decir, sin que se 
pueda deformar. En algunos casos uno de estos conjuntos se 
puede reducir a un conjunto de un núnlero finito de puntos. 

La posición del conjunto móvil, vendrá determinada por un 
cierto número de paqimetros, tI, t 2 , t 3 , ••• t r (a lo sumo serán 

p (p 2+ 1) "siendo p el número de dimensiones pero pueden ser 

menos si se trata de un conjunto infinito que admita desplaza
mientos que lo dejen invariable, como son las bandas de plano 
limit?-das por rectas paralelas, las bandas de espacio limitadas 
por pIanos paralelos, la parte de espacio interior a un cilindro, 
etc ... ). Para cada posición del conjunto móvil e2 su intersec
ció1n con el fijo 'el será otro conjunto, medible Lebesgue y cuya 
medida que representaremos por 1n (el, e'J) sel~á una función de 
la posición de C'J o sea de tI, t'J, t il , ••• tI" Eligiendo conveniente
mente estos parámetros la integral 

se puede calcular en función de las medida$ de Cl y e2• 

El objeto de este trabajo es la generalización para conjuntos 
cualesquiera de estas fórmulas integrales que, para casos más 
simples, han sido demostradas en diversos trabajos de Geometría 
Integral. Nosotros necesitaremos únicamente suponerlas conoci
das para segmentos, cuadrados o cubos y de ahí pasaremos': al 
caso general de ser conj untos medibles cualesquiera. 
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I. PROBLEMAS SOBRE LA RECTA 

1) Consideremos un conjunto de puntos LI fijo sobre la rec
ta y otro L'2 rnóvil, mnbas medibies Lebesgue y de medida fi
nita. La posición del segundo queda determinada por la' abs
cisa x de uno cualquiera de sus puntos ~ para cada valor de x 
consideremos la medida del conjunto intersección de LI yL'2' 
Representémosla por 11~1 (LI , L.yJ, es evidentemente una función 
de x y vamos a demostrar que 

-00 

En efecto, consideremos primeramente el caso eIl que arribos 
conjuntos sean acotados, en este caso si l' y l" son los diámet1nos, 
bastará considerar la integral en un intervalo finito (a,. b) de 
longitud a lo más igual a l" + l', ya que fuera de él mI (Lb L 2 ) 

'Será siempre cero. La fórmula [1] se reduce a' 

b . 

[2J f 1nI (L I , L 2) d X,= mI (L I ) . 1nl (L'2)' 
a 

Para el caso en que Ll y L'j s~ reduzcan a des segmentos la 
demostración se hace directamente sin diffcultad: 

En efecto, sean II y l'2 ias longitudes de los segmentos y su
pongamos por ejemplo II > l'2' Si a es el origen del, 'Segmento 
fijo, su otro eX,tremo' será a + II Y si el segmento móvil tiene 
por extremos. x y x -1- b la integral b_uscada será: 

a 

f (X+l2-a )dx+ 

. c.+l-l 

.JLctx+ 

a+l 

.f (U+ll-X)dx=ll .l:!, . 
a-l'2 a a.¡.ll-l2 

Consideremos ahora el caso en que LI sea un segmento y L'2 
u.n conjunto cualquiera lnedible. Entonces existe un conjunto 
abierto O que contiene a L y cuya medida difiere de la de éste 
en menos de E. 

Como todo conjunto abierto es igual auna suma ~ E¡ de seg
mentos sin parte común, se puede poner: 

mI (Lb L'2) = ml(L I , O - E)=ml(L 1 0)- ml(L1 E)= 

= ml(LI , L EI)-11~I(Ll E)= ~ 1nl(LI E.¡)-c- 1nl(L¡ E), 
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donde los Ei son segmentos sin parte común y E es un conjunto 
de medida menor que E. 

Tenemos por tanto: 

a a 

Como la fórmula [2] es válida para el caso de dos segmentos 
tenemos': 

y por tanto, 

fb'ml(L1, L 2)dx=ml(L1 ) .11~1(L2)+rn~(Ll) . r¡¡¿l (E)-- .fbmJ(LI, E)dx 
·a a 

Ahora bien" como m'l (E) < E Y con igual razón 10' será 
mI (L}, E), tendremos 

y 

f ~~I (L}, E) d x < E (b - a) , 

y haciendo tender e a cero deducimos: 

a 

para el caso en que Li es un segmento y L'J, es un conjunto cual
quiera medible Lebesgue. 

El paso de esta fórmula al caso general en que LI y L'J, son 
dos conjuntos cualesquiera, se hace análogamente, descompo
niendo Ll en la forma LI =-= 2: E'i - E donde los Ei son segmen
tos sin puntos comunes y la medida E es menor que É. 

SiguiendO el mismo procedimiento anterior: establecemos que 
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y ,teniendo en cuenta la fórmula 1: 3] deducimos igualmente 

a . . b 

frnl(Ll1I.I>2)dX=ml(LI) .11~I(L:)+'ml(E) .m3(L2 )-f ml(E, L 3)dx. 

Haciendo tender E a ~ero se deduce 

.fam'l (Lb L·ú d x = Jnl (LI) m3 (L3) 
/1 

que puede ponerse en la forma 

-<Xl 

ya que mI (L1' L 3 ) es nula en el exterior ,de (a, b) . 

Hemos demostrado por consiguiente la fórmula para el caso 
en que los dos conjuntos son medibles y acotados, pasemos aho
ra al caso general en que pueden ser no acotados, aunque siem-
pre de medida finita. . 

Podemos efectuar la descomposición de LI y L 2 en una infini
dad nume~able de conjuntos acotados y disjuntos E'i y Fj, tales 
que Ll -- 2: Ei y L 2 = 2: F j y por tanto " 

, de donde 

S;,(L" L2)dx~.t%ml(Ei,Fi)dX~~ S';;; CE" Fj)dx 
-00 -00 

-00 

y teniendo en cuenta lo establecido en [4J : 

f;1~1 (LI , L:J) dX=~?'!1'1 (E,¡) . mI (Fj) =~ml (E'i) ~ml (Fj ) 
1-,J '!. J 

-00 

=rYLI(LI)1nl (L3) 

como queríamos demostrar. 

'2) Caso en que uno de los conjuntos se. reduce a un núme1'O 
finito de puntos. 

Consideremos ahora el caso de un conj unto L medible Lebes
gue, fijo sobre la recta y un conjunto móvil N compuesto de un 
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número finito de puntos n. Consideremos para cada posición 
de L el número de puntos comunes a N y L. Representémosle 
por mo (N, L); vamos a demostrar que 

donde mI (L) es la medida de Lebesgue de L. 

En efecto consideremos primeramente el caso en que el con
junto N se reduzca a un solo punto, entonces 1no (N, L) es la 
función característica del conjunto L y como sabemos que la 
integral de la función característica de un conjunto es la me
dida de éste, el teorema está demostrado. 

Si el conjunto N se compone de un número finito de puntos n, 
consideremos las funciones mo'i (N, L) (1 ¿ i ¿ n) cor1;'espon
dientes a cada uno de los puntos del conjunto, tendremos 

mo (N, L) = 2: mo:i (N, L) 
I 

y teniendo en cuenta que el teorema ha sido demostrado para 
el caso de un punto único deduciremos: 

f;o (N, L) d x, i f;p: d x= n 1?~1 (L) 
-00 I -00 ' 

que es lo que quel'\íamos demostrar. 

3) Problemas análogos pueden estudiarse para conjuntos de 
puntos situados sobre la circunferencia (curva, plana de cur
vatura constante) y la hélice (curva alabeada de torsión y cur
vatura constantes) sobre las 'que puede desplazarse un conjun:.. 
to sln sufrir deformación alguna; para, ello basfa observar que 

- tomando como equivalentes a los' segmentos lineales, los arcos 
de circunferencia o hélice, puede construirse, para los conjun.,. 
tos arbitrarios de puntos situados sobredichas curvas una teo
ría, de la medida li,neal ~e Lebesgue; deduciénQose por consi
guiente, proposiciones análogas a las anteriores sin más que 
cambiar en los enunciados la palabra conjunto lineal por Út 
de conjunto sobre la circunferencia o sobre la hélice. 
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11. PROBLEMAS EN EL. PLANO 

1) Consideremos en el plano dos conjuntos .01.1 y A 2 medibles
Lebesgue y de medida finita. Supongamos uno de ellos Al fijo 
y el otro A 2 móvil; la posición de este último vendrá determina-· 
da por las coordenadas, x, y, de uno dé sus puntos y una rota-
. ción cp alrededor del mismo. 

Para cada sistema de valores de estos parámetros determi-
nemos la medida del conjunto intersección de los dos dados, 
sea m2 (Al,' A 2 ) 7, esta medida, es evidentemente una función de: 
x, y, cp; consideremos la integral 

a pesar de tratarse de una integral triple· empleamos por bre-
vedad un solo signo integral, y d K en lugar de d x d y dcp; d K
es la llamada densidad cinemática en Geometría Integral (1). 

Vamos a demostrar que \ 

En efecto, para el caso en que los conjuntos Al y t12 sean dos
cuadrados el teorema ha sidó demostrado (2). Supongamos aho-
ra que los dos conjuntos sean cualesquiera pero medible s y aco
tados; en ese caso podemos descomponerlos en la forma. 
Al = 0 1 - E, A 2 = O2 - F donde 0 1 y. O2 son dos conjuntos. 
abiertos, y E Y F son dos conjuntos de medida menor que f. 

Por consiguiente tendremos 

representado por el signo X la intersección de los conjuntos. De. 
aquí deducimos: ,. 

[2] f m2(A1,A2)dK= f m 2 (01,02)dK--f m2(A.bF )dK

f m2(E ,A2 )dK- fm 2 CE,F) dK 

(1) Ver W. Blaschke "Vo1"lesungen über Integ1"algeométrie 1", Hal11-
. burger Mathematische Einzelschriften. 1936. pág'. 20. 

(2) Ver Blaschke, loe. cit. o L. A. SantalÓ "Geornet1"ía IntegTal 4. 80-
b1"e la rnedida cinernática en el plano". Hamburg. Abhandlungen, 11. 
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·pero por ser 0 1 y O2 conjuntos abiertos se pueden descomponer 
en la forma .01 = "'2,Ei,O2 = "'2, F j donde los Ei y F j son respectiva-o 
mente cuadrados rampantes. Por tanto y teniendo en cuenta que 
la fórmula [lJ es válida para cuadrados, y que las fronteras co-

, munes . de' éstos no influyen en m2, 

'ij 

,.-ES m2 (E.¡, F j ) d K = 2 7f ~,m2 (E'i) .m2 (F:i ) = 2 7f m2 (01 ) .m2 (02) 
ij' , 

y teniendo en cuenta que 

obtenemos 

m2(01) .m2(02) , m2(Al ) .m2(A2)+ 

m2(E) . 'in 2 (A2) +m2(Al ) . m2(F) +m2(E) . m2(F) 

y teniendo en cuentá [2J y [3J: 

Lf m2(Al,A2)dK=27fm2(Al) '.m2(A 2)+27fm2(E) .1n2(A2)+ 

+-27fmA Al) . m2(F) + 27f1n2 (E) . m2(F)-f m2(A l ,F)dK-

-Jm2(E A 2)dK-f m2(EF)dK 

Ahora bien, los términos segundo, tercero y cuarto del se..; 
·gundo miembro de la, igualdad anterior son, respectivamente, 
menores que 

Por otra parte, como los conjuntos Al y A z son acotados 
para valores de x e y mayores que dos números fij os a y b 
la intersección de ambos será un conjunto nulo, luego pode
'm os limitar la integración al dominio de las varia,bles x, y, <p 

(O ::=: x < a, i. O ¿ y ¿ b, 0<' <p < 271") de volumen finito 27fab; 
,en este caso comó las funcion~s que se integran ,en el quinto, 
sexto y séptimo términos, del segundo miembro de la igualdad 
anterior, son menores que E, estos términos, por el teorema del 
-valor medio serán menores que E. 2 7f a. b. 
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Por consiguiente haéiendo tender E a cero deducimos que 

quedando por tanto, den10strada la fórmula ,para conjuntos aco
tados .. 

Para conjuntos' no acotados descompongamos Al y A:! en una 
suma numerable de conjuntos acotados, disjuntos y medibles, 
cosa siempre posible pues basta tomar Mi yNj como interseccio
nes, de los conjuntos Al y A:!, respectivamente con la eorona cir
cular de radios n y n - 1, Y tendremos 

i j 

y como la fórmula [1] la hemos demostrado para conjuntos aco
tados tendremos 

f m 2 (A¡,Ai) dK=27í ~1n:! (M i) . m'2 (N j ) dK=27í1n'2 (Al). m2 (A:;) 
Ir ' 

que es lo que queríamos demostrar. 

2) Caso en- que uno de los conjuntos se '1~educe a un número 
finito de puntos. 

Consideremos ahora un conjunto plano medible Lebesgue A, 
fijo, y un conjunto móvil N, compuesto de un número finito de 
puntos; la posición de' este último quedará como en el caso 
anterior determinada por los tres parámetros x, Y" cp; a cada 
sistema de .valores de estos parámetros podemos hacer corres
ponder el número de puntos de N que son también puntos del 
conjunto A, representemos esta función de x, y, cp por mo (LV, A) 
Y vamos a de;mostrar que 

[ 4,] f mo (N, A) d K = 2 7í n 'In:! (A) ,. 

En efecto consideremos primeramente' el caso en que el con
junto N se reduce a un solo punto, en ese caso 11~o (N, A) no de
pende de cpy podemos poner, por tanto: 

J"f,f mo (IV, A)' d x d 1J'd cp = fd~T -.f~r mo (N, A) d x d Y 
• o 
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pero como 1no (N, A) es en este caso la funcIón' caractetística 
del conjunto A,. se tendrá 

y por tanto 
9 

f~l <P f f 1no (N, A) el x el'y J~:! (A) el <p = 2 TI~:! (A) 
() o 

que es 10 que queríamos demostrar. 

Para el caso en que el conjunto se c.omponga de n puntos ten
dremos considerando las funciones mo'i (N, A) correspondientes 
a cada uno de los puntos del cONjunto 

'mo' (N, A) =:¿ moi(N, A) 
1 

y teniendo en cuenta que el teorema ha sido demostrado para el 
caso de un solo punto deduciremos: 

f mo (N, A) dK=.ES 1noi, (N,A) elK=2T1nn~2 (A) 
1 

que es lo que queríamos demostrar. 

(3) Caso en qiw uno ele los conjuntos es ele extensión infinita. 

Hasta ahora hemos considerado figuras acotadas o no acota
das, pero de medida finita; vamos ahora a estudiar algunas 
fórmulas integrales en las que intervienen figuras de extensión 
infinita. 

Sea; .. por ejemplo, un par de' rectas paralelas situadas a una 
distancia constante l, supongamos esta figura móvil en el plano; 
su posición queda determinada conociendo la de la paralela que 
equidista de las dos dadas; la posición de esta queda determina
da por los parámetros Q y () siendo Q la distancia a la recta desde 
un origen fijo y () el ángulo que forma la normal a la recta con 
una dirección fija. 

Si A es un conjunto plano fijo, de medida finita m2 (A) y 
acotado, para cada posición de la banda determinemos la me-
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.dida del conjunto intersección de A y la banda de plano limi
tada por las dos paralelas; llamemos m2 (B, A) dicha medida y 
vamos a demostrar que 

[5] f m2 (B, A) d B = 7r l m:2 (A) 

€sta fórmula, en la que es d B = d Q d (J la densidad cinemática 
para banoas paralelas, es válida para el caso de ser A un cuadra
do. (3). 

Descompongamos, de una manera análoga a -lo hecho anterior
mente, el conjunto A en la forma A = 0- E= ~ E.i,- E donde 
los Ei son cuadrados no rampantes (aunque pueden tener fron
teras comunes) y E es un conjunto de medida menor que E. 

Tenemos por consiguiente, ya que· podemos considerar, para la 
medida superficial,. los conjuntos E,¡, que tienen comunes partes 
lineales .como si ;fueran conjuntos desunÍdos, 

f m2 (B, A) d B = ~ .f m2 (B, E.¡) d B - f 1n; (~, Ip) d B 

pero como la fórmula [5J es válida. para cuadrados tenemos 

donde 

.ES m2 (B, E¡) d B = 7r l ~ m2 (E.¡,) = 7r l m2 (O) = 

= 7r l m2 (E) + 7T' l1n2 (A) . 

.7r l m2 (E) < 7r lE. 

Por otra parte; si el conjunto es acotado, a partir de un cierto 
valor Qo deQ las bandas no cortan a A, luego podemos integrar 
entre. cero y (>0 para Q y entre cero y 2 7r para () y por tanto 

f m2 (B, E). d B < 2 7r Qo E 

y haciendo tender É a. cero, deducimos 

(3) Ver L. A. Santaló, Geomet'ría In·tegral 7. Nuevas aplicaciones del 
concepto de 'medida cinemática en el plano". Rev. Ac. Ciencias de Ma
drid, 1936. 
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'quedando por tanto demostrada la· f6rmula para conjuntos 
,acotados. 

Para los no acotados, aplicaremos el procedimiento anterior 
,descomponiendo a A en una suma de ·una infinidad numerable 
de I conjuntos acotados y. disjuntos obteniendo así el resultado. 

Si en lugar de considerar la banda consideramos un conjunto 
de rectas paralelas, cuya sección normal sea un conjunto de 
medida, lineal l, descomponiendo análogamente diCho conjunto 
,en uná serie de bandas paralelas menos un conjunto de sección 
arb,itrariamente pequeña, se demuestra la validez de la fórmu
]a [5 J para este caso más general. 

, 4) Caso en que uno de los conjuntos se reduce a una recta. 

Consideremos ahora una recta móvil en el plano y un conj untó 
,de puntos A medible en el plano:. La posición de la recta queda 
,determinada por dos parámetros, Q que es la distancia a un 
'punto fijo y f), el ángulo que forma con una dirección fija. 

Para cada posición de la recta determinemos la medida lineal 
de su intersección con A; sea mI (R, A) esta medida. Vamos a 
~denl0strar que: .. , 

·donde d G = d Q d e, es la densidad para conjuntos de rectas en 
el plano. ' " . 

La fórmula [6] ha sido demostrada para el caso en que A es 
11n cuadrado (4), vamos a probarla ahora para un conjunto 
abierto O; este· puede. en efecto descomponerse en una suma ~ E'i 
·de una irifinidad numerable de cuadrados que pueden tener fron
teras comunes; éstas serán también numerables, luego excluyen
do del dominio de integración el conjunto numerable de puntos 
(Q, ,f)) que corresponde a las fronteras comunes tendremos 

~f mI(R, O)dG= f ~n1I(R, E.i)dG=~ f mI(R, E'i)dG=7r"2.m2(E i ) = 
, . 

Descompongamos ahora el conjunto A en la forma A=O-E, 

(4) Ver Deitheil, :'P?'obabil-ités géométriques". 
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donde O es un conjunto abierto cuya medida difiere de la de A 
en menos de E. Por tanto 

[7J f mI(R, A)elG= f mI(R, O)dG-f 1nICR, E)elG=Tln~:!.(O)-~ 

f m:!.(R, E)dG 

para acotar el segund~ miembro no podemos, como en los casos 
anteriores, acotare! valor de la función que se integra, ya que 
de que E sea de medida superficial menor que E no se deduce que 
lo sea mI (R, E) que puede incluso ser infinita. 

Pero observando que si E es medible ex"iste un conjunto abier
to O tal que m (O) <2 E y O > E tendremos que como 
R X O >,R XE, ' 

'lnI (R X O) mI (R, E) 
y por tanto 

f mI (R, E) d P ::::: f mI (R, O) el P =' TI 1n~ (O) 2 TI E 

luego haciendo tender f a cero en la fórmula [7J queda demostra
da la proposición. 

nI. PROBLEMAS EN EL ESPACIO 

1) Consideren10s en el espacio dos conjuntos VI Y V:!. móvil el 
primero y fijo el segundo. La posición de aquél queda determi .... 
nada por seis parámetros, a saber: las tres coordenadas x, y, z 
de uno de sus puntos, más las coordenadas esféricas .fJ y ep ,de 
una dirección por este punto, más una rotación "t alrededor de 
esta dirección; si para cada posición determinamos la medida 
del conjunto de intersección de VI y V~, esta medida 'será una 
función de los seis parámetros y vamos a demostrar que 

[lJ J' m;5 (VlJ V:2) d K = 8 7f~ 'Jn;5 (VI) me; (VJ 

donde se ha puesto d K = sen e d () el (p d x d y d z el"t expresión 
diferencial que es la llamada densidad cinemática del espacio en 
Geometría Integral. Es sabido que esta fórmula es válida para 
el caso de ser los conj untos dos cubos e). 

Para estudiar el caso general supongamos que los conjuntos 
sean acotados, ya que la generalización para los no acotados . 

(5) Blaschke: loe. cit. II, pág. 103. 
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sería análoga a la que se hizo en el caso del plano. Por' ser los 
conjuntos acotados la· integración puede limitarse a un dominio 
determinado por las condiciones 

y por tanto su volumen en el espacio de seis dimensiones e8 
. igual a '47T0 (x" - x') X (y" - y') X (z" - z'), igual a un número 
finito H. 

Como la fórmula [lJ es válida para el caso en que los dos 
conjuntos sean cubos, nosotros vamos a considerar primeramen
te el caso en que uno de ellos VI sea un cubo y el otro un conjun
to medib}e acotado cualquiera. Eh ese caso descompongamos V ~ 
en la forma V =O--E-~2,Eí=E donde O es un conjunt9 abierto 
y por tanto los E 'í son cubos no rampantes, con fronteras comu
nes o no. Por tanto obtendremos 

Ahora bien; como la fórmula ha sido demostrada para el caso 
de dos cubos, tendremos: 

.ES m;;(VJ,Ei)dJ{=2,87T~mR(Vl) .rna (Ei)=87T21?~3(Vn .111;;(0) 

=87T2mg(V1 ) • m,g(V2)-87T~m:{(Vl) . mg(E) 

y por tanto 

's m:i(V 1, V 2)clK=87T2mg( V 1 ) .1n;¡(V2)-87T21?~;;(Vl) .1na(E)--

- f 1?'L:{(V],E)dK 

y como 

87T2m:{(V1 )ma(E) <87T21?~:¡ (V1 )E, f'1n:i(Vl,E)dK<EH 

haciendo tender E a cero quedará demostrada la fórmula [1] 
para el caso en que uno de los conjuntos sea un cubo. 

En el caso general en que VI y V 2 son conjuntos cualesquiera, 
descomponiendo VI en la forma 2, Eí - E tendremos: 

f m:¡ (VI, V 2) d J{ = .ES'Jna (VI, E¡) d K - S m~ (VI, E) dI{ 
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y cümü la fórmula [1] acabamüs de demüstrarla para el casü 
de un cünjuntü cualquiera y un cubü, tendremüs: 

f m3 (VI, V 2 ) d K = .E 871"2 m:-l (Vi) .m8 (Ei)-.f mli(Vi E)- d K 

=8 '7T"2 1nS (Vi) .m:1 (V:!)+8 71"2 m3 (Vi) .m3 éE)-.f m8 (Vi E) d K 

Y haciendü tender e a cerü, cümü el segundü y tercer 
miembrü del últimü términü sün respectivamente menüres 
que 871"2 m3 (Vi) e y f. H tendremos demostrada la fórmula [1] 
para el casü general. 

2) Caso e'r4 que uno de los conjuntos se reduce a un número 
finito de puntos. 

Cünsideremüs ahüra un conjuntü V medible Lebesgue fijü, y 
un cünjunto móvil N cümpuestü de un númerü finitü de puntüs; 
la püsición de este últimü quedará cümü en el casü anteriür de
terminada pür lüs seis parámetrüs x, y, z, o, cp, -c~; si para cada 
sistema de valores de estüs parámetrüs,estü es para cada pü
sición del cünjunto N" determinamüs el númerü de puntüs del' 
cünjuntü A que sün también puntüs de' N, übtenemüs una fun
ción de lüs seis parámetrüs, representémüsla'pür mo (N, V) Y va-

. müs a demüstrar que 

[2] 5112.0 (N, V) d K = 8 ¡¡-2 n m3 (V) 

En efectü :cünsideremüs primeramente, el casü en que el cünjuntü 
Nse reduce a un sülü puntü, en ese casü mo (N, V) n.o depende 
de O, cp, -c y püdemüs püner pür tantü 

f.fcf f s.r mo(N,V)senO.dx.dy.dz.dO.dcp.d-c= 
1f' 21f' 21f' 

, f f f mo(N,V)d~t:.dy .dz 5sene .dO fdcp S d-c 
o o () 

perü cümü mo eN, vy es en este casü la función característica del 
cünjuntü V se tendrá: 

S.f.f mo (N V) d x d y dz = r1'2.3 (V) 

y pür tantü 
. 21f' 27r 7r 

. f mo(NV)dK= fsenOdO f dcp f d-c.1ns(V)=871"2m :¡(V) 
o o o 

que es 1.0 que queríamüs demostrar. 
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Si el cO'njuntO' N' se cO'mpO'ne de un númerO' n de pU,ntos en
tO'nces 1no (N, V) es'la suma de las funciO'nes moi que se O'bten
drían cO'nsiderandO" aisladamente cada unO' de IO's puntO's del 
conjuntO' N, y pO'r tantO' O'btendríamos 

f 7¡t¿o(N,V)dK= Ef moi(N,V)dK=87Tnm3(V) 

que. es lO' que queríamO's demostrar. 

3) Caso en que uno de los conjuntos es de extensió,n infinita. 

~, Del mismo mO'dO' que cO'nsideramO's en el planO' una banda fO'r~ 

I 

mada pO'r dO's rectas paralelas, pO'demO's cO'nsiderar ahO'ra una 
banda fO'rmada pO'r dO's planO's paralelO's; la pO'sición de ésta, 
supuesta móvil, queda determinada pO'r la posición del plan'O' 
paralelO' a las bases y equü¡istante de ambas. Esta pO'sición 
queda determinada pO'r IO's tres parámetros Q, O;, <p siendO' Q su 
distancia a un puntO' fijO' yO, <p las cO'O'rdenadasesférica's de su 
nO'rmal. Sea V un cO'njuntO' medible y fijO' y determinemO's para 
cada pO'sición de la banda la intersección de ésta cO'n V; sea 
11~3 (B, V) dicha medida, vamos a demO'strar que 

[4] f 1n3 (B V) d.E = 2'7T l ms (V) 

dO'nded B = sen O dO d <p d Q es la llamada densidad cinemática 
para franjas de planO's paralelO's, y Z es la distancia entre las 
bases. 

Esta fórmhla ha sidO' demO'strada para el caso en que Ves, un 
cubO' (6). En el casO' general descompO'niendO' V en la fO'rma 
V = O - E = 2: Ei - E dO'nde IO's E'i sO'n cubO's nO' rampantes y 
E es de medida menO'r que E; de igual manera que en el caso 
anteriO'r tendremO's: 

f m3(BV)dB= E.r m 3(BEi)dB-.f ms(B,E)dB= 

=27T2:l.m3(Ei)-f1ns(B,E) dB=27T,Zms (0)-f mp,(B,E)dB . 

El primer términO' del segundO' miembrO', al tender E a cerO' 
tiende a 2 7T Z mg (V) Y el segundO', si V es acO'tadO', es menO'r 
que E H siendO' H un númerO' finitO' igual al vO'lumen del dO'miniO' 

(6) Ver L.A. Santaló, loe. cit. 
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de integración que por ser V acotado lo podemos tomar de di
mensiones finitas; como el primer miembro no depende de f 

se deduce 

f mp, (B, V) dB=O 

como queríamos demostrar. 
. -

La generalización para conjuntos no acotados se hace idénti-
camente que en los casos anteriores. 

Si consideramos el conjunto de planos paralelos tales que su 
sección por una recta normal sea un conjunto de medida l, un 
razonamiento análogo al hecho en ~l caso de las bandas planas, 
nos demostraría la validez de la fórmula [4] en esta hipótesis. 

4) Podemos, en el espac'io, considerar otra figura de extensión 
ilimitada~, el cilindro; suponiéndol.o móvil su posición queda 
determinada por los cinco parámetros x, y, e, cp, 't que son: x e y 
las coordenadas planas de la intersección de una generatriz con 
un . plano normal, e,cp las coordenadas esféricas de la dirección 
de la generatrices y 't un giro alrededor de la rrtisma. Conside
remos un conjunto medible V, que podemos suponerlO' acotado 
ya que la generalización para los no acotados se obtendrá de 
manera idéntica a los casos anteriQre~. Determinemos la me
dida de la intersección del cilindro con, V; sea m (C, V) la med~da 
de esta intersección vamos a demostrar. que: 

[5] j"'1na (C, V) el C = 8 7T~ S m3 (V) 

donde S es el área de la sección recta del cilindro y el C = , 

sen e el e d cp d x el y d 't es la elensidael para' conjuntos ele cilin
dros ('). 

La demostración, por ser la fórmula cierta para el caso de 
ser V un cubo, es análoga a la del caso anterior; descomponien
do Ven la forma O - E = 2l Ei - E tendremos de igual ma
nera que en el caso anterior: 

J'm3(C,V)elC= .Ef ma(C,Ei)elC--f m3(C,E)dC = 

=87T'2S~m'3(Ei)- j'm:{(C,E)elC-87T~Sm3(O)-f ma(C,E)dq . 

(7) Ver L. A. Santaló, "IntegralgeO?netrie 5. Ube1' das kinematische 
Mass in Ramn". París, 1935. (ColE;cción "Actualités scientifiques et in
dustrielles") . 
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Haciendo tender E a cero el primer término del segundo miem
bro tiende a 8 7T

2 S mi) (V). 

Por ser V acotado podemos limitar la integración a un. domi
nio deternlinado por las condiciones 

Su volumen en . el espacio de cinco dimensiones será 
A A ,) ('" ') (" " t ti =, Lf: 7T') ,1~ --- X, Y - 11 ), y por anto tendremos 

luego esta integral tiende a cero al tender E a cero. 

Por tanto, deducimos: 

.f rna (C, V) el e = 8 7T
2 3m;.: (V) 

que es lo que queríamos demostrar. 

El cilindro considerado aquí puede estar determinado por un 
conjunto plano medible cualquiera y por consiguiente estará for
mado por el conjunto de rectas paralelas a una dirección dada que 
pasan por los puntos de dicho conjunto plano. La generalización 

, del resultado anterior para este caso se obtendría descompo
niendo el conjunto plano en la misma forma que lo hicimos ante
riormente: quedando el cilindro descompuesto en prismas cua
drangulares, menos un cilindro tal que la medida de su sección 
sea arbitrariamente pequeña; la repetición del razonamiento 

,- empleado para el caso anterior nos daría el resultado. 

5) Caso en que u/rw ele los c~njuntos se Teeluce a un plano. 

SupongmTIos ahora un plano móvil; su posición quedará de
terminada por tres parámetros: º distancia a un punto fij o y () 
y cp' coordenadas esféricas de' su normal. Consideremos un con
junto medible V y para cada posición del plano m~vil determi
nemos la medida plana de su intersección con V; sea 1n2 (P, V) 
esta medida, vamos a demostrar que 

[6J .f m2 (P, V) el E = 2 7T ?ns (V) 

donde dE -rsen () d () d <:p d º es la densidad rara conjuntos de 
plq.nos. 
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En et:ecto, esta fórmula es válida para cuadrados (8), y vamos
a demostrarla ahora para conjuntos abiertos; para ello básta 
tener en cuenta que con un razonamiento análogo al -empleado 
en el caso de la recta y un conjunto plano, podemos despreciar 
las fronteras comunes a los cubos en que podemos descompo
ll;er 0, haciendo luego un razonamiento análogo se obtiene la de
mostración. Ahora bien, poniendo V en la forma O-E tendre-
mos: 

.r 1n2(P, V)dE=.r m:¿(P,O)dE -f n~2(p,E)dE=2~m3(V)-
f m:i(P,E)dE . 

Puesto que E es medible podemos encontrar un conjunto abier-
to O' tal que O»E y m3CO') <2E y por tanto m2(P,E) <m2(P,0'),. 
luego 

j"'m2 (P, E) dE <f m2 (P, O') dE < 47r E 

y haciendo tender E a cero deducimos 

como queríamos demostrar. 

6) Caso en que uno de los conjuntos se reduce a una recta._ 

si' en luga! de un plano tomamos una recta móvil y cOl'~side-
ramos la medida lineal m2 (R, V) de su _ intersección con un con-- " 
junto medible en el espacio, ~ tendremos que se verifica tam
bién: 

[7J f m1 (R, ~) d G' 2 7r m3 (~) 

donde d G ---:- sen () d () dc:p d x d y es la densidad para conjuntos de 
rectas en el espacio (las rectas vienen determinadas por las
coordenadas x, y de su_ intersección por un plano normal y por 
sus coordenadas esféricas () ycp). 

La fórmula es válida para cubos (O); consideremos un con-
junto abierto 0, éste puede descomponerse en la forma 2: El don-

(8) Ver Deltheil, "Probabilités Géomet1~iques". 
(9) Ver Deltheil, "Probabilités Géo11tetriques". 
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de los E¡ son cubos que pueden tener fronteras comunes, pero la' 
integral de la fórmula· [7] es nula para el caso en que V sea un 
cuadrado, luego cÓn1.0 el 'conjunto numerable de los cuadrados 
(o partes de cuadrados) que forman las ,fronteras comunes no 
interviéne en la integral, tendremos por tanto: 

j" m'l(R,O)dE= f 2: 'mI (R,E¡)dE= ..Efm1(R,E¡) dE=2rr'2:,rns(E.¡) = 

=2rrl1~a (O).' 

Para pasar de este caso al caso de un conjunto cualquiera V 
se hace el miSlTIO razonamiento que en el caso anterior obteniendo 
la fórmula [7]. 

Todos los resultados obtenidos en este trabaj o no varían al 
invertir el movimiento, esto es al tomar como fij o el conj unto 
móvil e inversamente el móvil como fij o, con la condición de que 
las posiciones de ambos conjuntos vengan determinadas por los 
1nismos pCírárn.etros, aSÍ, por ejemplo, se puede invertir el movi
miento en el caso de un conjunto medible y de un conjunto de 
un número finito de puntos 'Y no se puede invertir al considerar 
bandas o cilindros y conjuntos. Si en lugar de considerar con
juntos totalmente móviles consideramos conjuntos que estén solo 
suj etos a traslaciones, las fórmulas que hemos obtenido se si
guen verificando, sin más diferencia que en el segundo miembro 
desaparecen los coeficientes por ser todos iguales a la uni
dad; así en el caso de dos conjuntos planos se obtiene 
m2 (Al) X,1n2 (A2), en el caso de una .recta. y un conjunto se 
obtiene 11~2 (A} etc .... 
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