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SOBRE LA EXISTENCIA DE SUPERFICIES CUYAS 

LINEAS PRINCIPALES SONDADAS 

por ALEJANDRO TERRACINI 

Las líneas más importantes trazadas sobre lma superficie 8 del. 
espacio proyectivo de cinco dimensiones 8 5 son sin duda sus. líneas 
prin.icripales (1). De estas líneas. pueden darse varias /delf'iniciones, en­
tre las cuales recordamos las siguientes: 

a) Hay co 1 hipe'rplanos que cortan la superfiicie 8 según una 
línea que tiene un puntocuspidal en un punto dado x de la super­
ficie; hay generalmente cinco de estos co 1 hiper'Planos para cada uno 
de los icuales el punto x viene a ser 1m tacnoQ.o. Las 'Correspondientes 
rectas\ tangentes 'en el punto x son las cinco t.angentes principales. 

Estas tangentes principales envuelven sobre la superficie 8 los 
cinco sistemas de curvas principales ('2). 

b) Las, tang'€lntes principales en el punto x pueden defiJ:?irse 
como las qu.e pertenelcen a aquellas: cur/vas de la superficie 8 que 
pasan por el punto x de tal manera que sus 8 3 osculadores en el 
mismo punto ¡x 'Coincidan 'jcon los 8 3 (que son 2-tangente)'3 a la su­
perficie en e[ plmto x segiún la dirección de las mismas 'curvas' (3). 

c) A lo largo\ de una -curva ,principal dos pianos tangentes éon­
secutivos resultan incidentes según un orden de aproxImación (J 

más grande que 2( que es el valor ordinario de (J parados planos 
. tangentes consecutivos de :una superficie de 8 5 ) y por consiguiente 
>4 (7).' 

(1) Para poder admitir también líneas principales imaginarias' (como lo sobre­
entenderemos en lo sucesivo de esta Memoria) suponemos que la I superficie 
8 sea¡ analítica aunque esta hjpótesis no es siempre necesaria. ' 

(2) CORRADO SEGRE: Prelimina?'i di 1bna teoría delle varietá luoghi di spazi 
RenO.. del Circo Matem. di Palermo, .t. XXX, 1910, Núm. 24. ' 

(3) E. BOMPIANI: Sopra aloúne estensioni dei teo?'emiJ di Me1bsnier e di E~(¡lero 
AttL della R. Acc. delle Scienze di Torino, vol. XLVIII, 1913. ' 

(4) A. TERRACINI: 8'lbll'inoidenza di spazi infinitamente vioini(Soritti matema­
tioi, offerti a L'lbigi Berzola?'i, Pavia, 1936). V. también CORRADO SEGRE: 81bl­
le linee p:'i~wil)C:Zi di 'lb1W s1bperfioie di SI) e 1/¡na proprietá oaratter'l:stioa del­
la superf1JO'be d1JVeronese, RenO.. della R. Acc. de] Lincei, (5), vol;' XXX, 
1921. 
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Tomó últimamente nuevo interés el estudio de las curvas prin­
dpales, \después que BLASCHKE (1) acudió a ellas en unas inV1e\S:tÍ­
ga'Ciones de Ica,rácter topoilógico, en cuanto coordenó lillas parti.:. 
cularidades topológi,cas de un 5-f}e,jido (5-Gewebe) (2) de líneas 
planas' con unas circunstancias espelciales. que pueden afe1ctar las 
curVélJS: princj¡pales de una superficie. ' 

Pero, a pesar del hecho ,que la prinwra aparición de laS' cur­
vas principales se remonta a treinta años atrás, pocas cosas, so~ 
conocidas sobre ellas. 

, POlI' ejemplo, no se srube todavía ,si, dada a priori alfuitrariamen,-' 
te la ecuación diferenciall. de, las~ líneas principales, puede afir­
marse la existencia de una superficie que tenga efectivamente esa~ 
líneas Iprinc:iJpales. El<3rta laguna ha sido ind~cada tamJbién por W. 
BLASCHKE y G. BOL en su nueiVO libro: Geo11'wtrie der Gewebe (Ber-
'lin, 1938). 

Yo !logro en este tra:bajo llenar esa laguna, 'probando que puede 
contes.tarse aJfi:I'mativ~mente a la pregunta. Ya ;e~umí los resulta­
dos de mis investigaciones en una breve comuni:ca1ción a la Acadé~ 
mie des ISlCiences de París. (3), y doy ahora una relación más de­
tallada de ellas.' 

Del siguiente tratamiento del argumento resultal~á también que, 
dada la ecuación de las cur~as principales, hay todavía un ,cierto 
grado de irieleterminación en las sU!perfilcies que tienen esas IcurVlas 

'principales. Por consiguiente, las propiedades. proyectivas de las 
superficies pueden reflejar particularidades topológi!cas de sus 
curvas princi1pales s.ólo en un grado limitado. POI' 10 ta:o,to, el la'zo 
descubierto por BLASCHKE, aunque se refiere a un caso es:pecial, 
parece particularmente notable. Pero por la misma razón no ¡pa­
rece prohalble que p~edalÍ esperarse muchas otras ulteriores rela­
ciones ele este género. 

l.-S'8lan Xi (i = 1,2, ... , 6) coordenadas proyectivas homogé­
neas de los !puntos X d~ un espacio de cinco dimensiones 85. Las 

(1) über die tangenten eVne1" ebenen líhb1"Ve fi¿nfter Klasse, Abh. d. matlwm. 
Sem. del' Ha:mburger Universitat, vol. 9, 1933. 

(2) Un 5ctejidó está constituído por cinco familias 00 1 ele CUTvas tales que todas 
estas familias cubran simplemente una misma región. Las pal'ticulaTidades 
mencionadas son: 1) refiriéndonos a un 5-tejiClo, que su rango sea máximo; 
11) refiriéndonos a una superficie, que a lo largo de cada curva de cada 
sistema de líne¡ls principales los planos tangentes estéil en un hipel'plallo. 

(3) A.TERRACINI: S'Ibr l' existence de surfaces ayant des lignes principales don­
n~f;Js! Comptes rendus de l' Acad. Jdes Sciences: de París, 1939. 
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-consideraremos como funciones de dos parámetros independien­
tes u, v, o mejor, más brevemente, cOIlJSideraremos al punto x co­
mo una función de los mismos parámetros. Escribiré Xu para 

ox/ou, etc. 

Es bien sabido que la ecuación diferencial de las curvas princi­
. pales es: 

(1.1) 1 x,XU7xv,xllud~{'+xuvdv, xuvdu +xvvdv, 
XUU7t du3 + 3 Xuuv du2 dv 3 x1tvV d~¿ dv2 + Xvvv d,V,3 I = 0, 

donde con la notación usada en el primer miembro entendemos 
indicar el dete['minante obtenido substituyendo x por las seis 
eoordenadas del nÍismo punto. Indicaremos el mismo determinante 
también con Q. 

Con notaciones análogas si ponemos: 

~ I x, Xu, Xv, Xuu, a.;uv, XU7W I = h, . 
,3 I x, Xu, X'v, Xu·u, x·u'?' XU7tV I + I ;/;, xu, xv, XU1t , Xvv, x7HtU I = l, 

... ' .............................................. , 

................................................ e;. 

et1c., ila. ecua,ción (1.1) puede escribirse: 

(1.2) h dU,5+l du4 dt'+m du3 dV,2+n d'U,2 dv3+ P du, dv4+k d,v5=O. 

Como la dimensión del es'pacio es 5, hay seis puntos, entre el 
punto x y sus derivados sucesivos, que . son linealmente indepen­
dientes; cada uh~ de los restantes puntos derivados puede· expre­
sarse como combinaJción ·lineal de' ellos. Así, si los puntos x~ 

Xu, xv, Xuu , x7tv, X·vv son linealmente independientes, es decir si. la su­
perfiC'ie S no representa ninguna ecuación de Laplace; obtenemos el. 
.sistema de eC1¿wciones f'l.tndmnentlües de ~a superficie S: 

,(lo 3) 

( xU1IU =a,(1)x+'b(1) Xu+lc¡(1)xv+axuu+ ,Bxuv+-rxvv 
, xU1W =a(2)x+b(2) X1¿+C(2)xv+YXutt+oxuv+sxvv, 
, xuvv=a(3)x+b(3)xu+ C(3)xv+1l Xtttd-Auv+-!l{'cvv, 
\ xvvv=a(4)x+b(4)xu+ C(4)Xt ,+wxuu+vxu-¡; + QXvv, 

donde los 24 Icoeficientes son funciones de las coordenadas curvi­
Huelas u, v. El sistema (1. 3) representa una clase de superfIcies 
S proyectivamente equival~Iites. Poniendo: 

(1.4) 
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(~+O), ] a ecuación (1. 2) P Llede dividirse p'Or ~ y escrib irse en la 
f'Orma: 

(1.5) Hd1(p5+Ld1Ihl.v+Md1l3dv2 ·+N dn2d'l.)3-+-Pihldv4+I(dv5=O, 
donde 

h l· rn 
H= --=,;' L=--=3c-(~'1Yl= --=a-3b+311 ' L\ ' . /'). {J 'L\ ,v , 

(1. 6) 
n p ._ __ k _ 

N= -~-=Q_3A+3y; p= -L\-' ·-3'l1-V ; ,1(- -¡s:--w. 

T'Od'O est'O, hasta este punt0',. ·es. bien sabid'O. Per'O, p'Or 1'0 que sé, 
mé parece que la 'Obs.e,rvación .siguiente n'O ha sid'O t'OdavÍa efec­
tuada. Una transf'Ormación de la f'Orma. 

(1. 7) 

lleva l'Os primer'Os miembr'Os de cada una de las ecuaciones (1.1) y 
(1.4) a las expresi'Ones anál'Ogas formadas em'pleand'O X en lugar 
de x, a men'Os det fact'Or {}6. P'Or 1'0 tant'O las exp.re~i'Ones H, L, M, N, 
P, Jl, son invariantes p'Or la tranSlf'Ormación (1. 7). 

Además, transf'Ormem'Os las c'O'Ordenadas curvilíneas de manera 
de c'Onservar cada un'O de l0's sistemas de líneas paramétricas~ po­
niend'O: 

(1.8) 

Se c'Ontr'Ola fác~lmente que la f'Orma diferencial fracci'Onaria: 

(1.9) H du,5+Ld1.¿,4dv+.LvId'u,3dv 2+N du2dv 3 +Pd1¿dv4+I(dv5 

3 d'/,¿2 dv 2 

queda in variada. después de la transf'Onnación (1. 8). P '01' consi­
guiente la forma diferencia:l fTa,cm:onaTia (1.9) ligada con '/,¿na s'u­
perficie del espacio S5 (que " no Tepr;*esenta ni1'l:gruna. ec'/,¿a.ción de La-
place) depende únicamente de l.a s'/,tpeTficie y de la ,elección de las 
líneas parct.métTicas. 

P'Odem'Os llamar a la f'Orma (1. 9) f01'r;na difeTencial fundarnen­
tal de lCl: su,peTficie S,a pesar del heoo'O que depende de las cur. 
vas paramétricas. 

2._De la precedente 'Observación s'Obre la f'Orma diferencial fun­
damental (1. 9) sigue que debe ser p'Osible enc'Ontrar una signi­
ficación ge'OlIl:étrl:ca de ella. 
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Para hallar tal significación, consideremos un punto x=xCu v) 
sohre la superficie, una dirección (1) por este punto _que €s dada 
éomo razón de lasl diferenciales du, ,dv- y el hiperplano ~ que es 
2-tangente a .'la superficie 8 en el punto X' según la dir'ección dada, 
,es decir el }üperplano que contiene los planos tangentes en cada uno 
de los plmtos x y x C'u,+d}z,l-, v+dv). gi e es una CLlrva de la super-

ficie que pas3;1 por el punto x en esta dirección, y --;; es otro punto de 
la línea e que esté en proximidad del punto x, cada una de las líneas 

paramétricas que pasan por el punto' x corta la curva paramétdca 
del otrOl sistema que p'3sa por el punto x en un punto, Sean Xl y X2 

los puntos así logrados, donde 'p. B>. Xl pertenece a la curva u (es 

decir v=const.) I que pasa por x. La rectax-xl corta el hiperplano ~ 
en un punto Xl. Finalmente sea m un punto arbitrario de la misma 

recta XXl que no se aJCerca indefinidamente al punto x c:xando X-7x. 

El, término principaZ de la, razón anannónica: 

(2.1) 
G'uando X-7X coincide con la forma diferencial fundamental (1. 9) (2). 

Si substituÍmos la recta Xxl -con X~2 y los pll1lltos Xl, .?1t con X 2), n 
delfinidos de manera anJáloga, también el término principal de la ra­
zón ana'rmónica,: 

(2.2) 

coincide con la ,~mis~na forma; diferencial fundamental. 

Podemos observar ¡que cada una de las razones anarmóni1cas con­
sideradas no es simétrica respecto a los sistemas de líneas pal'amé. 
trie as ; pero, a pesar de eso, ambas razones anarmónicas llevan a la 
misma forma diferencial. 

Para demostrar el teorema, O'bservo que el 8 4 ~ es determinado por 
los puntos: 

(1) Suponemo¡:¡ que esta dirección es distinta de las de ambas líneas pammé­
tricas que pasan por el punto x. 

(2) Esta propiedad muestra cierta analogía con la definición· de las llamadas 
formas elementales de una superficie en el espacio' ordinal'io dada por' 
E. BOMPIANI: Le f01"me elementarí e la teoría proiettiva aelle s1¡,pe1"fioíe, 
Boll. dell 'Un. mato italiana, 1926" 
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'Razonaré sobre la razón anarmón~ca (2.1); pero lo mismo podría 
h3Jcersé sobre la razón anarmónica (2.2). Expresemos los puntos de 

la recta XXI como IcombinacJones iill'eales A x + B Xl de los puntos 

X, Xl. Alhora: 

(2.3) 

y: 

(2.4) Xl =x+xudU.+l /2 (xud2u+ Xuud~í2) + 

'El va[or de la razón B/ A en el pililltO Xl está determinado por la 

ecuación: 

(2. 5) I x,x~"Xv,x~w du+x'twd v,xuvdu+ xvvdv,A' (1/ 2d
2x+l /6d3 'x ... ) + . 

+1/2B (x1¿~,du2+ xu~,dud2U+l / 3 xuuudu3+ xuuvdU2dv+ xuvvdudv2+ 

1/sxvvvdv3+ ... ) 1=0. 
"-

Por consiguiente tenemos como término principal 

(2.6) 
A ,3/),. du2 dv 2 

-iJ-----Q--

con tal que el determinante escrito en el denominador no sea cero, 
lo que puede suponerse si la surperficie S no representa ninguna 
ecu3Jción de LaJplace. En este caso, substituyendo XU1tt¿ X U1LV , XUV '!J7 

X vvv según las ecuaciones fUndamentales (1. 3) obtenemos: 

Hdu5+Lmu4dv+ ·Aldu3dv2+N du2dv3 +Pdu,dv4+Kdv5 

3 du2dv2 

PaTa el punto m, el límite de B / A cuando x:"";x tiene que ser --1 
para que sean eliminados los términos de (2.3) y (2.4) que no de­
penden de lms¡ diferenciales. Por lo tanto el término principal de la 
razón anarmónica (2.1) es el mismo que el de la razón anarmónica . 
formada por 00, 0, _1 y el valor de BI A expresado por ,(2.7), es 
delcir coincide con (1.9). 

3.-Aunque nos interesen 'Principallmente las superficies que no 
representan ningruna ecuación de LAPLACE, va~e la pena hallar qué 
vienen a ser lós términos principales de las razones anarmómcas 
(2 .1) 'Y (2 .2) c;aando la superficie r:epresenta una ecuación de 
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LAPLACE. En este ,caso los seis puntos x, XU , Xv, X 1t117 XUVJ Xvv son liga­
dos por rana ecuación lineaI homogénea de tipo no parabólico o pdra­
bólico. Supongo que los S3 osculadores de las curvas ~aramétricas no 
sean contenidos en 1081 correspondientes. S4 osculadores de la. super­
ficie {l). También ahora considero p. e. (2.1). E[ tratamiento del 
n.2 puede aplicarse también ahora hasta la fórmula (2.5) incll1ída. 
De esta fórmula, en las, ci:v~unstancia8' actuales, sigue 

(3.1) B 
A 

Q 

Por 1C0nsigiuiente, usando este valor de B / A en lugar del valol' 
dado por (2.7), nos encontramos en condición de concluir que si 
la superficie representa una ecua'ción de Laplace, el término 

principal de la razón anarmónica (2.1) Icuando X -7 X, coincide con 

la forma ditferencial escrita en' el segundo miembro de (3.1), con 
, el signo cambiado. 

Es importante observar qrne en el cas'O actual: 

1) La estructura de la nueva forma diferencIal es completamen­
te distinta de la del caso precedente. Ahora, por ejemplo, el nu­
merador y e[ denominador resultan del mismo grado. Más precisa­
mente en el 'caso actual ---.com.o se averigua fácilment81 -Ilumera­
dor y denominador de dicho término principal admiten un divisor 
,Gomún de segundo", grado (que ig;ualado a cero representa el doble 
sistema de las características). Por lo tanto numerador y denomi­
nador pueden reducirse a formas de' tell'cer grado. La .segunda, evi­
dentemente, es proporcional a du3, mientras que la prirnera, si la 
igualamos a cero,' representa los tres sistemas ulteriores de líneas 
principales (v. la última citación (hecha al fin d'e ,esta Memoria). 
CU&.l1do la eClj.ación de LAPIJACE es de tipo parabólico, caben ulte­

riores redl1'cc.iones. 

- (1) Esta hipótesis no sería¡ nunca realizada si el S4 osculador a la superficie en 
el punto x contuviese el S3 osculador en el mismo/punto a cada curva traza­

da sobre la superficie que pasa por el punto x. Pero en este caso, la super­
ficie estaría en un espacio S4. Observamos también que el contenido del n. 3 
se aplica al caso expresamente enunciado en el texto, en que la super­
ficie representa sóló una ecuación de! LAPLACE; si representase. dos de ellas, 
sería una superficie desarrollable, y entonces numerador y denominador de 
la fracción escrita en el segundo miembro de (3,.1) serían ambos idénti­
camente nulos. 
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2) Las d0's raz0'nes anarmónilcas ,( 2 .1) Y (2.2) n0' llevan ya a 
la. misma forma dLferenéial. 

4._ V 0'lvam0'S ah0'ra al cas0' general, y c0'nsiderem0's l0's pr0'ble~ 

mas siguientes:, 

PROBLEMA A.-¿ Siendo dada arbitrariamente la ecuación diferen­
cial (1. 5), ,existe una superficie tal q~w l.a; ecuación de sus líneas 
principa~e<s coincida con (1.5) ~ 

PROBLEMA B.-¿ Siendo dada arbitrariamente la forma diferen­
erial fraccionaria (1. 9) existe ~l,na s~~perficie tal que su formadife­
rencial fundamental coincida clon (1.9) ~ . 

Las super.ficies que eventualmente satisfagan a la c0'ndición 
enunciada en el IJ)r0'blema ¡ B) tienen que ser buscadas entre las 
superficies que n0' representan' ninguna ecuación de LAPLACE, c0'm0' 
es !Clar0'. En cuanto al p'r0'blema A), esto n0' es ya necesario; per0' 
verem0's que la pregtunta que 'constituye el ,cont~nido del pr0'blema 
A) siempre se c0'ntesta afirmativamente, aun n0' considerando [as 
eventuales sO~UJci0'nes que pueden ser suministradas por superficies 
que representan ecuaciones de [¡APLACE. P0'r 10' tanto n0's limitare­
m0's, en' ambos leasos, a estudiar superfilCies que no representan nin­
guna ecuación' de ¡[¡'APLACE. 

Una tal superlficie será representa,da por un sistema de ecuacio- . 
Hes fundamentales del tipo (1.3). Ella está 'derterminada de ma­
nera . única, a men0's de una transf0'rmación hom0'grá,fica, cuand0' 
las 24 funciones que aparecen c0'mo 1C0eficientes en aquellas ecua­
ci0'nes son efectÍJvamente c0'nocidas. P0'r lo tant0' considerarem0's C0'­
mo incógnitas, en lugar de la superfi,cie S, a las 24 funci0'nes men­
ci0'nadasl. 

De cualquier manera que se encare la cuestión, es impós~ble 

evitar una cierta c0'mplicación, que es inherente a la complejidad 
intrínseca del argumento. Sól0' podemos tratar de reducir la com­
plicación en lo posiible. Esta ,consideración justifica un examen pre­
vi0' de la manerá m!áSI Ic0'nveniente ,de dirigir el tratamiento. 

Si el segundo pr0'blema, admitiese una respuesta afirmatLva, ésta 
ya c0'ntendrÍa en sí, al misln0' tiemp0', una análoga c0'ntestación 
afirmativa al primer problema. P0'r es0', parecería conveniente en­
carar directamente el problema B). Ah0'ra. bien, al examinar su..; 
perficialment.e este pr0'blema, p0'dríam0's sentirn0's inducidos a tra-
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tal' de comprobar que siempre es resoluble, debido a la circuns­
tancia que .las 24 funciones incógnitas están sujetas a: 

i) las condic~ones de integrabili~ad del sistema (1. 3), que son 
en número de 18 (esas condiciones se encuentran escritas eXlplícita­
mente más adelante) : 

2) las ecuaciones que traducen las condiciones efectivamente im­
. plicadas por 'el proiblelua B) : estas condiciones llevan a 6 ecuaJcio­
nes ulteriores en las 24 funciones incógnitas. 

En consecuencia el problema B) lleva a un sistema de 24 ecuacio­
nes en 24 funciones incógnitas. Sin embargo, considerando la ob­
servación de!!. n.1, pare<;e menos probable 'que tal sistema sea com­
patible. En, efecto, si exis'te un conjunto de 24 funcion'es que s,~tis­
Ifacen a ese sistema, éste tiene que ser todavía satisfecho cuando 
aqueUas funciones son reemplazadas; por las nuevas 24 funciones 
en que aquéllas se transforman cuando las coordenadas homogéneas 
de los puntos se m:ultiplican por una función arbitraria. Con pala­
bras poco d~ferentes, esto equivale a decir que mediante la trans-

fOTmaJción' (1. 7) la fJUnción ~t se transforma en otra función ~ ta1l 
que: (1) 

(4.1) 

y por 'consiguiente siempre es posi,ble escoger la función {} (1./." v) de 
manera que el nuevo valor de la f'unción ~ resulte idénticamente 
nulo. Luego el conjunto del las; 2'4 ecuaciones de condición realmente 
implica só[o 23 ¡funciones incógnitas. 

El'l estas condi'éiones he pre,ferido estudiar el problema A) en lu­
gar del problema B). El tratamiento efectivo de este problema en­
señará que la respuesta es' afirmativa, Icomo ya lo hemos mencio-. 
nado. Al misriao tieilnpo resultará confirmado que, por lo contra.:. 
rio, generalmente el problema B) no admite soluciones. 

Naturalmente las condic~ones de integrabilidad del sistema de 
ecuaciones fundamentales (1.3) desempeñan un papel notable, 

,Ocurre, como lo veremos, que ellas pueden resolver~e en términos 

(1) Las funCiones {3, ,&, E, 'Y], ro, 'V quedan invariadás, mientras: 

- {tu - 'frv ,- 'fr1¿ -, {tv - " 'frv 
a=a+3 ~; y=y+ -:&; b::=b+ 2 -:& ; 1.=1.+ 2 T ; Q=Q+'') -:fr' 
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finito.s res,pecto. a 12 de las funJcio.nes incógnitas, y precisamente a 
laSI que apareicen co.mo. Ico.eficiente~ de x, X u, Xv. Sigue que es po.si­
ble vo.lver a escribirlas ¡co.nservando. co.mo. funcio.nes incógnitas so.la­
mente: 

(4.2) a,(3, 't'1 y, a, E, 11, A, ~, v, Q, (O . 

Existe el inco.ny~niente que de esta manera aquellas coy.dicio.nes 
vienen a ser extrema1damente engo.rro.sas. Traté de disminuir, este 
inco.nveniente teniendo. en cuenta so.]::l,mente lo.s término.s que sir­
ven e,fectivamente para establ~cer el teo.rema <te existencia. 

5-Co.mo. es o.bvio., las co.ndicio.nes de integra:bilidad del sistema 
de ecuacio.nes fundamentalesl (1. 3) se escriben ,co.nfro.ntando. lo.s va­
lo.res, de X¡t1tUV lo.graldo.s mediante la primerg. y'la s~gunda ecuación,. 
]o.s valo.res: de X¡;,UVV lo.grado.s mediante la segunda y la, te,!"cera, lo.s.: 
valo.res de X 1tvVV lo.grado.s. mediante la tercera y la C'uarta. Sielnpre se 
tiene que eslcribir que, lo.s co.ef:ücientes; de x, x1t , XV) X I¿1¿, xnv, Xvv lo.gra­
do.s de [as dos maneras, co.inciden o.rdenadamente ~ntre sL De esta 
manera s,e o.btienen 18 co.ndicio.nes. Indicaré p. e. co.n (12 x) la co.n­
dición obtenida co.nfro.ntando. lo.s co.eficientes de x implicados, en la 
ecuación lo.grada al derivar! la primera y la segunda de las eC'uacio.~ 
nes fundamentales, ..... , !Co.n . (34 xvv) la co.ndición o.btenida co.n­
fro.ntando. lo.s co.eficientes de Xvv implicado.s en la ecuación lo.grada al 
derivár la tercera y\ la cuarta. 

Es co.nveniente em!pezar a escribir las co.ndilcio.nes siguientes, que 
ofrecen la ventaja de datr enseguida seis de las ¡funcio.nes incógnita...<;. 
expresadas por medio. de ,las funcio.nes (4.2): 

;(12xm ¿) b (2) =av-Yu+(3'Y}+'tú}--ya-E'Y} , 

(23x1t1¿) b (3) = Yv-'Y}n+ y2 + a 'Y} + E Ú}-'l1 a-A y-~'Y} " 

(34x1i1¿) b(4) = 'Y}v-(Ou+'11Y +/1.11 + !-!w..:.........aw;-vY-Q11, 

(12xvv ) ~ (1) = E1¿-'tv+Y't +aE+E~-aE-(3~l~'tQ , 

(23xv'1)) C(2) =~1¿-Ev+rl't+/I.E+~t2_yE--o~t-cQ, 

(34xvv ) C(3) = Q1¿--!1v+(O't+VE-E'l1-A!1. 

Escribamo.s aho.ra'las co.ndicio.nes (12xuv ) y (34x1W )' Teniendo. en 
cuenta lo.s valo.res de C(2) y b(3) que ya han sido. determinado.s, ellas. 

dan también lo.s valo.res de las restantes b y e, expresado.s pUl' mfdio­
de las mismas run:ciones (4.2), es decir: 
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+'(¡8+o:!+:2cA-aO-pA.-LV, 

( 34xuy) c( -!)= Yrj-Tju +1,'1--- V 11 + y::~ +I:.W-1'1 a- l, y--!-! YJ-t-2110 

+A2+I1.V-úlf3-yv- -el .. 

Cada una de las expresiO'lles logradas para las .b y las c :contiene, 
además de las funciones (4.2) sólo sus primeras derivadas, y re­
BuHa lineal respecto a estas derivadas. 

También cada una ele las a puede ahora expresarse, de manera' 
análoga: 

(12x1,) a(1)=cu(2)- cv,·l)+yc(l)+(o-a) C(2)+(E--11)C(3) -LC(4) , 

(12xn ) a(2)=1!v(l) -bu
(2)-yb(ll+(a-o) b(2)-I-(~8-8)b(3) +-rb(4) , 

.(34xv) a(3)=cn (-!) -cv(3)+WC(1) +(V---'-':1~)t:'(2)+(e-A)C(3) -I1.C(4) , 

(34x7/) a(-!)=bv (3) -bu(4)-wb<1)+(1'1-v) b(2)-!-P,-Q)b(3) +¡..tb(4). 

Cada una de las ei!presiones logradas para las a, contiene, ade­
más de las funciones (4.2), sus derivadas primeras y segundas, y 

es lin eal res1pecto a las derivadas segundas. 

En los segundos miembros de estas ecuaciones no substituÍmos 
materialmente las b y las e según sus expresiones 'que encontramos 
anteriormente. Pero ya es claro 'que de esta manera también las a 
pueden expresarse por medi0 de las funciones (4.2). 

Finalmente tenemos seis condiciones 111'ás de integTabilidad, a 
saber: 

(12x) ya(1)+(0-a)a(2)+(E-,B)a:(S)-La(4) +rt.¡/2)-av (1) =0 , 

(34x) _waC1l + (1'}-v)a(2) + O.-Q)a(3)+l1.a,c4) +av
(3 )-au (4) =0 , 

(23x) "-YJa (1 ) + (y-A)a(?) +,(0-~l)aC~)+Ea(4) +,au(2)-au(3)=O, 

(23x1tV ) 'y.u+Qu +A¡¿=av+l\,+l1.v , 
(23x

1t
) bv(2)~buC3) =Ct (3 )+r¡b(1)+ (A---.y) íj(2) (11.~0) b Cil ) _Eb(4) ~ 

(2;jx~) ~u(3)~cvC2) = a(2)_'Yj'c(1) + (y----oA) c(2 )+(o-p,)C(3) +EC(4) . 

Podemos 'considerar estas seis últimas condiciones como las úni­
cas condiciones ele Íntegralbrlidad, con talque las a,' b,;c sean subs­
tituidas según las 12 Iconcliciones precedentes. Indicaremos esas seis 
ecuaciones, según la for:p1a que tomarían después de la substitución 
efectiva, como ecuaciones (1), (11), .... , (VI), sin escr:i;birlas de 
nuevo completamente. Por el momento, sólo observamos que cada 
una de ellas es lineal reslpecto a las derivadas ele orden máximo 
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implicadas en la misma. Sin embargo es conveniente poner en evi­
dencia los términos que contienen esas derivadas de orden· máximo, 
para tener lU1a guía 'en c.uanto a la manera más iconveniente de 
aprovechar las mismas eeuaciones. Ellos son: 

(1) -'anuv-fJ';IV'V +YIIII/I +OU1IV-1-EII'/:V -1',/:,/:11+' .. =0 } 

(11) -Q7¿'l'V-V1/.11V +~lV7:V -t-Anvt'+l1l/'ul1 -Ü}U1!11+' .. =0 , 

(111) -iUtwv+Qunv -~(:?VVv+V1¿lm -!--Onvv-A./t 11 V '--Ev'/:v+11/tlln-1-" . =0 , . 

(IV) y.u+Q1¿+An--av-ov-~tl:=--::O .. 
(V) 211nlt -l-vm ¿-3y.llv --A¡¿U+QltV +avv ~,.LI;v+, .. =0 , 

(VI) 2Evv -t-:(:?'I)v-3~'I;v -Onv+allv -t-Qll1t -YIl1t+ ... =0' . 

6.---<Emprendamos ahora la dis::usión de las eondieiones ulterio­
res impuestas por el problema A). ISiendo dada a priori la ecua­
ción diferel1eial (1.5), H, I..1, M, N, P, K son 6 funeiones dadas 
de ~~, '/). Por eso, según las fórmulas¡ (i. 6), lasl doce fUll'úones 
(4.'2) son sujetas a las seis, nuevas condiciones: 

(6.1) lT=oH; 3E-(:?=oL; a--,---;30+3~l =0111; 

Q-3A+3y=oN; 311-'{\I=oP; ro=(JK; 

donde 0= o ('u, v) indica una nueva función incógnita.-

Re.'S'umierudo, tenemos ahora trece funciones incógnitas, es decir 
la función o (~~, v) y las doce funciones (4.2): ellas son ligadas por 
las seis ecuaeiones a derivadas parciales (1), (11), ... , .(VI) y por 
las seis ecuacioneS! en términos finitos (6.1). 

Como es natural, eliminamos seis de las funciones in,'cógnitas por 
medio de las ecuaJciones (6.1). POI' ejemplo podemos despejar de 
éstas' a, (:?, T, (O, v, Q y logramos: 

(6,2) 
\ a=........:.3~+30+Mo; (:?=3E-Lo iT=Ho; 

íco=Ko i v=311-'-PO; Q=-3y+3A+N o . 

Substituyendo. en las' /;cuaciones (1) ,(11)\ 
conte.ndrán sólo las siete funciones incógnitas: 

(6.3) y,o, E, 11, A, ~, o. 

" ., (VI), éstas 

Nuestro problema A) queda así esquematizado por el sistema 
constituído por las ecuaciones (1), (11), ... , (VI) después de la 
substitución. Desde ahora pues la cuestión qu'eda reducida 'al es·· 
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tudio de este sistema de seis ecuaciones a de[>ivadas pal,,;ciales en 
las siete funciones incógnitas (6. 3). L~amaremos (~) a este sistema. 

Pero, antes de transformar dichas ecu.aciones, convieneóbservar 
que, su forma sugiere eliminar las deritvadas terceras de las dos 
funciones incógnitas. E, 11 en las tres primeras ecuaciones por medio 
de (V) y (VI) . Por esta raz,ón Bfl:rbstituÍmos las ecuaciones (1), (Ií), 
(111) por las nuevas, ecuaJciones: 

(1') =6 (I)+2fVI) u ; (11') =5:(11) +2(V)v; 

(lIT') =5'(III)-4(V)1t+4(ViI)v, 

doIlJde por ejemplo 5 (1) +2 (VI) 1t ind~ca la combinación lineal de la 
ecuaci6n't (1) y de hi,obnen:iJda derivando (VI) respecto a u, siendo 

5y 2 los coetfi,cientes de la combinación lineal. El sistema (~) es 
representado Ipor lLas ecuacioneS' (1'), (11 ') ,(111') , (IV), (V) (VI) 
así como lo era por las ecua~iones odginales (1), (11), (111), (IV), 
(V), (VI)./ 

Considerando todo esto, ,el sistema (~) puede escribirse: 

(1') 6Aumt -3Y/lmi +3~ttltv -6()mi'1) + 2Nú'lt1t'lt -3Múnuv+3LÚt/vv 

.....--:5Ho"vvv+ ... =O, 

(11') ---46Auvv -1-3yuvv -3~lv¡;V +6()vvv-5KÚ'llmt +3PúU'Itv-3N Úuvv 

+2Múvvv+ ... =O ," 

(111 ') 14Auuv -7Ymtv+7~~tvv-14(),1tvv --Púu1Mt+5N úuwl.l--'51l1úuvv+ 

Lúvvv+ ... =O, 

(IV) 4Au~Ylt+2~v -,4()v+Núu-1l1úv+UV",-M1Jú=O, 

(V) 511uu-6Yuv-l-2Atlv-4~vv+3() vv-Pú1t'lt+Nú1tV -f-Múvv+ ... =O, 

(VI) 5Evv-6~tv -+-2()1tv-4Y1t1t +3A1m+N ú'U1t+Mú1tV -Lúvv+ ... =O . 

Ahora lma ulterior transformaJción es sugerida por el examen de 
estas ecua:cio:ries. Las derivadas terceras de las funciones inc6gni. 
tas y," (), A, ¡.t se eliminan si substituÍmos las ecuaciones (1'), (11 '), 
(111 ') por las ecuacioneS': 

:(1") = (I')~3/2 (IV)u'lt; (11") = (11') +3 h (IV)vv; 

(TII") =(111 ')1--7/:; (IV) 1tV . 

Logramos así: 

(1") 1 / 2N úuuu-3 / 2 M úuwv +3Lúuvv ----5H O'vvv+ . .. =0, , , 
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(11' ') --5K(J;¡t1IU -t3P(Ju¡¡v-3 / 2N (J¡¡VV +1/2M(Jvvv+ . .. =0 , 

(111") -p(J~t¡¡u+3/2 N(Juu.¡;_3/2M(Juvv +L(Jvvv+ ..• =0. 

Inicialmente ell sistema (2:) estaba constituído por las ecuacio­
nes (1), (11), ... , (VI) que ya substituÍmos por las ecuaciones, 
(1'), (Ir), (111 '), (IV), (V), ,(IVI) ; a su vez éstas p\ueden subs-' 
titlúrse por las ecuaciones (1"), (JI"), (111"), (IV), (V), (VI), 
siendo el 'conjunto de lasl mismas equiva1~nte al primero. Desde 
aihºTa .Iconsideraremos el sistema (2:) como formado por estas últi­
mas ecuaciones. ,. 

Desgraciadamente vemos que los términos que contienen las aeri­
"vaitasl de orden l11Jáximo, que han sido los únicos tenidos en cuen­
ta has¡ta ahora, no nos 'permiten llegar a una conclusión acerca de 
la eiXistencia de un sistema de integrales. del sistema (2:), porque 
en las tres primeras '8'0111a,cione.s esos términos contienen sólo la fun­
ción iJJ!c'ógnita (J, mientras. que las ílitimas contienen todas las {siete 

"' funlciones incógnitas (6.3). 

'Por lo tanto ..formemos de nuevo las seis ecuaciones (1"), (Ir'), 
... , ¡(VI) teniendo en cuenta también las derivadas segundas en 
las' tres pil'imeras de ell'a'S" excepto para la función (J, para la cual 
ya serán sufiiCienteS! las derivadas terceras. Por este medio podre­
mos/lLegar a nuesltro objeto. 

:Más precisamente trataremos ,estas ecuaciones de manera que pue­
dan resolvers¡e, respecto a unas derivadas de! las fünciones incógnitas, 
cuyos Índirces de dedvación sean todos u. Ahora la e'Ciua;ción (IV) da 
el valor d~ Y1t, y las derivadas de y CUYOSI Índi,ces comprenden al me­
nos fÚna; ~{¡., pueden deducirsl8! de ella. Las ecuaciones (V) y (VI) dan 
respiectilv'amente los valores de l11tU Y Amt. Entonces, después de 
cálculos y reducciones bastante engorrosas, se logra escribir el sis­
tema (2:) en la forma siguiente: 

(J") (J[20HyiV1J --l'6L6vv-2PEu~t+4NE,ltv -~-B1JIIE·vv-20Hll·uv +8LAuv 

-lOHAvv+16L ~vv] +1/2NO:'ml'¡t~13/2 M(J'qmv'+3L(Juvv -5H(Jvvv+ ... =O, 

(II' ') (J [-lOlí61t'lt-r-8P6uv+18N6vv---:-20IÜuv+16PE1JV 

+~lH 'Yluv-2Lr¡uv-12NAuv+ 20K ~tuu-16P~uv':""""12N ~lvv] 
-5K(J-¡t'ltu+3 p(J;¡~uv---fJ / dN(JuvV+ 1/21J{(JVVV+"'=0, 

(111' ') (J [-2LY'Vv-P6'lIU+2N6nv +13M6vv+5KE¡¡u--.:6PEuv+ 7 N Em,,+ 
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+6L'Y}uv-----6H 'Y}vv-8 MAuv+LAvv+2P~t1t -4N [Luv-10}! ~l.vv J 
-P<JUll:tt +3 ! 2N (j11~tV,--3 / 2~M <J,ú~V + L<Jvvv+ ... = O , 

(V) 'Y]ltU =2A.uv +2}lvv -3()vv+1/ 5' (PC;UU +2N <J1tv -4M ()VV) + ... ="0 , 

(VI). AUll=cvv-2~v +2()1W-1/5(Nó-Utt --i3111<Juv+L'<JV;) + .. ~=O. 
Ahora de la~ tres primeras de estas ecuaiCiones pueden despe-

j¡arse . <JtIUU, ()UU, CU1I' con tal que el determinante; 

:y§N 
-5I{ 

,-P 

o 
-IOK<J 

. -p<J 

-2Pü 

O 
'5K'v 

sea diferente de cero, es ~ecir con tal que, sea: 

(7.1) I{ (2p2_5KN) =1=0 " 

8.-Por el momento, supongamos que la desigualdad (7.1) sea 
satisfecha, postergando hasta el n!! 9 el examen del significado 
geométrico de esta hipótesis .. 

Podemos suponer sin restricción que fl sea idénticam~nte nulo 
(v. (4.1»); as] tenemos solamente seis funciones incógnitas, es, 
decir y, (), E, 'Y} , A, <J. Del sistema (~) podemos despejar cada 
una de las derivadas: 

Para e1l1as resultan expresiones del tipo: 

(8.1) 

<Jttm¿= <p (1) (y,Yv,Yvv, (),()11,O/l.,,(Juv, ()vv,c,CU,CV) c-uv,cvv, 

'Y},'Y}~,11v, lluv,'Y]vv,A,II.¡¿, Av;Auv, Avv,<J,<J1¿,<JV , 

<Juu,<Juv,<Jvv, <JUU'V,<J11VV, <Jvvv), 

()UU =<p(2)( ••• ), 

cuu =<p(3)( ••• ), 

ylfl, =<p(4) ()v,Au,<J, <Ju,<Jv ) , 

'Y}U1t =<p(5) (y,"¡'v,(),(),u,()v, '()vv,c,cu,cv,11,11ul llt),A,A~,Av, 

Aut,<J,<Ju,<JIj. (}'ttu, <Juv, <Jvv ) , 

Auu. = <p(6) '( y, Yv,(), ()u,()v,,()1IV,E,cu, Cv,C'1.'v,11,111h 'YIv, 

A,'\u,Av,<J,<J1.,<JV , <Juu,<Juv,<Jvv) , 

donde <p(2) Y <p(3) dependen de las mismas funcjenes y derivadas 
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del las :cuales depende <p(1). No es necesario, esri.~('.ificar la forma 
de las funciones <p (i) • 

Por consiguiente las e,cu3Jciones (8.1) constituyen un siste­
ma de un tipo un pO'co más general que el de SOFIA KOWALEWSKI. 
El teorema de completa integrabi1:iJdad s'ubsiste también 00 estas 
condiciones más generales (1). 

Por lo tant'o podemos 3!firmar la existencia de un sistema 
de' integrales 'que~orresponden a un grupo conveniente de con­
diciones iniciales como lo haremos en el teorema del n Q 10. 

9.-rero, antes .de enunciar nuestro Tesultado acerca del pro­
blema A), es preciso que establezcamos hasta qué punto la hipó­
tesis (7.1) es realmente ine\ritaJble. 

Esta hipótesis rige ciertainente excepto en el caso donde: 

(9.1) K=O, 

o bien: 

(9.2) 2p2_5KN = O. 

L;uego tenemos un primer caso de excepción si: las líneas paramé­
tricas v (o sea ~l= const.) son curvas principales. Si este caso 
particular tuviese lugar, cambiaríamos las líneas páramétricas de 

. tal manera que el nuevo valor de ]í no fuese ya idénti'camente 
cero, y entonces nos reduciríamos al caso general. Hay sólo un 
caso en el cual, aun ,cambiando las líneas paramétricas,es impo­
s:i!ble 'evitar la excepiCión presentada por (9.1): este caso, se pre­
senta cuando la' ecua!ción diferencial dada '(1.5) ,de las líneas 
principales se reduce' a una identidad, lo que ocurre cuando [a 
superficie S buscada debe tener Icurvas 'Principales indetermina­
das. Pero en este caso podemos acudir a un teorema bien conoci­
do de CORRADO SEGRE<.:;l): una superficie que tenga curvas princi­
pales indeterminadas es necesariamente una desarrollable, o "Rna 
s:llperfiicie de VERONESE. Aun dejando aparte esta efectiva enume­
ración de las supm'fi'cies que tienen líneas princjlpales indetermi­
nadas, lo que realmente tiene interés para nosotros en este mo-

(1) C. RIQUIER: Les systémes d'éq'l.bations a'l.¿X dérivées part~elles, París, 1910, 
v. p. 472. 

(2) Le linee p?'inoipali di 'I.bna s'l.(,perfioie di Sr: e 'I.tna propietá oamtteristioa della 
8'upm-¡ioie dv. Veronese, Nota Ir, Rend. 'della R. Acc. dei Lincei, (5), vol. 
XXX, 1921. 
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mento -relativamente a nuestro teorema de existencia- es que 
cuando la hipótesis (9.1) es invariante respecto a las transforma­
cionés de' las coordenadas curvillnea~, la existencia de la superfi­
cie buscada puede considerarse -como cierta a priori. 

Discutamos ahora (9.2): rram:bién en este ,caso, si se averigua 
la hipótesis 'Particular considerada, se puede tratar de acudir a 
una tranSlforma-ción de las coordenadas ,curvilíneas tal ¡que no 
deje subsistir, aquella fórmula. También ahora debemos única­
mente interesarnos por la manera según la cual podemos evitar 
la dificultad cuando esa fórmula resulta invariante respecto a 
cualquier transformaJción de las coordenadas cm'vilíneas. 

Entre tanto debemos preg'untarnoiS cuándo ocurre que Una for­
ma 'CIuíntica ibinaria en las dos variables Y2, YI: 

<P=HYI5+LYI4Y2+1I1.YI3Y22+NYI'2V2a +PYIY24+ K Y25 

presenta y conserva la parücularidad (9.2) cualquiera que sea 
la translformación lineal homogénea a la cual se sometan las va­
riables homog,éneas YI, Y2. Se ve fácilmente que la condición ne­
cesaria y sufi'ciente es "que la ;forma <I> sea la quinta potencia de 
una forma lineal. 

En efecto, IJoc1emos suponer l{=l=O~ El significado geométrico. de 
la hipótesis (9.2) es Jque el grupo de, cinco puntos -que (en coorde­
nadas proyectivas. homogéneas VI, V2) es representado 'por la elCua­
ción <P = O goza de la propiedad que el punto A (YI,= 0, Y2 = 1) 
tiene su tercer, grupo polar reducido a un punto doble B. Además 
esta propiedad tiene que ser conservada cuando el ,punto A queda 
fijo y <P se transforma Ipor medio de una substitución lineal arbitra­
ria en las! variables YI, Y'2. Alhora bien,elegimos inicialmente las co- . 
ordenadas proye:ctitvas YI, Y2 de manera que en el punto B(I) re­
sulte YI = 1, Y2 = 0, de donde sigue P = N = O. Entonces, impo­
niendo 'que la conJdición (9.2) sea conservada por la transforma­
ción particular: 

donde Ct. es una ,cantidad arbitraria, se concluye de inmediato 
que M = L = H = O. T.Juego <P = [(YiG,; y volviendo a 11n sistema 
arbitrario de coordenadas proyectivas YI, Y2 sigue subsistiendo ,la 
cir~unstancias que<P es la quinta potencia de una forma lineal. 

Por, consiguiente, si la hipótesis (9.2) HO puede evitarse me-

(1) Que es necesariamente distinto del punto A porqueK;éO. • 
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diante un cambio de las., coordenadas c:urvilíneas, esto signifi~a 

que el primer miembro de la ecuación :(1.5) es la quinta po­
tencia de una forma. diferencial lineal. Entonces la cuestión a 
que tenemos que contestar es: /, existe alguna superficie lCuy{)S 
cinco sistemas; de líneas princ:lipales se reducen a un solo sistema 
contado cinco 'Veces? Sin ocuparnos aquí de las superficies más 
€,enerales qiUe gozan ele ffita :propied8Jd, 'para nosotros es sufi­
ciente olbservar que la existencia de superficies: que se hailan en 
estas ,condiciories puede 'concluirse acudiendo a ejemplos particu­
lares. Ahora bien, en una Memoria precedente (1) he determinado 

, toda la clase de las superficies del espacio SG que poseen un sistema 
quíntuple de líneas principales plan,as (2). 

10.--,Estamos' abora en condición de Icontestar a [la pregunta 
formulada en el problem~ A) por medio del siguiente teorema 
general: 

Siendo dada a,rbitrariamente la, ecuac1:ón diferencial de leís, cur­

vas prinmpales, siemprec,;;.:isten.. superfi,eies que" poseen esas c~w­

vas principales. Más precisamente, sea prefijada aTbitrariame1vto 

la ecu(J)ción: 

(10 .1) Hd~¿5+Ld~f}dv+Jlld~lhlv2+N d1fY'dv3 -t-Pd~¿d,v4+J{dv5=0, 

donde: 

(10..2) 

y: 

(10.3) 

J{ =l= O 

Pa,Ta obtener ~ma, superficie S q~(,e no represente ninguna ecua­

ción de Larplace, cuyas curvas p1'incipales son dadas por la ecucr­
c.ión diferencial (10.1), esto es, para obtener el sistema de ecua.. 
ciones ftmdamentales (1.3) de la s'U/perficie S, podemos dar .fEf­

bitrariamente, además de la condición II = O (q1.¿e conctierne so­
lamente al factor, de proporcionalidad ,t} ele las coordenadas homo­

géneas del p~mto q~ie describe la s'liperficie S), las funciones de la 

sola variwble v a lacua.l tiene que reducirse cada una de las fun­
ciones: 

(1) A. TERRACINI: Sui sisterni semplicemente infiniti di piani' nello spazio a cin­
q1~e dimensioni. Atti delle Scienze di Torino, vol. 73, 1938; 

(2) Ellas (si no representan ninguna ecuación de LAPLACE) se logran como lu­
gares de las "cónicas focales" de los p1anos que pertenecen a una familia 
00 1 tal que· dos planos consecutivos siempro se corten en un mismo punto 
según un ~orden de aproximación <J§;6. 



- 21-

para '/.,/'n valor inicial u = Uo (1), M edriante estas condic'iol1;es r¿·n1cia:­
les todas lcts funciones que etpetrecen corno coeficü;ntes en el siste­
ma. de ec'/.,{,áciones fundamentales (1.3). q'Ltedan itnívocame,nte de­
t erminad,a:s. 

¡ , 

Si no se ,c'Ltrnple '/.,lna de las designaldades (10.2), o (10.3), po-
dernos red'Lwinw:t ,())l caso p1'e.cedwnte rnedia,nte una t1'ansfonnet­
oión de las coordenadas IC'L¿TV1:zíneas u, 'V, excepto en el caso en que 
el prüner miernbro de la ecuación (10.1) se red'/.,¿ce idénticamen­
te a CM'O O' es la qu.inta potencia de '/.,(,1ta for11'lta difeTencial lineal. 
Pero en estos dos casos excep'cionales leL existencia de la s'/.,¿per­
ficie b'/.,¿scada q'/.,¿eda a8'eg.1.wa,da ya por otros rnedios. 

11.-Hasta ahora nos ocupamos 'Únicap1ente del proib[ema A). 
AJhora tenemos que considerar de nuevo el problema B). Pero es 
claro (:rue en general, a la pregunta formulada en este problema 
tenemos ¡que contestar negativamente, . porque, de otra manera, 
sería necesario que' el precedente siste1~a. (~) -en el cual todavía 
podemos suponer' !J. = 0- admitiera una solución donde la función 
in'cógnita O' fuera. una función arbitraria de ras dos variahles u, v. 
Por lO' contrario, la solución de este sistema depende únicamente 
de las fun1ciones arbi~rarias de, la sola variable 11) que han s~do 

indicadas, en el n.l'0. 

l~.-Volviendo al problema A), la forma de la. cual hemos for­
mulado su resolución lleva a la ¡conclusión que, dada una super­
ficie clllarquiera 1en el espaCio S[), siempre existen, muchas otras 
surperfi'cies. S' que pueden representarse sobre S de manera que se 
correspondan todos los, sistemas de líneas principales. De aquí 
si!gué la obse,rvación hecha al fin de la introducción de esta Me- . 
moria. Sin ocuparnos ahora de desarrollar ulteriormente este asun­
to, nos. limitamos a dar' el ejemplo siguiente de una tal repre­
sentación, donde las superficies S y S' pertenecen a tipos' .comple­
tamente distintos. Es bien sabido(2) que si la superficie. S repre-

(1) El prefija1\. la función ele la variable v a la cual tiene que reelucirse y para 
'I.{'='I.vo tiene como consecuencia (junto con la conelición 'I.L=O) fijar el factor 
ele las coorelenaelas homogéneas, como se Vf1' o bservanelo la fórmula (4,1) Y 
las elemás fórmulas cOlltenielas en la nota elel n. 4, 

(1) ,CORRADO SEGRE: Le linee p1'incipali di! 1&110· s'I.&perficie di S", e 1ma proprietá 
oa1'atte1'istioa della s'l.Lpe1·ficie di Veronese, Nota 1, Ren. della R. Acc. elei 
Lincei, (5), VlOl. XXX, 1921. . 
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senta una ecuación ele [;APL~CE no 'Parahólica, dos de sus sistemas 
de líneas. 'Princirpales -son dadoS' por las características;, mientras 
que los tres sistemas restantes son envueltos. sobre la superficie 
por~na t.erna bien determinada de tangentes euya Hessiana coin­
cide con el par de tangentes, a las IcaracterÍsticas. Ahora bien, sí 
partimos de una tal superficie ''8 y formamos la ecuación diferen­
cial Ide sus, curvas princip3iles, 'podemos adoptar esta emlación co­
mo ecuación (10.1) Y aSÍ, .según nuestro teorema general, logra­
mos varias superficies S' que no representan ninguna ecua!ción de 
LAPLACE. Como es; daro, cada una de ellas corresponde a la super­
ficie S con conservación de los cinco sistemas de líneas principa­
les, aunque ras estructuras proyectivas de S y S' son tan profun­
damente distintas; entre sÍ, que S representa una ecuación de La­
place, y S' ninguna. 

A.lejandro Ter'racini 

T'ulcumán, 2·5 de J.unio de' 1940. 


