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SOBRE LA EXISTENCIA DE SUPERFICIES CUYAS

LINEAS PRINCIPALES SON DADAS

por ALEJANDRO TERRACINI

Las lineas més importantes trazadas sobre una superficie S del
espacio proyectivo de cinco dimensiones Sy son sin duda sus lineas
principales V. De estas 1ineas pueden darse varias definiciones, en-
tre las cuales recordamos las siguientes: '

@) Hay’ ! hiperplanos que cortan la superficie S seglin una
linea que tiene un punto cuspidal en un punto dado z de la super-
ficie; hay generalmente cinco de estos ! hiperplanos para cada uno
de los cuales el punto z viene a ser un tacnodo. Las correspondientes
rectas tangentes en el punto z son las cinco tengentes principales.
Estas tangentes principales envuelven sobre la superficie S los
cinco sistemas de curvas principeles .

b) Las. tangentes principales en el punto z pueden definirse
como las que pertenecen a aquellas curvas de la superficie S que
pasan por el punto z de tal manera que sus S3 osculadores en el
mismo punto & coincidan -icon los S3 que son 2-tangentes a la‘su-
perficie en el punto = segtiin la direccién de las mismas curvas .

¢) A lo largo, de mna curva principal dos planos tangentes con-
secutivos resultan incidentes segin un orden de aproximacién o
més grande que 2 (que es el valor ordinario de ¢ para dos planos
tangentes consecutivos de una superficie de S5) y por consiguiente

=4 @
S4®,

(1) Para poder admitir también lineas principales imaginarias- (como lo sobre-
entenderemos en lo sucesivo de esta Memoria) suponemos que lafsuperficie
§ sea andlitieca aunque esta hipétesis no es siempre necesaria. ’

(2) CorrADO SEGRE: Preliminari di una teorta delle varietd luoghi di spazi,
Rend. del Cire. Matem. di Palermo, t. XXX, 1910, Ntm. 24.

(3) E. BoMmPIANI: Sopra alcune estensioni dei teorem? di Meusnier ¢ di Eulero,
Atti della R. Acc. delle Scienze di Torino, vol. XLVIIIL, 1913,

(4) A. TERRACINI: Sull’incidensa di spazi infinttamente vicind (Scritti matema-
tici offerti a Luigi Berzolari, Pavia, 1936). V. también CORRADO SEGRE: Sul-
le linee principali di una superficie di S5 ¢ una proprietd caratieristica del-
la superficic di Veronese, Rend. della R. Ace. dei Lincei, (5) , vol; XXX,
1921.
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Tomé dltimamente nuevo interés el estudio de las curvas prin-
cipales, después que BrascHRE @ acudif a ellas en unas investi-
gaciones de cardcter topolégicéd, en cuanto coordené unas parti-
cularidades topolégicas de un 5-fejido (5-Gewebe) @ de lineas
planas’ con unas circunstancias especiales que pueden afectar las
curvas principales de una superficie. ‘

Pero, a pesar del hecho que la primera aparicion de las cur-
vas principales se remonta a treinta aflos atrds, pocas cosas §on
" conocidas sobre ellas.

Por ejemplo, no se sabe todavia si, dada a priori arbitrariamen-
te la ecuacién diferencial de las lineas principales, puede afir-
marse la existencia de una superficie que tenga efectivamente esas
lineas mprincipales. Hita laguna ha sido indicada también por W.
BLASCHKE v G. BoL en su nuevo libro: Geometrie der Gewebe (Ber-
lin, 1938).

Yo logro en este trabajo llenar esa laguna, probando que puede
contestarse afirmativamente a la pregunta. Ya i‘egumi los resulta-
dos de mis investigaciones en una breve comunicacién a la Acadé-
mie des Sciences de Paris @, y doy ahora una relacién més de-
tallada de ellas.

Del siguiente tratamiento del argumento resultard también que,
dada la ecuacién de las eurvas principales, hay todavia un cierto
grado de indeterminacién en las superficies que tienen esas curvas
principales. Por consiguiente, las propiedades proyectivas de las
superficies pueden reflejar particularidades topoldgicas de sus
curvas principales sélo en un grado limitado. Por lo tanto, el lazo
descubierto por BLASCHKE, aunque se refiere a un caso especial,
parece particularmente notable. Pero por la misma razén no pa-
réce prdba)ble que puedan esperarse muchas otras ulteriores rela-
ciones de este género. ‘

1—Sean z; (1 =1,2,...,6) coordenadas proyectivas homogé-
neas de los puntos # de un espacio de cineo dimensiones S;. Las

(1) Uber die tangcn-ten einer ebenen Hurve finfter Klasse, Abh. d. mathem.
Sem. der Hamburger Universitit, vol. 9, 1933.

(2) Un 5-tejido estd constituido por cinco familias col de curvas tales que todas
estas familias cubran simplemente una misma regién. Las particularidades
mencionadas son: I) refiriéndonos a un 5-tejido, que su rango sea miximo;
IT) refiriéndonos a una superficié, que a lo largo de cada curva de cada
sistema de lineas principales los planos tangentes estén en un hiperplano.

(3) A. TErRrACINI: Sur [’existence de surfaces ayant des lignes principales don-
nées, Comptes rendus de 1’Acad. 'des Sciences:de Paris, 1939.
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consideraremos como funciones de dos parametros independien-
tes u, v, o mejor, mas brevemente, consideraremos al punto z co-
mo una funcién de los mismos parametros. Hseribiré z, para
o%/du, ete. '

Es bien sabido que la ecuacién diferencial de lag curvas princi-
pales es:

(1 1) l Ty Ty Ty Lo AU + Tup AV, Zypdu + Xy dv,
Tyun AUB 4+ 3 Tuw du? dv + 3 Ty du dVZ + Tpwy du? ] =0,

donde con la notacién usada en el primer miembro entendemos
indicar el determinante obtenido substituyendo z por las seis
coordenadas del mismo punto. Indicaremos el mismo determinante
también eon. Q.

Con notaciones analogas si ponemos:

| Ty Ty Lvy Tuny Tuvy Luun l =h,
a) " —
8 | @, Tuy Tu, Tuuy Luvs Tuww | - | €5 Tu Toy Tuny Tovy Twwa | = 1,

ete., la ecuacion (1.1) puede escribirse:
(1.2) h duP++1dut dv+m du dv?+-n du? dvi-+ p du dvi4-k dv®=0.

Como la dimensidon del espacio es 5, hay seis puntos, entre el
punto z y sus derivados sucesivos, que son linealmente indepen-
dientes; cada uno de los restantes puntos derivados puede expre-
sarse como combinacién lineal de ellos. Asi, si los puntos ,

L, Ty Tuu, Tuv, Top SON linealmente independientes, es decir si la su-

perficie S no representa ninguna ecuacién de Laplace, obtenemos el

sistema de ecuaciones fundamentales de la superficie S:

Ly =0P DD 2y 2y 0Zyut BTuvt-TLow
) Ty =8P 2LD® 2P 2y yXyu—1-0Typt-ETup,
{1-3) )-’vmza<3’x+b‘3)xu+ B ZTy4M Tyn-+Rup—+-Uoo,

| Loop=0 P20 B xy - DTy 0Tuud-VTus +-0Zw,

donde los 24 coeficientes son funciones de las coordenadas curvi-
lineas %, v. El sistema (1.3) representa una clase de superficies
S proyectivamente equivalentes. Poniendo:

(14) ] T, Tu, x,,. Lyus Tuvy Tov I =A
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(A=i=0), la ecuacién (1.2) puede dividirse por A y escribirse en la
forma:

(1.5) Hdww+Ldutdv+Mduide? +Ndudvd-+ Pdudvt4-Kdv®=0,
donde

h l m

= =1 L=-— =3 f- = —o—3043u -

- H A t; L A 3e—pB; M A a—>30-4-3p;
1.

N= ——=o 3\+3y; P= —L—=sn—v; K= L =o.

Todo esto, hasta este punto, es bien sabido. Pero, por lo que sé,
mé parece que la observacién siguiente no ha sido todavia efec-
tuada. Una transformacién de la forma.

(1.7) z=% (uv) X

lleva los primeros miembfos de cada una de las ecuaciones (1.1) y
(1.4) a las expresiones andlogas formadas empleando X en lugar
de z, a menos del factor 9. Por lo tanto las expresiones H, L, M, N,
P, K, son invariantes por la transformacién (1.7).

Ademds, transformemos las coordenadas curvilineas de manera
de eonservar cada uno de los sistemas de lineas paramétricas, po-
niendo:

(1.8) U=mu (#1), v=wv(vy).

Se controla ficilmente que la forma diferencial fraccionaria:

Hduwd++ Ldu*dv4+Mduddv? 4+ N durdvs +Pdudvt K dvd
(1.8) — 3 du?® dv? '

queda invariada después de la transformacién (1.8). Por consi-
guiente la forma diferencial fraccionaria (1.9) ligada con una su-
perficie del espacio S5 (que no representa ninguna ecuacién de La-
place) depende Unicamente de la superficie y de la eleccion de las
lineas paramétricas.

Podemos lamar a la forma (1.9) forma diferencial fundaomen-
tal de la superficie S, a pesar del hecho que depende de las cur.
vas paramétricas. -

2.__De la precedente observaciéu sobre la forma diferencial fun-
damental (1.9) sigue que debe ser posible encontrar wuna signi-
ficacién geométrica de ella.



—7 —

Para hallar tal significacién, consideremos un punto z=z(u v)
sobre la superficie, una direccién © por este punto —que es dada
como razén de las diferenciales du, dv— y el hiperplano E que es
2-tangente a :la superficie S en el punto z segln la direccién dada,
es decir el hiperplano que contiene los planos tangentes en cada uno
de los puntos z y = (ut-du, v4dv). Si C es una curva de la super-
ficie que pasa) por el punto x en esta direccién, y z es otro punto de
la linea C que esté en proximidad del punto z, cada una de las lineas
paramétricas que pasan por el punto z corta la curva paramétrica
del otro sistema que pasa por el punto z en un punto. Sean zy y 2
los puntos asi logrados, donde p. e. z; pertenece a la curva % (es
decir v=const.) ‘que pasa por z. La recta xx; corta el hiperplano &
en un punto X;. Finalmente sea m un punto arbitrario de la misma
recta z2; que no se acerca, indefinidamente al punto x cuando z—>z.

Ei término principal de la razén anarménica:

(2.1) (z &y Xy m)
cuando x—x coincide con la forma diferencial fundamental (1.9) @,

Si substituimos la recta zz; con zza v los puntos Xi, m con Xz, n
definidos de manera anédloga, también el término principal de lo ra-
20n anarmoinica,:

(2.2) (z z2 X2 n)
coincide con la misma forme diferenciol fundamental.

Podemos observar que cada una de las razones anarmoénicas con-
sideradas no es simétrica respecto a los sistemas de lineas paramé-
tricas; pero, a pesar de eso, ambas razones anarmoénicas llevan a la
misma forma diferencial. ’

Para demostrar el teorema, observo que el Sy £ es determinado por
los puntos:

X, Tyy Ty Lyu AU~ Byp AV, Ty AU+ Ty U .

(1) Suponemos que esta direccién es distinta de las de ambas lineas paramé-
tricas que pasan por el punto .

(2) Esta propiedad muestra cierta analogia con la definicién de las llamadas.
formas elementales de una superficie en el espacio ordinario dada por
E. BoMPIANI: Le forme elementari ¢ la teoria proiettiva delle superficie,
‘Boll. dell’Un. mat. italiana, 1926.
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Razonaré sobre la razén anarménica (2.1); pero lo mismo podria
hacerse sobre la razén anarménica (2.2). Expresemos los puntos de

la recta zz; como combinaciones lineales Az + Bz, de los puntos
z, z,. Ahora:
— 1 1 =
(2.3) x:a:—!—dx—}——zdzx—l— —G—dgm—l— -
y:
(2.4) zy=ztzydutt/s (2, dPut Ty du®) +
+1/6 (2u@PU~-32y AUPUA- Truudu®) . ..

El valor de la razén B/A en el punto X, estd determinado por la

ecuacion :

(2.5) |%,%u0%0o Tuu IU—-TupdV, Tyt Ty, A(L/ 20?241/ d? ... ) -
+1/,B (L2 Ty dudPu-2 /3 Loy @+ Tuypdudv+ Tupdudo®-+
1/ s TP -...) | =0.

Por consiguiente tenemos como término prineipal

P S T
B o Q

con tal que el determinante escrito en el denominador no sea cero,

lo que puede suponerse si la superficie S no representa ninguna

ecuacién de Laplace. En este caso, substituyendo Zyuu Zuwwy Tuvo,

Zyop Segln las ecuaciones fundamentales (1.3) obtenemos:

Hdus -+ Ldutdv - -Mduddv?4-Ndu2dvd +Pdudvtt-Kduv®
o 3 dudv?

B
2.71)—=

Para el punto m, el limite de B/A cuando z—>z tiene que ser —1
para que sean eliminados los términos de (2.3) v (2.4) que no de-
penden de lag diferenciales. Por lo tanto el término principal de la ‘
razon anarménica (2.1) es el mismo que el de la razén anarmdnica
formada por «, 0, _1 y el valor de B/A expresado por (2.7), es
decir coincide con (1.9).

3.—Aunque nos interesen principalmente las superficies que no
representan ninguna ecuacién de LAPLACE, vale la pena hallar qué
vienen a ser los términos principales de las razomes anarmdnicas
(2.1) y (2.2) cuando la superficie representa una ecuacién de
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LapLAcE. En este caso los seis puntos &, Ty, Ly, Luw, Luv, Ty SON liga-
dos por mna ecuacidén lineal homogénea de tipo no parabdlico o para-
bélico. Supongo que los S; osculadores de lag curvas »aramétricas no
sean contenidos en log correspondientes S, osculadores de la super-
ficie . También ahora considero p. e. (2.1). Tl tratamiento del
n.2 puede aplicarse también ahora hasta la fé6rmula (2.5) ineluida.
De esta férmula, en las eirqunstancias actuales, sigue

3.1 B Q
A Ty Ly Loy Ty DU Lo OV, o U~ L0 L g | A3

Por consigmiente, usando este valor de B/A en lugar del valor
dado por (2.7), nos encontramos en condicién de concluir que si
la superficie representa muna wecuacién de Laplace, el término

principal de la razén anarménica (2.1) cuando z — z, coincide con
la forma diferencial escrita en el segundo miembro de (3.1), con
el signo eambiado.

Es importante observar que en el caso actual:

1) La estructura de la nueva forma diferencial es completamen-
te distinta de la del caso precedente. Ahora, por ejemplo, el nu-
merador y el denominador resultan del mismo grado. Més precisa-
mente en el caso actual —como sze averigua facilmente —_ numera-
dor y denominador de dicho término principal admiten un divisor
comin de segundo, grado (que igualado a cero representa el doble
sistema de las caracteristicas). Por lo tanto numerador y denomi-
nador pueden reducirse a formas de tercer grado. La segunda, evi-
dentemente, es proporcional a du3, mientras que la primera, si la
igualamos a cero, representa los tres sistemas ulteriores de lineas
principales (v. la Gltima citacién hecha al fin de esta Memoria).
Cuando la ecuacién de LAPLACE es de tipo parabélico, caben ulte-

riores reduceiones.

" (1) Esta hipétesis no seria nunca realizada si el S, osculador a la superficie en
el punto & contuviese el S, osculador en el mismo punto a cada curva traza-
da sobre la superficie que pasa por el punto #. Pero en este caso la super-
ficie estaria en un espacio §,. Observamos también que el contenido del n. 3
se aplica al caso expresamente enunciado en el texto, en que la super-
ficie representa sélo una ecuaciéon det LAPLACE; si representase dos de ellas,
seria una superficie desarrollable, y entonces numerador y denominador de
la fraecién eserita en el segundo miembro de (3.1) serian ambos idénti-
camente nulos.
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2) Las dos razones anarménicas (2.1) y (2.2) no llevan ya a '
la. misma forma diferencial.

4._ Volvamos ahora al caso general, y consideremos los proble-
mas siguientes:.

ProBLEMA A.—; Stendo dada arbitrariamente la ecuacidn diferen-
cial (1.5), existe una superficie tal que la ecuacion de sus lineas
princrpales coincida con (1.5)°?

ProBuEMA B.—;Siendo dada arbitrariamente la forma diferen-
cial fraccionaria (1.9) existe una superficie tal que su forma dife-
rencial fundamental coincida con (1.9)9¢

Las superficies que eventualmente satisfagan a la condicién
enunciada en el problema’ B) tienen que ser buscadas entre las
superficies que no representan ninguna ecuacién de LAPLACE, como
es iclaro. IEn cuanto al problema A), esto no es ya mnecesario; pero
veremos que la pregunta que constituye el contenido del problema
A) siempre se contesta afirmativamente, aun no considerando las
eventuales soluciones que pueden ser suministradas por superficies
que representan ecuaciones de LAPLACE. Por lo tanto nos limitare-
mos, en ambos casos, a estudiar superficies que no representan nin-
guna ecuacién-de [:APLACE.

Una tal superficie serd representada por un sistema de ecuacio-
1es fundamentales del tipo (1.3). Ella estd ‘determinada de ma-
nera finica, a menos de una transformacién homogrifica, cuando
las 24 funciones que aparecen como coeficientes en aquellas ecua-
ciones son efectivamente conocidas. Por lo tanto consideraremos co-
mo incbgnitas, en lugar de la superficie S, a las 24 funciones men-
cionadas. '

De cualquier manera wque se encare la cuestién, es imposible
cvitar una cierta complicacién, que es inherente a la complejidad
intrinseca del argumento. Sélo podemos tratar de reducir la com-
plicacién en lo posible. Esta consideracién justifica un examen pre-
vio de la manera még conveniente de dirigir el tratamiento.

Si el segundo problema.admitiese una respuesta afirmativa, ésta
va contendria en si, al mismo tiempo, una andloga contestacién
afirmativa al primer problema. Por eso, pareceria conveniente en-
carar directamente el problema B). Ahora .bien, al examinar su-
perficialmente este problema, podriamos sentirnos inducidos a tra-
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tar de comprobar que siempre es resoluble, debido a la circuns-
tancia que las 24 funciones incgnitas estdn sujetas a:

1) las condiciones de integrabilidad del sistema (1.3), que son
en numero de 18 (esas condiciones se encuentran escritas explicita-
mente mas adelante) :

2) las ecuaciones que traducen las condiciones efectivamente im-
q

plicadas por el problema B): estas condiciones llevan a 6 ecuacio-

nes ulteriores en las 24 funciones incégnitas.

En: consecuencia el problema B) lleva a un sistema de 24 ecuacio-
nes en 24 funciones incognitas. Sin embargo, considerando la ob-
servacion del n.1, parece menos probable ‘que tal sistema sea com-
patible. En efecto, si exiSte un conjunto de 24 funciones que satis-
facen a ese sistema, éste tiene que ser todavia satisfecho cuando
aquellas funciones son reemplazadas por las nuevas 24 funciones
en que aquéllas se transforman cuando las coordenadas homogéneas
de los puntos se multiplican por una funcién arbitraria. Con pala-
bras poco diferentes, esto equivale a decir que mediante la trans-

formacién (1.7) la funcién p se transforma en otra funcién p tal
que: M -

By

el

y por consiguiente siempre es posible escoger la funcién & (u, v) de
manera que el huevo valor de la funcién p resulte idénticamente
nulo. Lmego el conjunto de las 24 ecuaciones de condicién realmente
implica sdlo 23 funciones incognitas.

(4.1) ni=p 4

En estas condiciones he preferido estudiar el problema A) en lu-
gar del problema B). El tratamiento efectivo de este problema en-
sefiard que la respuesta es afirmativa, como ya lo hemos mencio-
nado. Al mismo tiempo resultari confirmado que, por lo contra-
rio, generalmente el problema B) no admite soluciones.

Naturalmente las condiciones de integrabilidad del sistema de
ecuaciones fundamentales (1.3) desempefian un papel notable.
_Ocurre, como lo veremos, que ellas pueden resolverse en términos

(1) Las funciones (3, ©, & 7, ®, v quedan invariadas, mientras:

v v

— 5 ’a‘u -_ ’ﬁv . -l ’&'LL R o s . a
o=o043 K Yy=v+ = 6=06-+2 5 A=A+2 o 5 e=e+d -
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finitos respecto a 12 de las funeiones incognitas, y precisamente a
las que aparecen como coeficientes de T, Ty, Ty Sigue que es posi-
ble volver a escribirlas iconservando corno funciones incégnitas sola-
mente: ‘

(4.2) a B T, Y, O, & M, A U, v, 0, @.

Existe el inconveniente gque de esta manera aquellas copdiciones
vienen a ser extremadamente engorrosas. Traté de disminuir. este
inconveniente teniendo en cuenta solamente los términos que sir-
ven efectivamente para establecer el teorema de existencia.

5—Como es obvio, las condiciones de integrabilidad del sistema
de ecuaciones fundamentales (1.3) se escriben confrontando los va-
lores de Zyyuy lograldos mediante la primerg v la segunda ecuacién,
los valores de Zyuww logrados mediante la segunda y la tercera, los
valores de Zuwy logrados mediante la tercera y la enarta. Siempre se
tiene que eseribir que los coeficientes de z, Ty, Zv, Tuw, Tuv, Xop lOgTa-
dos de las dos maneras, coinciden ordenadamente entre si. De esta
manera se obtienen 18 condiciones. Indicaré p. e. con (12z) la con-
dicién obtenida confrontando los coeficientes de z implicados en la
ecuacién lograda al derivar!la primera y la segunda de las ecuacio-
nes fundamentales, ..... , con (34 z,,) la condicién obtenida con-
frontando los coeficientes de z,, implicados en la ecuacién lograda al
derivar la tercera yila cuarta. ’

Es conveniente empezar a escribir las condiciones siguientes, que
ofrecen la ventaja de dar emseguida seis de las funciones incégnitas
expresadas por medio de las funciones (4.2):

{(12240) @ =oy—yu-+Bn-Fro—yd—en,

(23%4) B® =vyy—Mu+v> 401 f-e0—ma—hy—un ,
(34zuu) OO =np—w,+ny4Ant UO—0W—Vy—01 ,
(12z4) oV =g—Tpt+y1-+8etep—ae—pBu—rg,
(23%p) ¢ =py—=ep-F-NT-FAe+n2—ye-—du—so ,
(34%pe) €3 == Qy—ptWTVE—ET—A .

Escribamos ahora las condiciones (12z,) y (84%yy). Teniendo en
cuenta log valores de ¢‘® y b® que ya han sido determinados, ellas
dan también los valores de las restantes b y ¢, expresados por medio
de las mismas funeiones (4.2), es decir:

(1224y) DD =py—es+-du—pot-nr4-u>—ve—du—e0Q
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4B 4-2eh—ad—pLh—1v,
(3dyy) e = vyl vy--yH-s0—na-—iy—un--219
A2 puv—af—yv—-gh .

Cada una de las expresiones logradas para las b y las ¢ contiene,
ademds de las funciones (4.2) s6lo sus primeras derivadas, y re-
sulta lineal respecto a estas derivadas.

También cada una de las ¢ puede ahora expresarse de manera
andloga :

(122,) @D =c, P ¢,' Jye® 1 (3—a) ¢4 (e—B8)c™ —1c®
(12z,) a® =0,V —b,P—yb D+ (a—D) b J-(B—e)b® J1b@ |
(342,) a®=c,® —c,® fe® 4 (v—n) 2@ 4 (g—A)c® —uc®

(34x,) @ =0, —b,H— @bV i (1—v) b4 (h—p)b® b |

Cada una de las expresiones logradas para las « contiene, ade-
més de las funciones (4.2), sus derivadas primeras y segundas, y
es lineal respecto a las derivadas segundas.

En los segundos miembros de estas ecuaciones no substituimos
materialmente las b y las ¢ seglin sus expresiones que encontramos
anteriormente. Pero ya es claro que de esta manera también las a
pueden expresarse por medio de las funciones (4.2).

Finalmente tenemos seis condiciones més de integrabilidad, a
saber:

(122) v (—a)a® 4 (e—f) aP—1a™ 41, P—a, P =0,
(34z) —wa® 4 (n—v)a® +(h—0)a® 4pa® +a,®—a, D=0,
(232) —Me® - (y—Rr)a? - (d—pn) a® +ea® -0, —q,® =0,
(23u0)  Yut0u +h= o t-Dot-lo )

(28zy)  bpy®P—b;® =¥ bV (A—y) 0P 4 (u—0) 0P —eb@®,
(237, ) cu®—,® =a@ e L (y—_) e® 4 (d—p) c® Jec® .

Podemos considerar estas seis tltimas condiciones como las tini-
cas condiciones de integrabilidad, con tal que las a, b, ¢ sean subs-
tituidas segtn las 12 eondiciones precedentes. Indicaremos esas seis
ecuaciones, segin la forma que tomarian después de la substitucién
efectiva, como ecuaciones (I), (II), ...., (VI), sin escribirlas de
nuevo completamente. Por el momento, sélo observamos que cada
una de ellas es lineal respecto a las derivadas de orden maximo



— 14 —

implicadas en la misma. Sin embargo es conveniente poner en evi-
deneia log términos que contienen esas derivadas de ordén- méiximo,
para tenmer una guia en cuanto a la manera méas iconveniente de
aprovechar las mismas ecuaciones. Ellos son:

(1) —duwr—"Pavo +Yuun ~Fduuvt-Euwe —Twort. .. =0,

(I1)  —Quer—Vaww +Morw ~-Rupe=-"Nws — et . - =0,

(ITT) —Cypvt-Ouuw —Bovs—Yuuu ~+Suvr—huwr —€eor—FNunu=-. . . =0,
(IV)  vat-outhy—0,—0—u, =0 '

(V) 2Muy, 4-Varr—3Yuw —Mw+Quv —-Olwow —Mop—t-. . .=0,

(VI) 2€4p "l‘-va—"guq‘m —5uu+auv +Quu ""Yuu‘l“- ..=0.

6.—Emprendamos ahora la discusién de las condiciones ulterio-
res impuestas por el problema A). Siendo dada a priori la ecua-
cién diferencial (1.5), H, L, M, N, P, K son 6 funciones dadas
de u, v. Por eso, segin las férmulas (1.6), las, doece funeiones
(4.2) son sujetas a las seis nuevas condiciones:

1=0H; 3e—B=0L; a—30-13u —=0oM;

6.1
(6.1) 0—3A+3y=0olN; 3n—v=0P; o=0cK;

donde 6=¢ (u, v) indica una nueva funcién incdgnita.-

Resumiendo, tenemos ahora trece funciones incdgnitas, es decir
la funcién o (w,v) y las doce funciones (4.2) : ellas son ligadas por

las seis ecuaciones a derivadas parciales (I), (II), ..., (VI) y por
las seis ecuacioney en términos finitos (6.1).

Como es natural, eliminamos seis de las funciones incégnitas por
medio de las ecuaciones (6.1). Por ejemplo podemos despejar de
éstas o, B, T, ®, v, 0 vy logramos:

6.2 a=-—3u-++3d-+Mo; f=3e—Lo;1=Ho;
(6.2) w=Ko; v=33w—Po; 0=—3y-+3L+No.

Substituyendo en las ecuaciones (I), (II), ..., (VI), éstas
contendran sélo las siete funciones incégnitas:
(6.3) Y, 0,6 m A 0.

Nuestro problema A) queda asi esquematizado por el sistema
constituido por las ecuaciones (I), (II), ..., (VI) después de la

substitucién. Desde ahora pues la cuestiébn queda reducida al es-
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tudio de este sistema de seis ecuaciones a derivadas parciales en
las siete funciones inedégnitas (6.3). Llamaremos (X) a este sistema.

Pero, antes de transformar dichas ecuaciones, conviene .6bservar
que su forma sugiere eliminar las derivadas terceras de las dos
funciones inebgnitas &, v en las tres primeras ecuaciones por medio

de (V) y (VI). Por esta razén substituimos las ecuaciones (I), (II),
(IIT) por las nuevas ecuaciones:

(I)=51)+2(VID)a; () =5(11) +2(V)y;

(III?) =5(II1)—4 (V) y+4 (VI)o,

donde por ejemplo 5(I)4-2(VI), indica la combinacién lineal de la
ecuacién! (I) y de la.obtenida derivando (VI) respecto a u, siendo
5 v 2 los coeficientes de la combinacién lineal. El sistema () es
representado por las ecuaciones (I’), (I17), (IIT’), (IV), (V) (VI)
asi como lo era por las ecuaciones originales (I), (II), (III), (IV),
V), (VI)..

Considerando todo esto, el sistema () puede escribirse:

(1) 6luune —3Vaun 3o —68uuw 2N Gy —3M 63D 6pww
—5H 6ypy4-...=0,

(I17)  —Bhyow - 3Vaor —3ors —+-6dup—bD K 6uuy 8P 0 1u—38N Gupw
+2Moypppt-...=0,-

(I11°)  14hasso — T Vo7 Maws —14d 000 —P0usut-5N Guuo—0MGrov--
Loywp+-...=0, -

(IVy  4h—2vu+-2u —4dy+Now—Mopt (Nuo—M,) 6=0 ,

(V) M6V ur=-2h 1—Hop+-38 o—P s~ Ny -+Mopp-... =0,
(VI)  Bew—bttw -+20ur—4vuu +3hint-N cuut-Moyw —Lopwt-...=0.

Ahora una wulterior transformacién es sugerida por el examen de
estas ecuaciones. Las derivadas terceras de las funciones incégni-
tas ¥79, A, u se eliminan si substituimos las ecuaciones (I’), (II’),
(1IT’) por las ecuaciones:

A=) —=*/2(IV)au; (I177) = (A1) +3/2(IV ) ve;
(HI“) :'(III’))—’I/E(IV)M, .

Logramos asi:

(r ") l/ZNGuuu_“S/Z Mouuw +3L6uw -“5H0'1mv+ ...=0,
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(I1’) —5Kouuu +3P0uuv—2/2Nouww +/2M G+ . . =0,
(TIT17) — POt/ Nouur—?/oMouwo +Lowot-. . .=0.

Inicialmente €l sistema (X) estaba constituido por las ecuacio-
nes (I), (II), ..., (VI) que ya substituimos por las ecuaciones
(I7), (II’), (III’), (IV), (V), (VI); a su vez éstas pueden subs-
tituirse por las ecuaciones (I’’), (II’?), (III’’), (IV), (V), (VI),
siendo el conjunto de las mismas equivalente al primero. Desde
ahora -consideraremos el sistema (Z) como formado por estas Glti-
mas ecuaciones.

Desgraciadamente vemos que los términos que contienen las deri-
vadas de orden miéximo, que han sido los finicos tenidos en cuen-
ta hasta ahora, no nos permiten llegar a una conclusién acerca de
la existencia de un sistema de integrales del sistema (X), porque
en las tres primeras ecuaciones esos términos contienen sélo lalfun-
cién inedgnita ¢, mientras que las Gltimas contienen}“todas las siete
funleiones inedgnitas (6.3).

Por lo tanto formemos de nuevo las seis ecuaciones (I’’), (II'7),

., (VI) teniendo en cuenta también las derivadas segundas en
las tres primeras de ellas, excepto para la funcién o, para la cual
va serdn suficientes las derivadas terceras. Por este medio podre-
mog llegar a nuestro ohjeto.

Més precisamente trataremos estas ecuaciones de manera que pue-
dam resolverse respecto a unas derivadas de las funciones incbdgnitas,
cuyos indices de derivacién sean todos u. Ahora la ecuacién (IV) da
el valor dg v., y las derivadas de vy cuyos indices comprenden al me-
nos tna %, pueden deducirse de ella. Las ecuaciones (V) v (VI) dan
respectivamente los valores de Muw ¥ Auy. IHntonces, des-pﬁés de
calculos y reduceiones bastante engorrosas, se logra escribir el sis-
tema (Z) en la forma siguiente:

(L) 6[20H Yy, —16L3yy—2Ptyy+4Ney, —6Mep,—20H1,, +8LAyy
—10H Ay, +16L pyo] +1/oN6yui—3/2 Muuy—+8Loww —H 6pppt-...=0,
(I1’”)  6[—10Ad,y~8P3:y 18Ny, —20/ g, 16 Pty
+4AMN—2 LMy —12N Ao+ 20K 1y —1 6Py —12N iy, ]

—b5K0uuu—3 PGyu—= /N 6yopt1/oM6ppp4-...=0,

(III”’) o[—2LYpr—L8uu~+-2N0,0 —I’—13M51;u+5KEm,—‘6PEw—|—7N Eov1



- L —17 —

-6 IM 5 H1)yo—8 Mho--Low-2P o — AN tso—10M i
—P6u1m+3/21VGmw’_:s/z—M'O‘u;w +L6mm+-~- =0,
M No—M,

2 a 2 0=0,
(V) Nuw=2hy 200 —38p0+/5 (PCuy+-2N0yy —4M06p5) 4-...=0,
(VI) Ay =Eor—2Mup +-284—2/5 (Néyyy —3M6ypt+L6yy) 4...=0.

Ahora de las tres primeras de estas ecuaciones pueden despe-
jarse Guuu, Ouu, Euu, con tal que el determinante:

N
(IV) =200 50—

1N 0 — 9P
—bHK —10Kco 0
P - - —Po 5K¢

sea diferente de cero, es decir con tal que sea:
(7.1) K(2P>—5KN)==0.

8.—Por el momento, supongamos que la desigualdad (7.1) sea -
satisfecha, postergando hasta el n*9 el examen del significado
geométrico de esta hipétesis.

Podemos suponer sin restriccién que p sea idénticamente nulo
(v. (4.1)); asi tenemos solamente seis funciones inedgnitas, es.
decir v, 8, & m, A, o. Del sistema (X) podemos despejar cada
una de las derivadas:

N Ouyus 61“1, Euus Yaus Tuu, Lm .
Para ellas resultan expresiones del tipo:

61tuu:q7(1) ('Y,'Yu;'Ym;, 0,01,00,8u0, O00,E,EuE0, EunsEvu,
NNuMos NuvsNooshyhus Aoshuvy Ao9,0,0,00 ,
Oure;Ouvs Ovvy  GravvyGuvwy Ovww) s

duw =@ (...), V

gun =@ (...),

Yu :(P“) (607}\1476; G’IMG'D))

Nuu :q)(ﬁ) (y,y”,ﬁ,&u,t‘)v, ‘B‘Dﬂysasmsvmmm "]W}‘:)W:}"D,
Mit,0,0u,0y.  OunsOuvyOuo) 5

Miw =@ (V,v0,0, 81,80,0u0,8,8u, Ev,E00,MN My Mo,
AN iyAwy 0,01,60, GuuyGup, Ovs) 5

(8.1)

donde @@ y @® dependen de las mismas funcicnes y derivadas



de las cuales depende @Y. No es necesaric. esrecificar la forma
de las funciones ¢, “

Por consiguiente las ecuaciones (8.1) constituyen un siste-
ma de un tipo un poco més general que el de Soria KOWALEWSKL
El teorema de completa integrabilidad subsiste también en estas
condiciones més generales .

Por lo tanto podemos afirmar la existencia de un sistema
de integrales que corresponden a un grupo conveniente de con-
diciones iniciales como lo haremos en el teorema del n®10.

9.—Pero, antes .de enunciar nuestro resultado acerca del pro-
blema A), es preciso que establezcamos hasta qué punto la hipd-
tesis (7.1) es realmente inevitable.

Esta hipétesis rige cierta‘mente excepto en el caso donde:

(9.1) K=0,
0 bien: N
(9.2) 2P2—5KN=0.

Luego tenemos un primer caso de excepeién si-las lineas paramé-
tricas v (o sea w=const.) son curvas principales. Si este caso
particular tuviese lugar, cambiariamos las lineas paramétricas de
tal manera que el nuevo valor de K no fuese ya idénticamente
cero, y entonces nos reducirfamos al caso general. Hay sélo un
caso en el cual, aun cambiando las lineas paramétricas, es impo-
sible evitar la excepeién presentada por (9.1): este caso se pre-
senta cuando la "ecuacién diferencial dada (1.5) de las lineas
principales se reduce a una identidad, lo que ocurre cuando la
superficie S buscada debe tener ecurvas principales indetermina-
das. Pero en este caso podemos acudir a un teorema bien conoci-
do de CorrADO SEGRE® : una superfieie que tenga curvas princi-
pales indeterminadas es necesariamente una desarrollable, o wna
superficie de VBRONESE. Aun dejando aparte esta efectiva enume-
racion de las superficies que tienen lineas principales indetermi-
nadas, lo que realmente tiene interés para nosotros en este mo-

(1) C. RiQuiEr: Les systemes d’equamons aus defrwees partielles, Paris, 1910,
v. p. 472.

(2) Le linee principali di una superficie di S, € una propietd caratieristica della '
superficie du Veronese, Nota II, Rend. della R. Acc. dei Lincei, (5), vol.
XXX, 1921.
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mento —relativamente a nuestro teorema de existencia— es que
cuando la hipétesis (9.1) es invariante respecto a las transforma-
ciones de las coordenadas curvilineas, la existencia de la superfi-
cie buscada puede considerarse como cierta a priori.

Discutamog ahora (9.2). También en este caso, si se averigua
la hipétesis particular considerada, se puede tratar de acudir a
una transformacién de las coordenadas .curvilineas tal que no
deje subsistir aquella férmula. También ahora debemos tnica-
mente interesarnos por la manera segiin la cual podemos evitar
la dificultad: cuando esa férmula resulta invariante respecto a
cualquier transformacién de las coordenadas curvilineas.

Entre tanto debemos preguntarnos cuindo ocurre que una for-
ma quintica binaria en las dos variables ys, v1: '

Q= Hy*+ Ly *ya-+My: 2y +Ny12yo® +Pyiys* 4Ky
presenta y econserva la particularidad (9.2) cualquiera que sea .
la transformacién lineal homogénea a la cual se sometan las va-
riables homogéneas yi, 2. Se ve facilmente que la condicién ne-
cesaria y suficiente es 'que la forma ® sea la quinta potencia de
una forma lineal.

In efecto, podemos suponer H<=0. 1Bl significado geométrico de
la hipétesis (9.2) esjque el grupo de cinco puntos que (en coorde-
nadas proyectivas homogéneas y1, ¥2) es representado por la ecua-
cién ® = 0 goza de la propiedad que el punto 4 (y1 =0, yo=1)
tiene su tercer, grupo polar reducido a un punto doble B. Ademés
esta propiedad tiene que ser conservada cuando el punto A queda
fijo y @ se transforma por medio de una substitucién lineal arbitra-
ria en las variables yi, ¥2. Ahora bien, elegimos inicialmente las co-
ordenadas proyectivas ¥;, ¥» de manera que en el punto B® re-
sulte y;3 = 1, y» = 0, de donde sigue P = N = 0. Entonces, impo-
niendo 'que la condicién (9.2) sea conservada por la transforma-
cién particular:

| Y1 =Y Faye’, y2=y’s
donde @ es una cantidad arbitraria, se concluye de inmediato
que M = L= H = 0. Luego ® = Ky,*; y volviendo a un sistema
arbitrario de coordenadas proyectivas 11, 1» sigue subsistiendo la
cirecunstancias que @ es la quinta potencia de una forma lineal.

Por consiguiente, si la hipédtesis (9.2) no puede evitarse me-

(1) Que es necesariamente distinto del punto 4 porque K=<0. °

1
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diante un cambio de las coordenadas curvilineas, esto significa
que el primer miembre de la ecuacién (1.5) es la quinta po-
tencia de una forma diferencial lineal. Entonces la cuestién a
que tenemos que contestar es: jexiste alguna superficie euyos
cinco sistemas de lineas principales se reducen a un solo sistema
contado cinco veces? Sin ocuparnos aqui de las superficies més
generales que gozan de esta propiedad, para nosotros es sufi-
ciente observar que la existencia de superficies que se hallan en
estas condiciones puede conecluirse acudiendo a ejemplos particu-
lares. Ahora hien, en una Memoria precedente ’ he determinado
toda la clase de las superficies del espacio Sz que poseen un sistema
quintuple de lineas principales planas .

10.—FEstamos ahora en condicién de contestar a (la pregunta
formulada en el problema A) por medio del siguiente teorema
general : , -

Stendo dada arbitrariamente la ecuacidon diferencial de las cur-
vas principales, siempre cxisten superficies que, poseen esas cur-
vas principales. Mds precisamente, sea prefijade arbitrariamente
la ecuaciin :

(10.1) Hdw3-Ldu*dv-+Mduddv?-+Ndu dv? 4-Pdudvt -+ Kdv5=0,

donde :

(10.2) K40
Y:
(10.3) ' 2P2—5KN-0.

Para obtener una superficie S que no represente ninguna ecua-
cton de Laplace, cuyas curvas principales son dadas por la ecua-
cidn diferencial (10.1), esto es, para obtener el sistema de ecua.
ciones fundamentales (1.3) de la superficie S, podemos dar ar-
bitrariamente, ademds de la condicion p =0 {(que concierne so-
lamente al factor de proporcionalidad & de las coordenadas homo-
gémeas del punto que describe la superficie S), las funciones de la
sola varigble v a la cual liene que reducirse cada una de las fun-
clones :

(1) A. TERRACINI; Sui sistemi semplicemente infiniti di piani nello spazio a cin-
que dimensiont. Atti delle Scienze di Torino, vol. 73, 1938.

(2) Ellas (si no representan ninguna ecuacién de LAPLACE) se logran como lu-
gares de las ““cdénicas focales’’ de los planos que pertenecen a uma familia
ool tal que dos planos consecutivos siempre se corten en un mismo punto
segn un orden de aproximaecién ¢36.
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' ) 6, 64L,. €, Euy My Muy Ay Aay 0, Ou; Oyy

pare un valor inicial w = ue V, Mediante estas condiciones imicia-
les todas las fumciones que aparecen como coeficientes en el siste-
ma. de ecuactones fundamentales (1.3) quedan univocamente de-
terminadas.

Si no se cumple una de las destgualdades (10.2) o (10.3), po-
demos reducirnos al caso precedente mediante une transforma-
eion de las coordenadas curvilineas u, v, excepto en el caso en gue
el primer miembro de la ecuacién (10.1) se reduce idénticamen-
te @ cero o es la quinta potencia de una forma diferencial lineal.
Pero en estos dos casos excepcionales la existencia de la super-
ficie busceda queda asegurada yo por otros medios.

11.—Hasta ahora nos ocupamos Gnicamente del problema A4).

Alhora tenemos que considerar de nuevo el problema B). Pero es
claro gue en wgeneral, a la pregunta formulada en este problema

tenemos que contestar negativamentg, ‘porque, de otra manera,
seria necesario que el precedente sistema (X) —en el cual todavia
podemos suponer u = 0— admitiera una solucién donde la funcién
ineégnita ¢ fuera una funcién arbitraria de las dos variables u, v.
Por lo contrario, la solucion de este sistema depende tnicamente
de las funciones arbitrarias de la sola variable v que han sido
indicadas en el n.10.

12.—Volviendo al problema 4), la forma de la cual hemos for-
mulado su resolucién lleva a la conclusién que, dada una super-
ficie cualquiera ‘en el espacio Sj siempre existen muchas otras
superficies S’ que pueden representarse sobre S de manera que se
correspondan todos los sistemas de lineas principales. De aqui
sigue la observacién hecha al fin de la introduccién de esta Me-
moria. Sin ocuparnos ahora de desarrollar ulteriormente este asun-
to, nos limitamos a dar el ejemplo siguiente de una tal repre-
sentacién, donde las superficies S y S’ pertenecen a tipos comple-
tamente distintos. Bs bien sabido® que si la superficie § repre-

(1) El prefijay la funeién de la variable v a la cual tiene que reducirse y para

U="1b, tiene como consecuencia (junto con la condicién w=0) fijar el factor

de las coordenadas homogéneas, como se ve observando la férmula (4.1) y
las deméas férmulas contenidas en la nota del n. 4. .

(@8] CORRADO SEGRE: Le linee principali di una superficie di S; e una proprietd
caratieristica della superficie di Veronese, Nota I, Ren. della R. Ace. dei
Lineei, (g), vol. XXX, 1921. -
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senta una ecuacién de LAPLACE no parabélica, dos de sus sistemas
de lineas principales son dados por las caracteristicas, mientras
que los tres sistemas restantes son envueltos sobre la superficie
por una terna bien determinada de tangentes cuya Hessiana coin-
cide con el par de tangentes a las caracteristicas. Ahora bien, si
partimos de una tal superficie 'S y formambos la ecuacién diferen-
cial de sus eurvas principales, podemos adoptar esta eecuacién co-
mo ecuacién (10.1) y asi, seglin nuestro teorema general, logra-
mos varias superficies S’ que no representan ninguna ecuacién de
Laroace. Como es claro, cada una de ellas corresponde a la super-
ficie S con conservacién de los cinco sistemas de lineas principa-
les, aunque las estructuras proyectivas de § y S’ son tan profun-
damente distintas entre si, que S representa una ecuacién de La-
place, y 8’ ninguna. ’

Alejandro Terracini

Tueuméin, 25 de Junio de 1940. N



