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Starting with a distribution funetion .<1> ( x), - 00< x <~ +. 00, 
~ define a sequenee 01 distribution funetions 4>1 (x) = ,Q> (x), 

Q>2 (x), ... by plaeing (Pn (x) =$n (n1
/
2 x), wher,e <j)D (x) denotes 

the distribution funetionwhieh is r.eeursively defined as the 
convolution oi 4>n-l (x) and (Pi (x) = (1) (x). It is unde;rstood that 
by a distribution funetion ,(P (x) is lneant a lnonotone function 
satisfying the boundary eonditions <1> (-- (0) = 0, <1> (+ ,00) = I, 

and that the convolution of two distributions funetions 
<1>1 (x), Q>u (x) is the distribution funetion whose Fourier-Stieltjes 
transfofl11 L is the produet of L (u; q)I)and L (u; :q)u), wher.e 

+00 

(1) L(u;</»= f exp(iux)d1P(x); -oo<u<¿+oo. 
-00 

Thus, the sequenee {(/)n (x) ~ helonging to a given Q> (x) 111ay also 
be defined by , 

The c1istribution funetions <Pn (x) belonging to a given 
q) (x) . fornl the sequenee whieh oeeurs in a fundal11ental limit 
theor,em in ealeulus of probability. In faet, this theOrel11 (1) 
ünplies that if :Q> has a finite seeond mOluent 

+00 

(3) 1-'2 (<1» = f X2 d4l (x), 
-00 

then, as ,n ~ + 00, the distribution funetionQ>n (x) either tends 

(1) Of. P. LÉVY, Bull. Soco Math. de France, vol. 52 (1924), pp. 49-68. 
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to a synunetric nOrInal distribution fünction or to no linlit dis
tribution function at all; the alternative being decided by ",-hether 
or not the first n10n1ent 

+00 

(ú) f'd(P) ~ f x (VP (x) 
-00 

vanishes. In the first case, the nun1erical value' of th~. preci
sioú of the lüniting' dislribution (which then is nOrI11al and 
synuüetric) is' known to be detm'mined by the standard clevia
lion of (1), i. e~,' by the non-,negative square root of the nlu11ber 

+c:o 

b (</l):~ f (x - 1"1 (!(P))2 (V[l (x). 
-00 

It is understood that () (\<1» ~O only when ,(!),(x\ __ l/;~ 1/2 sgn 
(x -. c) for SOlne e , const., in which case ([1) vanishes if 
and only if' c = O. Correspondingly, the Dirac distribution 
function 1/2 + 1/2 sgn x n1ust be consic1ei'ed as representing a 
(syn1l11etric) nOrInal distribution of infinÍtely high precision. 

This enun1.eration of an possibilities as to the l~ehavior of 
the sequence ~ '(1\1 (x) } for n-+ + ,00 aSSlunes that the proba
bility dislribution repr.esented by the ü~itial c1istribution funcioil 
(!) (x) is dispei'sed only in such a way tha1 the second 11101nent 
(3) is finÍte. The literature of the subject do es not seen1 to 
contain a corresponding general treahnent of the ren1aining 
case (2), where F2 (1») =+00. The object of the present note 
is to deal with this singular case. The result lnay roughly be' 
described by saying that, if ~2 (1») , the behavior oI the 
dist,Tibution function <Pn (x) for large n is such as to corr,esponc1 
to a (nonnal) distribution of infinitel y low precision. 

In arder to fOrlnulale the result in a preCise forn1, lel a 
sequence of distribution functions ~(1) (x), ... , ~(n) (x), ... be 
éalled flat if the probability cli'stribution represerited by ~(n) (x) 
is swept into infinity as n -+ -[-00,' 'i. e., if there exists for 
eyery E> O and every H. > O an N = N,( E, H) in such a way that 

(2) M. Rae anc1 A. Khintchille have cOllsic1el'ec1 this case ullc1er tl~e assump
ti on that the first l110ment (4) exists as an absolutely conYergellt integral; cf. 
Comptl2s Rellc1us, yol. 202 (1936), pp. 1963-1965. 
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the total variation of the n10notone function 13(11) (x) on the 
interval - R < x < R is 1ess than e for every n > N. In order 
. that such be the case, it is sufficient, though not necessary, that 

(5) - L (u; 13(11») ~ O fol' every u=--j=O, as n ~ + 00 • 

That (5) is not a necessary condition, is illustrated by ·the 
flal sequence "vhich is defined by 13(11) (x) = 1/2 1/2sgn (x-n), 
since foI' this sequerice I L (u; p(n))'¡ - 1, by (1). On the other 
hand. a known proof of the contin:uity theoren1 of Fourier
Stieltj,es transforn1s (3), when adapted in an obvious .111anner 
to the case at liand, n1akes it evident that (5) -is a sufficient ,con
dition for the flatness of {!3(n) (x) ~. 

The theorern to be proved states that { ([>n (x) } is a 
f]a! sequence whenever ~t2 (r4l) = +00. Consequently, if ~t2 (!{/»)=+ 
00, then., as n ~ , the elistribution function ,4\1. (x) either 
eloes not tend to a lÜl1it fUl1ction, 01', if it does, linl (/)~ (x) is a 
constant, instead of being a elistribution function. 

Accoreling to . ( 5 ) and (2) , it will be sufficient to show 
that if ~2 (/» = + 00, then 

For a given distribution function, tl:p (x), for which 

~t2 (/» = + 00 111ay but need not holel, let (ji (x) denote lhe clis
tribution function 1 - {/) ( - x). Thus, (1) shows that L (u; íl» 
and L (u; (ji) are cOll1plex conjugate forevery u. Accorelingly; if 

(P' (x) denotes the convolution of (/) (x) and (p (x), then L (u; (1)') 
= I L (u; 'q») /2. Hence, the assertion (6) is ,equivalent to the 
relation which 011e obtains by writing q)' for .q> in (6). On the 

other hand, (3)shows that ~t2 (f<~) = ~2 ((ji): 1t follovfs, therefore, 
fronl standard relations foI' the n10l11enta of convolutions (4), 

that also the assunlption ~t2 (¡<P) = + 00 of (6} rell1ains uchanged 
ifOllewrites·{I)'for (/). But L(u;;<J}')=IL (u;,q»)/2 is real; so 
that, on writing ¡(j) for $', one has 

(3) Cf. E. K. HAVILAND, Amel'. J'ourn. of Math., vol. 57 (1935), pp. 382-388. 
(4) Cf. B. JESSEN anc1 A. WINTNER, Trans. of. Amer .. Math. So c., vol. 38 

(1935), PP', 54-55. 
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+00 

L (u; /1» = f cos (ux) d<P (x), 
-00 

by (1). ,~onsequently, it is sufficient to prove that the assump
tion /-\'2 (<1» = -+- 00 inlplies the assertion (6) in the particular 
case (7). 

Since i(P (x) is a distribution function, (7) implies that 

+00 +00 

L (u; .<P) - 1 = f (eos ux - 1) dI!> (x) = - 2 f sin' ('/, ux) d~) (x). 
-00 -00 

Henoe, the assertion (6) lnay be written in the fonn 

(8) (1 - 2 cll1/n) n --+ 0, 

wher,e Cn = cn (u) c\enotes, for every fixec1 u ~/= 0, the number 

+00 

(9) cn=n f 5ín2(n-1
/, ux) d<P(x). 

-00 

But (8) is certainly true if Cn --+ + 00 as n --+ + oo. Henoe, it 
is sufficient to show that if ~2 (\<\» = + 00, then the expres
sion (9) tenc1s with n to + 00 for levery fixed u =-j= O. 

Now, if R > ° is arbitrary, then 

Hence, 

R 

Cn G n f sin2 (n~1/, ux) dtJl (x). 

-R 

R R 

lün inf Cn > u2 f x2 dq) (x); while lim J x2 d(l) (x) = tt2 (1»), 
n--++oo . R--++oo 

. -R -R 

by (3). Since u,~/=O and tt2 (<\»=+00, it follows that cn --+ 

+ 00 as n --+ + 00; so, that the proof es conlplete. 



There arises the question whether in the flat case the n th 

distribution function must tend to a constant as n -+00, or 
that it is possible that the n th distribution functi.on flattens out 
in such a way as to tend to no lin1iting position. The discussion 
of this· question seems to r,equire more detailed considera
tions (5) than the sun1mary Fourier analysis applied aboye. 
In additian one can ask whether, in case the constant limit 
exists) the constant can or cannot have a value distinct frOlll 
one of lhe three values 0, 1/2, 1, which are trivially possible, 

The Johns Hopkins Uniyersity. 

(") E. R. VAN 1{AMPEN AND AUREL VVINTNER, American JOUl'nal of Mathe

matics, vol. 50 (1937), pp. 635-654. 





SOBRE LA ITERACION DE FUNCIONES DE 
DISTRIBUCION EN EL CALCULO DE PROBABILIDADES 

por AUREL \VINTNER 

(Baltimol'e, Mal'ylanel, U. S. A.) 

Partiendo de una función de distribuciónq) (x), - 00< x < + 00 , 

se puede definir una sucesión de 'funciones de distribución ~) 1 (x) = 
(P (x), q)2 (x), '" poniendo q>n (x) = (pn (n1/2 x;), donde (!>n (x) indica 
la función de distribución definida por recurrencia como la convo
lución (en alemán daltung»)de <!)n-1 (x) y ~)1 (x) = (P (x). Por fun
ción de distribución :<1> (x) se entiende una función monótona que 
satisface las condiciones límites (1)(- 00 ) = O, {!) (+ (0) = 1 Y por 
convolución de dos funciones de distribución q)r (x), <!)n (x) indica
mos la función de distribución cuya tralisformada L de Fourier
Stieltj es ·es el producto de L (u; (!)rf Y L (u; (!>n) , siendo 

+00 

(1) L (u; (P) = J exp (iux) dql (x) 

-00 

Por tanto, la sucesión ~ (J)n (x) } p€lrteneciente a una (1) (x) dada' 
puede ser definida por 

Las funciones de distribución q)n (x) pertene.cientes a una (1) (~) 
dada forman la ~ucesión que aparece en un teorema límite funda'
mental del cálculo de probabilidades. En ,efecto, este teorema (1) im-

. plica que si (1) (x) tiene un momento segundo finito . 

+00 

(3) fl,(<I» "'" f x' d<l> (x), 
-00 

entonces, para n -+ CO, las funciones de distribución (1)11 (x) o bien 
tienden a una función de distribución normal y simétrica o bien no 
tienden a ninguna función de distribución; la alternativa. se decide 
según que sea nulo o no el primer momento 

+00 

(l¡) 1"1 (<1» = I x dql (x) 
-00 

(1) P. LÉvy, Bull. Soco Math. ele France, yol. 52 (1924), pág. 49-68. 
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En el primer~ caso, el valor nmnérico de la precisión de ]a dis
tribución límite (la cuales entonces normal y simétrica) se sabe .que 
está determinado por la desviación tipo de <1>, es decir, por la raíz 
cuadrada no negativa del número 

+00 

b «~) = f [i< ~ f'1 ($)]2 d$ (x) 
-00 

Evidentem,ente que b «p) -:- O solmnente cuando <1> (x) = 1/2+ 
+ 1/2 sgn (x - c) para alguna c = constante. en cuyo caso (l~) se 
anula cuando y solamente cuando e = O. Análogan'1ente, la función 
de distribución de Dirac 1/2'+ 1/2 sgn.x puede ser considerada co
mo represen tacÍón de uiladistribuciónn norlnal y simétrica de preci
sión infinitamente ,elevada. 

Esta enumeración de todas las posibilidades sobre el com.por
tamiento de la sucesión N>n (x)} para n -7- 00 lleva consigo que la 
distribución de probabilidad repr,esentada por la función de distribu
ción inicial <P (x) es dispersa solo en 'el caso 'en qwe el segundo mo
lnento (3) es finito. La literatura sobre ,esta cuestión no parece con
tener un tratamiento general análogo del caso restante (2), cuando· 
f.l2 (<p) -2- + oo. '. 

El obj eto de la presente nota es estudiar este caso singular. El 
resultado puede ser ,enunciado groseramente diciendo que, si f.l2 (q» = 
,= + 00, el comportamiento de la función de distribución <Pn (x) 
para grandes n es el que corr;esponde a una distribución normal 
de precisión infinitam,ente baja. 

Para formular este resultado en una form.a pr,ecisa, llamemos 
lisa a una sucesión de funciones de distribución ~(1) (x), ~(2) (x), ... , 
~(n) (x), ... , tal que la distribución de probabilidad representada por 
~(n) (x) es barrida al infinito para 11-7- 00 ,es ,decIT,siexiste para cada 
€ > O Y para cada R> ° un N = N (8, R) tal que la variación total 
de la funCión monótona ~(n) (x) en el intervalo - R < x < R sea 
menor que 1:: para cada n> N. Para que esto suceda 'es suficiente, 
aunque no necesario que 

(5) L (u; ~(n)) -7- ° para cada u 0, -cuando n -7- + oo. 

Que .(5) no es condición ~lecesaria se comprueba considerando la 
sucesión lisa definida por fJ(n) (x)=1/2+\/2sgn (x-n), puesto 
que según (1) para esta función es IL (u; ~(n)) 1- 1. Por otra parte, 
una conocida demostración del teorema de continuidad de la trans
formada de Stieltjes-Fourier (3), adaptada a este caso particular dá 

(2) M. KAC y A. KHINTCHINE han considerado este caso bajo la hipótesis 
de que el primer momento (4) existe y es una integral absolutamente conver
gente. Comptes Rendus, vol. 202 (1936) pág. 1963-1965. 

C) E. K. HAVILAND, Amer. JOUl'1l. of Math., vol. 57 (1935), pág. 382-388. 
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de manera inmediáta' que (5) es una condición suficiente para que 
f ~(n) (x) ~ sea lisa. 

El teorema que quer,emos demostrar prueba que { <I)n (x) } 
es una sucesión lisa siempre que ~t2 (1» = + oo. En consecuencia si 
~t2 Ú<P) = + 00, para n ----+ 00 la función de distribución q>n (x) 
o hien no debe tender a ninguna función límite o bien ,el linI (I>n (x) 
es una constante en lugar de ser una función de distribución. 

Teniendo' en cuenta (5) y (7) será suficiente probar que SI 

~t2 = + 00, enton~es 

(6) (L (n -:-1/2 u; ~l»)n ----+ ° para todo u =/= 0, cuando n----+ 00 

Para una función de distribución dada q) (x) para la cual 
:puede I o no verificarse que ~t2 (.<1» = 00 , representaremos 
por (1) (x)" la función de dist,ribución 1 - (1) (x). Así ( I ) 

prueba que L (u; ll» Y L (u; (j» son complej os conjugados 
para cada u. Según esto, si (1) (x) indica la convolución de 
q> (x) y (j) (x), entonces L (u; <l>')' 1 L (u; q» 1 2• Por tanto la 
condición (6) es equivalente ;él. la r,elación que se obtiene escribiendo <j)' 
en lugar de<p en '(6). Por otra parte (3) prueba que ~l2 (1» = ~2 ((ji). 
En consecuencia, por r.elaciones colÍocidas entre los mOlllentos de las 
convoluciones (4 ) se ve que también la hipótesis ~t2( (p) = + 00 ,(I,e 
(6) sübsiste sise escribe ,q)' len lugar de q). Pero L (u; <1>') = 
= 1 L (u; ;(1» 12 es real, de manera que escribiendo q) en lugar de 
</)', se tiene, por (1): 

+00 

L (u; <Jl) = feos (u x) cl<P (x) 
-00 

En consecuencia ,es suficiente demostrar que' la hipótesis ~t2 (Q» = 
= +- oo. implica la afirIllación (6) en el caso particular (7). 

Puesto que (1) (x) ,es una función de distribución, (7) implica que 

- +00 +00 

L (u; <p) - r = J (eos u x - r) cl,<jl (x) = - 2 I sen' (1/2 u x) dlp(x). 

-00 -00 

Do aquí, que la igualdad (6) puede ser escrita ,en la forma 

(8) 
e 

( 1 - 2 ~)n ----+ 0, 
. n (n-+ 

donde cn = en (u) indica para cada valor fijo de u 0, el número 

(4) B. JESSEN y A. \iVINTNER, Trans. of Amer. Math. Soc. vol. 38 (1935, 

]Jágs. 54-55. 
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+00 

(9) en ~ n Jseu, (n-lj, u x) d4l (x). 
-00 

Pero (8) es seguramente cierto si Cn --+ (Xl para n --+ + (Xl • De 
aquí que sea suf~ciente probar que si ~t2 (:(1)) = -t- 00, entonces la expre
sión (9) tiende a infinito con III para cada valor fijo de u ::/= O. 

Ahora bien, si R >0 es arbitrario, entonces 

+R 
cn::-OO ll f sen'(n-'I, ux) clql(X). 

-R 

De aquí, por (3) 

+R 

lün inf en > u2 f x2 dtp (x); 
n--+-I- (X) 

-R 

R 

pues lim f x' (~(p (x) ~ f', ($). 
1\.->-+00 

-R 

Puesto que u =i= O Y ~t2 (p) = + ex: se deduce que ('n --+ + 00 
para n --++ oc. , con lo eual la demostración está terminada. 

Queda en pie la: cuestión de si para sucesión lisa la na funcion de 
distribución debe tender a una constante para n --+ 00, o bien si es 
posihle que la na función de distribución se haga lisa de tal manera 
que no tienda a ninguna posición límite. El estudio de esta cues
tión parece requerir consideraciones más precisas (5) que el simple 
análisis de Fourier aplicado anteriormente. 

Por último se puede preguntar si en el caso que ;exista la .constante 
límite, ésta puede o no tener un valor distinto de 103. tres valores 
O, 1/2, I, los cuales S.on evidentemente posibles. 

The Johns Hopkins University. 

.( Original recibido en Enero de 1940). 

(") E. R. VAN RAMPEN Y AUREL WINTNER, American J ourual oí Mathema

tics, vol. 59 (1937), págs. 635-6540, 


