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por JosÉ BABINI 

l. Relación de simetría. 

Si con DSn indicamos las derivad~s de orden s de (xZ-I,)n 
2 n n. 

(n natural), tendr,emos, incnementando por' Taylor y dir,ecta
miente: 

2n n 
L ~; DSn=!]nInl L (:) (x2- I)n-rhr(2x+h)r 
S=o 1'=0 

r 

L (~) (~)(x2 ~ I)n-rhr+m (2X)r-m 
1'=0 m=o 

de donde 

s 

8<n; L (~) (s~r) (x2 - I)Ii~r(2X)2r-s 
r>~ 
=2 

s n 

s>n; ~~ = 2Inl L (~)C~r)(x2-I)n-r(2x)2r-S 
r>~ 
= 2 

Si, len esta última fórrnula, se cambia s por 2n - s y r por 
n-s+r 

s<n; 1 "" (11 ) (n---,-s+r) (x2 ~ 1 )8-1' (2X)2r-;-s 2n nl ~ 5-1' n-r " 

r>~ = 2 
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Si ahora r,ecordamos que Dnn no es más que· el polinomio 
de Legendre P n le indicamos con Pnr;, (- n sr < n) las derivadas 
(r > 'O) Y ciertas primitivas (r < o) de :ese polinomio, llegaremos, 
haciendo s = n + r a la siguiente relación de simetría 

válida para - n < r < n. 
Esta relación nos dice que las primitivas que entran en 

juego son los polinomios que admiten los valores - 1 Y 1; 

.como oeros de orden r de lnultiplicidad (1) .. 

2. Generaliz,ación de una expresión 'de Dirichlet. 

Es oonocida una fórmula de Dirichlet (2) que expresa Pn 
f ., d ([> ([>. d " ]) en unClOn e u = cos "2 y v = sen -;-; SIen o x = cos (. = 

=2U2 -I=I-2 y 2. 

Para 'extenderla a prn, que es un polinomio de grado n - r 
en . x escribamos 

n-r 

prn:= L. <p (n-r,m). u 2 (n-r-m) v2m 

m=o 

donde <p (n - r, m) es un símbolo numenco con dos índices . 
. Dif,er,encianc1o y considerando que c1x = 4 u du = - 4 y dv, 

P r+l c1x = ~r m (n _ r In) u2 (n-r-m) v2m [n:--r-nl 
n ~ T' 2~ ~]dx 2 y2 

m=o 

de donde 

n-r-I 

Pnr+1 = L. ce (n - r ----: 1, m) u 2 (n-r-I-m) y2m-=-

m=o 

e) El profesor Toscano, de M-essina, ha tenido la amabilidad de comunicar
me que la relación de simetría puede obtenerse también partiendo de los poli
nomios de GEGE'NBAUER,. 

(2)' Véase, por ejemplo; W. LÁSKA, Sammlung von Formell1 ... Pago 384. 
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n-r-I 

1 " . 2 /.....¡ [(n--r-m)cp(n--r,m)-
m=o 

- (nl+ r) cp (n-r,m+ r)Ju 2 (n-r-I-m) v2m ; 

y, por lo tanto, el símbolo cp (n - r, nl) satisface la siguiente 
r¡elación recurrente: 

2 cp (n-r- r,m)=(n-r-m) cp (n--r,m)

- (m+ r) cp (n--r,m.+ r); 

que, mlediante el cambio de sínlbolo 

( )
_(_I)n-r.2n-r ( ) 

cp n - r, ITI - I n-r-m. ~ tP n - r, m 

1j:>(n-r r,m)=1j:>(n-r,m+r)-tP(n-r,m)= 

=A1j:> (n-r,m) ; Am=I; 

y ,en general 

1j:>(\n-r,m)=L1P t\J(n-r+p,m)= 

p 

L (;)(-- r)stP (n-r+p,m+p-s). 
5=0 

Como 

serán 

rr1=n; cp(2n,m) 

m=¡-n; cp (2n,m) =~ (2n,m) =0 
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y por lo tantQ, si en la sumatoria anterior se hace J> = r + I}¡ 
el único término no nulo será. cuando s = r + nI, de donde 

tP (~- r, m) = (~tr) (-- 1 )m+r(-:~n nI 

= In-r-m 1m (_ I)n-rep (n - r, m), 
2 n - r 

In+r (n) ( n ) ep (n-r,m) = r r (- I)m m m+r; n. !l 

y finalmente 

pr=ln+r L (:)(n~')(-I)mu2mv2m' [2] n 2r nI , 
m+m=n-r 

que es la g,eneralización de la fórmula de Dirichlet, a la cual 
se reduoe para r = o. Separando las derivadas de las primiti
vas, tenemos para' r > o, 

In+r ~l' (n) ( 'I1 ') 

pr/ = 2r • nI -'-' m m+r ( - I)m U 2 (n-r-m) v2m 

m=O 

n 

Pn_r=~·2r L (:~) (m~r) (- l)mU 2(n+r-m) V2111 ; 
m=r 

y cambiando en . esta última m por m + r 

pr 
= (_ 1)1' (2Uv)21'_n 

In+r 

y como (- 1)1' ( 2UV) 21' = (x2 -:- 1)1' resulta nuevamente la re
lación de simetría. 

3. Relaciones recurrentes. 

Entre las numerosas relaciones recurrentes que pueden es
tablecerse entre las Pn1' veremos únicamente las generalizaciones 
de las más conocidas relaciones r,ecurrentes entre las Pn . 
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De 

P D 
_L D + (x2-I)n- 1 X2-I X2-I D n+r + n.r = n ,r= n r . __ = __ 

n 2n - 1 In-I 2n 2n n-I 

+x (n+r) D n+r-I + (n+1') (n+1'-I) D n+1'-2 
. n n-I 2n n-I 

2n p¡{= (x2 - 1) P~+: + 2X (n + r) P~-I + 

[3] 

De 

14] 

De 

D n+r= (2 _ ) D11+r:-2 +D11+r-2 n n 1 11-1 11-2 

[5] 

4. Expresión de P~ por determioontes. 

Si eliminamos P~ 1
1 

,entre [4] y [5] 

que, para r>o, haciendo n·=r+ 1, r+2, ... n. 



se obtiene 

(- 1 )n-r-l In - r P:= 

y como Pl'l'= (2r 

pr =(2r-l)!! 

n In-r 

1 

x (21'+3) 

o 

I)! ! 

x (21'+1) 

8 

o 
2 

o 
o 

o 
o 

x (2r:+5) 3 O 

21'+3 x (2'1'+7) ' .. O 

O o ... x (2n-,,-1) 

1 O O 

21'+1 x (21'+3) 2 O 

o O O •• x (211-1) 

x (41'+1) p~ 

(21'+1) p~ 

O 

o 

O 

16] 

y plilizando la relación de. simetría se puede también expresaD 
mediante un determinante las primitivas Pn_l'. 

5. Ecu,ación diferencial. -

SielinlÍnamos Pnl' ,entre [3] y [4] y cambiamos r y n por 
r+I y n+I, 

(1 -x2)Pr{+2- 2X (r+ I)'Pnl'+l+(n-r)(n+r+ 1) Pnr=o. 

lo que nos dice que la. ecuación diferencial 

(1 - x2) y" - 2X (r + 1) y' + (n - r ) (n + r + 1) Y = o [ 7 ] 

tiene como integral particular Pnr, de donde la integral general 
será, utilizando la relación de sim,etría ' 

y=AP.{ h:-t')~~ p;;' 

siendo A y B las constantes de integración. 

(Original recibido en 1937) 


