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DIVERGENTES 

por RICARDO SAN JUAN 

Pólya y Rey Pastor J*) han generalizado ,el algoritmo de 
Borel introduciendo un parálnetro cOluplejo conlO coeficiente 
de la -variable de integración en la asociada, con el cual, se hade 
sirar ,el camino de integración y se aluplía el calupo ele co\n:.. 
vergencia hasta lograr lel exterior de la cápsula de los puntos 

singular,es de f (z) = ~ ::. Si este parám,etro a, se toma co

filO exponente de dicha variablet, además real y positivo lue
nor que .1, Y luego Be hace tender a 1(, r¡esul[a un aLgoritmo. 
definido así: 

00 

Cf.(t a z) =.:E :~ [ta z]n, 
n=o 

que compr1ende también al de BOFel y efectúa la prolongación 
analítica de la serie .:E ain! zn en toda su estrella, principal de 
Mittag-Leffl,er (**). 

(*) POLYA. - ""Qntersuchungen über Lücken und Singularitaten von Po
tenzreihen". Mathematische Zeitschrift. B. 29. (1929) S. 549. 

REY PASTOR. - La investigación, 1nat6'l'nática. Bol. crít. pedo 1919. Notas 
de Análisi.s. Asociación Española para el Progreso ele las Ciencias. Congresos de 
Cádiz (1927) y de Barcelona (1929). Rend. Ist. Lombardo (1931). Pág. 1293. 
Véase además la clara exposición de DOETSCH: Sitzungsberichte Akademie 
München (1931),pág. 1. 

C**) Nótese la diferencia de este algoritmo con el de Mittag-Leffler C" Sur 
la représentation analytique etc .... , "Acta Mathematica, B. 29, S. 101-181) en 
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Este algoritnio no es lineal, pero se transforma en lineal 

integrando término a término, y r,esulta el algoritmo de Le 

Roy de factor,es (n:;! (*). Esta integración puede interpretarse 

así: 

El algoritmo Ba se deduce del algoritnw lineal de Le 

Roy Lci de factores (n:;! sustituyendo la serie auxiliar de és~e 
por su surrIJa con el lnétodo de 7nomentos (n a. )! Y generatriz 

: e t ~ t~-I que tCllnbién se debe a Le Hoy (**). 

Aplicando las propiedades de pern1anencia S prolongación 

analítica de estos dos algoritInos de Le Roy resulta: 

El algoritlno Ba efectúa la prolongación Cllvalítica de cada 

serie :E an zn en toda su estrella principal de Mittag-Leffler. 

Para ver que este algoritIno Ba comprende también al de 

Borel aunque la serie tenga radio nulo, basta observar ,que la 

expresión B resulta de aplicar a la integral de Borel los fac

tores de sumación (***). 

que los términos de la asociada tienen denom~~adores (n a )! Y para alcanzar 
un punto prefijado de la estrella hay que tomar a suficientemente pequeño. 

Un estudio sistemático de los algoritmos de prolongación analítica fué he
cho por Buhl en su fascículo "Séries analytiques. Sommabilité' '. (Mémorial 
des Sciences Mathématiques, Fase. VII) donde pueden verse diversos métodos 
que efectúan la prolongación en toda la estrella de Mittag-Leffler, pero con 
procesos más complicados que el B a . 

(*) LE ROY. - S~t1· les sé1'ies CUVe1'[lents. Annales de la Faculté des Sciences 
de Toulouse (1900). ' 

(l(-*) Esto puede aplicarse, a cualquier algoritmo lineal sumando su serie au
xiliar con un método de momentos o con otro algoritmo lineal. 

CH'"), Pueden utilizarse factores de convergencia efectualldo previamente una 
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que ,efectivam'ente satisfacen las condiciones de Perron: 

lim ¡..t ( al t) = 1 para cada t 
Ct-+l 

en un serriientorno de I-~. 

En ,efecto, se v,erifica: 

1:
00 . . fa1 fOO 1 1" 1 1 1- --1, 1 - --1 . 1 I d ~ e,t-t a t a í = I d ~ e;t-.t a t a 1- 1 d a 

o o al 

e,t-r~ f it- I 1= 

siendo al la raíz positiva de a f~ -- t - ( ; - 1) = 0, donde 

cambia de signo 'el integrando 

et-t~~ t~-2 '(~- 1 +t-~ t~) 
a a a' 

la cual es al <e, puesto que 

(I<~<;) 

y resulta: 
1 

le --1 e ea 
a 

para 

Toda s.ene sumable B es sUlnable Ba y con igual suma. 

integl'ac:lón por part€s sobre 

<!>(t) = f~-'~ (tz) dt. 

Este artificio se generaliza como método para deducir las condiciones anteriores 
de las de permanencia para factores que cons€rvan los límites llulos, correlati
vamente a la demostración del teorema de Perron que dimos en nuestra Tésis 
doctoral (R. S. SAN JUAN, Sumaciónde series de radio nulo, etc .. " Revista de 
la Academia de Ciellcias de Madrid (1933)" 

Véase tambiéll Te01"ía de los algoritmos lineales de con1Je1"gencia y de s~&ma
ción, de REY PASTOR. 
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Esta generaliz3!ción de B puede extenderse al lnéto.do. de 

Le Ro.y de lno.mento.s (n p)! siendo. p > O Y resulta un algorit

mo.: 

mp (tz) ==I ~tnzn 
.T (np)! 

n=o 

que cOlnprende a lo.s dos algorihnos de Le Roy y al de Borel. 


