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EL LUGAR GEOMETRICO y LUGARES DE PUNTOS 
AREAS EN EL PLANO 

Por V. y A. FR.AILE Y C. CRESPO 

I. - TEORIA GENERAL 

l. - El conoepto de lugar geométrico lleva en sí el de plurali
dad. 

Vamos a empezar sirviéndonos de unos ejemplos sumamente 
elementales que nos permitirán obtener una clasif~cación de los luga
res y establecer algunas conclusiones. 

Dados los puntos A y B,existe .solamente un punto de su recta 
que 'equidista de ambos, siendo finita la distancia. Existen dos que 
cumplen 'esta condición situados en la circunferencia de diámetro A B; 
Y existen infinitos situados en un plano que contenga a· A Y a B. 
He aquí otra forma de expresar estos tres casos: dos puntos de un 
espacio El se reproduoen aplicando un criterio y originan un nue;vo 
punto; originan simultáneamente dos introduciendo otro espacio E\; 
crean simultáneamente una infinidad continua de puntos. si se intro
duoe un espacio E2 • En el primer caso no hay lugar geométrico, 

/ por no existir pluralidad de soluciones. En los otros dos sí hay 
lugar geométric<{. Sin embargo, sólo' cuando se trata de una infini
dad continua de soluciones al problema suele aplicarse el nombre 
lugar. 

Si 'ei1 el primer ejemplo consideramos un haz plano de r.ect~s de 
vértioe A que contenga a la recta A B, Y en cada una de ellas apli
camos aquel criterio de equidistancia, referido a los puntos A, fijo, 
y Bi de la 9ircunferencia de centro A y radio A B, ohtenemos una 
infinidad continua d-e soluciones, y, .por lo tanto, un 1. g.; pero esta 
infinidad de puntos no se produce simultáneamente, como~n el 
ej,emplo tercero, sino' que. se obtiene aplicando infinitas ~eoes' el cri
terio dado ·en distintos .espacios Ei ; es decir, por generación. Podemos 
generalizar diciendo que hay dos formas de enunciar lugares ge(}
métricos: 'estableoer un criterio sobre entes fijos de un espacio En' 
de manera que haya una infinidad continua de nuevos entes que le 
satisfacen simultáneamente; aplicar infinito número· de v,eces un 
mismo criterio sobre entes dados, p.arte de los cuales son fijos y 
variabl'es los demás, cuando de este criterio se obtiene cada vez un 
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,nuevo ente, o un conjunto numerable de nuevos entes, con la con di..:, 
ción al menos de ser continuos los sistemas en los que se mueven 
los entes dados variables. Hay, pues, lugares que podremos llamar 
por síntesis y por generación. 

En 'el último de los tres ej emplosque hemos estable~ido ~tl trata 
·de un lugar por síntesis. Puede obtenerse también de ,esta otra ma
nera: sean los puntos A, B y una recta r que contiene a A. Sobre 
r existe un sÓlo punto, propio o impropio, que equIdista de A y B. 
Apliquemos ahora este criterio de equidistancia en cada una de las 
rectas del haz de vértice A y plano (r, B), con lo cual obtenemos 
la m'ediatriz del segmento A B, lo mismo que antes, pero esta vez por 
.generación. Enesericia, no hemos hecho sino restringir la dimensión 
del espacio selectivo y, por medio de éste, generar el ot~·o. 

Cuando se trata de lugares de puntos es l11Uy fácil probar que 
todo lugar por síntesis lo es también por generación. En efecto: 
supongamos que en un espacio lineal En, de dimensión mínima n, 
.obtenemos, por síntesis, un lugar de puntos de m dimensiones 
(n > m). Un cierto hiperplano Gn- 1 de En corta al lugar según una 

ü más variedades de dimensión 111-:- I; otro hiperplano Gn- 2 de 
'Gn- 1 lo corta según variedades de m-2 d!mensiones; etc. Final
mente, uc último hiperplano Gn- m de G n-m+r corta al lugar en 
un punto o un conjunto numerable de puntos. Enunciemos ahora el 
lugar primitivo con la condición de estar las soluciones situadas en 
la variedad lineal Gn- m y hagamos lo mismo para todas las varie
·dades de un haz (Gn-m)i de Gn- m+ r . Con ello habremos obte
nido, por reiteración del criterio, la parte del lugar interferida en 
Gn-~+r . Así sucesivamente hasta En. De esta fotllla, por suce
:sivas¡gener,aciones~ nos vIene dado el lugar primitivo. 

Por lo tanto, en adelante, nos referimos sólo a lugares de 
'puntos por generación, y todo ello será general. 

; 2. - Proponer un lugar geométrico es cosa, pues, bien fácil: 
basta plantear un problema cmtlquiera en un espacio En sobre entes 
,dados, A, B, C, ... , N, de modo que la solución' sea un punto o 
un conjunto numerable de puntos. Hagamos ahora que A pertenezca 
,a un sistema 00 (J., de entes A; B a otro 00 f3 de entes B; ... ; N a 
un sistema 00 v de entes' N. Tomemos en dichos sistemas sendos ele-' 
mentos, y resolvamos sobre ellos el problema dado, haciendo lo 
mismo para todos los grupos A, B, C, ... , N. El conjunt~ de todos 
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los· puntos obtenidos constituirá o no una o más variedades conti
nuas de En, y será un lugar. 

No ,e s necesario asignar a cada ente primitivo un sistema para 
obtener un lugar geométrico: basta hacerlo con uno de ellos. Supon
gamos que son p los entes primitivos, de los cuales q tienen sistema . 

. Pued,e suceder que, al resolver el problema matriz, no sea arbitraria 
la elección de elementos en los q sistemas, sino que, habiendo tOlnado 
·arbitrariamente sendos 'entes en k de ellos, queden unÍvocalnente 
determinados los q - k elementos restantes 'en sus sistemas respec
tivos. Llamaremos conjuntos - variables a los sistemas en los que es 
arbitraria la elección de ,elementos. . 

En el tercero de los tres ejemplos puestos al principio, enunciado 
por generac~ón, son entes dados constantes A y B; el haz plano de 
rectas de vértice A es conjunto-variable; el criterio de equidistancia 
ref.erido ,;l A Y a B sobre cada recta l' es el problema matriz, y E2 

el espacio lineal donde se sitúa el lugar. 
Sea Gel problema lnatriz de un 1. g. en En Y Al' A2, ••• , Ap los 

entes primitivos dados, de los cuales los q primeros pertenecen res
pectivamente a sistemas SAl' SA

2
, ••• , SAq , que, para simplificar, 

suponemos que todos ellos son conjuntos-variables. Hemos de repetir 
G sobr,e cada grupo Ai (i= 1,2, ... , p), tomando para' esto de un 
modo arbitrario q elementos en los sistemas S. Si consideramos los 
grupos Ai . de modo que no varíe sino Al en SAl' dejando fijos 
en sus sistemas \ respectivos a' A2, Ag, ••• , Aq, el conjunto de los 
puntos obtenidos constituye un lugar parcial correspondiente al con
junto-variable SAl. El lugar total está formado, pues, por q siste
mas incidentes de lugares parciales. 

Cuando este lugar total ~s una variedad continua y de En, es 
claro que la dimensión de V será como máximo al + a2 + ... +aq, 

siend_o al' a2 , ••• , a q las dimensiones de los sistemas SAi . Enton-. 
ces ha de acontecer dos cosas: La G es de tal índole que no reduce 
el número de dimensiones de los lugares parciales, es decir, éstos son 
variedades continuas cuyo número de dimensiones es igual a la 
dimensión ele sus conjuntos-variables correspondientes .. 2. a La inci
dencia de los q sistemas de lugares parciales es de dimensión cero. 

Las proposiciones contrarias constituyen las dos únicas causas 
que reducen el número de dilnensione,s del lugar geométrico total. 
Tenemos un caso particular de la segunda cuando es al+a2+ ... + 
+ad> n, o sea, cuando la dimensión del espacio En es insuficiente 
para contener la del lugar, no existiendo la causa primera. 
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~ La interpr,etación analítica de ambªs causas que restringen la 

dimensión de V es también sumam~nte sencilla: sean y~r), y~r), ... 
y ~r), y~2); y~2), ... , y~2); ... ; y~q), y~q) . oo, y~qq) los parámetros 

1 2 

arhitrarios 'esenciales que definen, respectivamente, los elementos o 
entes primitivos 'en los sistemas SAl SA

2
, ••• , SAq • 'Las coordenadas 

(no homogéneas) de los puntos del lugar V serán funciones 
_ ((r) (r). (2) (2) (q).. (q)) 

x p, - cp ¡.t y r ... : Yal ' y r . . ., Ya
2 

y r ,. . " Yctq [l ], 
1-t= l, 2, .•. , n, 

y constituyen las ecuaciones paramétricas de dicho lusar. 
Si 'existe la primera de las causas enunciadas respecto de S Al' por 

ej'emplo,es que en las funciones cp no son esenciales los parámetros 

y ~r), ... , y~r), siendo, pues, posible sustituir todos o parte de ellos por 

otros parámetros en número n1:enor. 
2. a La incidencia de los q sistemas de lugares parciales es de 

dim'ensión 1', nlayor que cero. Supongamos, para simplificar, que 
es r pr'ecisam'ente la dimensión de la incidencia de los sistemas., de 
lugares parciales correspondientes a SAl y SA

2 
• Entonces no cabe 

otra cosa que ser sustituibles los a r + a2 parámetros y (r) e y (2 ) 
de [l J por al + ci2 - r nuevos parámetros, ya que el lugar parcial 
superior que resulta de considerar variables sólo a los entes primi
tivos Al y A2 ha de ser una variedad de dicha dimensión al + a 2 - r. 

Vemos, por lo tanto, la existencia única de las causas referidas: 
que en las funciones cp no sean esenciales parte o todos los parámetros 
y de una misma serie; que no lo sean parte. o todos los de series 
'distintas, aun siéndolo los de cada serie. 

'En el primer caso, si llanlamos y' l' y' 2' ••• , y' /3 ([3 < al) a los 

parán1:etros que sustituyen a los y~r), y~r), ... , y~l) en las cp, eS1 
, 1 

en general, posible sustituir también el sistema C<J a i S Al de entes 
Al por otro C<J /3 de los nlÍslnós entes, definido con los y', de manera 
que junto con los q-l sistemas restantes y los p-q elelnentos 
fijos se obtenga la misma variedad lugar. Es decir, los conjuntos
variables son reducibles a otros de dimensión menor. 

Este caso encierra la posibilidad de guedar eliminados en las 
ecuaciones [l] algunos parámetros y (J). 

La segunda causa de restricción del número de dimensiones del 
lugar V se produce cuando las posiciones relativas de los sistemas 
SAl 'en En no son genéricas y sí particulares. Al establecer las ecua
ciones paramétricas [l ] aparecen entonces" en cada una de las cp, 
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funciones idénticas de los mismos parámetros y de series diferentes; 
y 'esta!) funciones, claro es, constituyen nuevos parámetros, en nú
m'ero menor. 

Si se trata de la primera causa referida, por ejemplo, al con
junto-variable S Al' a todo punto de un lugar parcial respecto de S'Al 
corr,esponde uno o más subsistemas de entes Al de dicho conjunto
variable. En cuanto a la segunda hay también correspondencias 
par'ecidas. 

q 
Si el lugar V tiene la máxima dimensión ~ ai' la correspon

j = 1 

deucia recíproca no es de puntos de V a continuos de entes pri
mitivos. 

3. - Para que un lugar de puntos sea una variedad continua de 
En, su dim'ensión m ha de cumplir m < n - I. Por otra parte, sabe
mos que ,el número de' dimensiones de un lugar depende de la multi
plicidad o dimensión de los sistemas de entes primitivos arbitrarios. 
Es posible, pues, proponer lugares de puntos que sean n-dimensiona
les ,en En, O sea, que constituyan recintos del espacio selectivo total. 

Como v'emos, el conoepto' de lugar geométrico es muy general, y, 
sin ,embargo, 'en geometría plana sólo es corriente estudiar aquellos 
lugar,es que son líneas o elementos de líneas. Es cierto que se puede 
proponer imnediatam'ente lugares de puntos que constituyen recintos 
del plano; per@ son tan triviales que no merecen siquiera ser enun
ciados. A pesar de ello enunciemos dos: 

LO «L.g. de los puntos del plano cuya distancia a uno fijo es 
mayor que l' y lllenor que k (k> 1') » • 

2.° «L. g. de los puntos del plano homotéticos de los de un 
círculo dado e respecto de un punto fijo. V (razón k)). 

La puerilidad de 'estos lugares de puntos áreas en el plano con
siste, para el primer ejemplo, en los conceptos mayor y menor que 
intervienen en el enunciado. Toda selección de puntos de un plano 
condicionada por varias limitaciones a un concepto simple de distan
cia, o a otro análogo simple, define, en efecto, un recinto, finito o 
infinito, de ese plano. ' 

Este lugar lo es por síntesis. Si ei campo selectivo lo restringi
mos a una recta' del plano que pasa 'por el punto fijo obtenemos 
también otro recinto de ella. 

En cuanto al ,segundo de los ejemplos, se' trata, desde luego, de 
un lugar por generación: a cada punto del círculo dado corresponde 



-8-

ano homotético de razón k. Los datos para engendrar este lugar son 
el centro de homotecia -:- ente primitivo fijo - y el punto g.ené
rico del círculo -ente primitivo que perteneoe a un sistema 00 2 de 
ellos -.El problema matriz es el oriterio de homotecia referido a 
cada ente de e respecto de V. Sabemos ya que el lugar ha de ser 
bidimensional, y, por lo ianto, un recinto del plano. 

Cualquier lugar área de puntos en el plano que se genera apli
carido un problema matriz sobre un grupo de p entes, de los cuales 
p- 1 son fijos y el otro varía en un camp'o 00 2 de ellos; ~s, casi 
siempre, trivial. Pero, en cambio, no suelen ser ya pueriles los lu
gares, si, en vez de hacer variar a un ente primitivo sobre un canlpo 
o sistema 00 2 de ellos, hacenlos variar a dos arbitrariamente sobre 
sendos sistemas 00 1. En nuestro último ejemplo, basta que el punto 
móvil de e varíe sólo en una circunferencia, y que el centro ,de 
homotecia se ,elija también arbitrariamente 'en otra línea cualquiera, 
para que el lugar área que resulte dej e de ser triviaL 

,\ 

Es claro que, si un problema luatriz en el plano se refiere a p 
puntos-d~¿os, y haoemos variar sobre sendas líneas· genéricas a luás 
de dos de ellos de un modo arbitrario, se obtiene un lugar área de 
puntos; pero en los sistemas de lugares .parciales ha ele haber forzo
samentGincidencia de dimensión mayor que cerO, por ser aquí q> 2 

(q = número de líneas conjuntos-variables); esto es, él lugar parcial 
superior que resulta de considerar variables sólo a dos puntos elatos, 
y otro parcial correspondiente a otra de las líneas dadas,. inciden 
según una línea. 

En definitiva: la regla que nos permite proponer lugares ele pun
tos áreas en él plano, ex'entos 'en general de trivialidad, consistirá, 
pues, er.elegir un problema gráfico cuya solución sea un punto o 
conjunto numerable de puntos, y cuyos datos sean puntos (líneas) 
no inferiores a dos en número. Lueg05 haremos variar a dos de estos 
datos de una manera arbit~aria, sobre .sendas líneas (haces), repi
tiendo el problema elegido en cada nuevo grupo de datos. 

Sean A y B los entes primitivos que son variables sobre los 
conjuntos 00 1 SA Y SB respectivamente .. Un lugar parcial, LA co
rrespondiente a S A se obtendrá cuandó B queda fijo en SB y sólo 
:varía A en S A. -LA es un lugar línea corriente, y está perfecta
mente definido por el valor o posición que tiene B en SB. A cada 
valor de B c<?rresponde' un LA; de modo que si hallaluos ahora el 
lugar geométrico de LA, cuando B varía en su sistema, obtenemos 
el luga! total. 
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Hesolver un lugar área de puntos en el plano equivale, pues, a 
resolv,er dos lugares sucesivamente: uno de puntos y otro de líneas, 
siempre que sean dos los entes primitivos que varían, y simplemente 
infinitos los sistemas que los contienen. En último caso, el. segundo 
de . ,estos lugares se reduce a determinar la envolv,ente de esas lín~as 
que, en general, limita al lugar área. 

Este procedimiento de r,esolución de los lugares ár.eases, sin 
duda, 'el más natural. Sin embargo, utilizando siempre los recursos 
de la Geometría elemental, suele ser más simple y' más elegante la 
solución sintética, pr.escindiendo de todo proceso de generación.' 

POI último, las coordenadas de los puntos ~e un lugar área son 
funciones 

x=f (A, A') y= cP (A, A') 

de dos parámetrqs) A, A', independientes, no . siendo posibJe, por lo 
tanto, 18. eliminación de ellos. Cuando el número de conjuntos-va
riables ~xcede a dos, las. funciones x, y lo son de más de dos pará
metros que, de hecho, están sustituídospor dichas, funciones. 

A continuación exponemos una serie de problemas elementales 
de lugar.es de puntos áreas en el plano, en los que' hemos utilizado 
con preferencia la solución sintética. 

11. - APLICACIONES 

l. - Superficies medias y baricéntricas de las curvas. - Tra
tándose de cu~vas. alabeadas, son ya conocidas las superficies medias.: 
lugar de los centros de las cuerdas de una cu;rv.a. Si ~e considera 
curvas planas, sus superl1cies medias constituyen lugal1es áreas de 
puntos 'en el plano. 

Naturalmente, cuando una curva plana les cerrada y conv,exa, 
su ,superficie m'edia es la región del plano no ,exterior a la curva.' 
La de una circunferencia es su círculo. 

Es sumamente sencillo hallar la superficie Inedia (le un arco de 
circunfer,encia: En la circunferencia ,de centro O (fig. 1) considere
mos el arco A B' B, y traoemos los arcos A M, B M hOInotéticos del 
A B' B . re.specto ,de' los centros A y B respectivam·ente, de razón I/ 2. 
La superf;icie rayada sobDe la cuerda A B es el lugar. Basta trazar un 
radio cualquiera O N y observar que P - I punto de intersección de 
ON y el arco B P M - es oentro de la cue~da-B B'. Todo punto 
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p'de O N exterior al trozo rayado no 'es del lugar, por ser centro 
de una cuerda paral,ela a la B B' que no puede ya estar inscrita en 
el arco A B' B. Sí lb están, en cambio, las cuerdas cuyos centros 
son los puntos del segmento P N. 

e 
Fig. 1 

El recinto rayado debajo de la cuerda A B ¡es la superficie nle
dia del arco A e B. 

Superficie baricéntrica ,es 'el lugar de los centros de gravedad 
de los arcos de' una curva alabeada. Si la curva fuese plana, dicha 
. superficie baricéntrica constituiría un lugar ár,ea de puntos en el 
plano. 

Ambas clases de superficies son lugares por generación,' cuyos 
puntos quedan unívocamente determinados eligiendo arbitrariamente . 
dos en la curva. Esta es, pues? conjunto-variab~e común a los dos 
entes primitivos. e 

Puede g,eneralizarse la superficie media estableciendo el lugar 
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de los puntos· que dividen a las cuerdas de Ulla curva en seg¡uentos 
que están en una r,elación A. 

Si se trata de un arco de circunfer,encia (fig. 2) A V' B el lu
gar es la superficie rayada sobre la cuerda A B. Está limitada, por 
el arco ,dado y cuatro arcos más: dos de ellos pertenecen a las 
circunferencias de oontros 01' O2 homotéticas de la dada de razón 

Fig. 2 

A respecto de los oontros A y B; los otros dos arcos pertenecen a 
las circunferencias de centros O', O", homotéticas de la dada de 

razón ~ respecto de A y B como centros de homotecia. 

Se despr,ende, desde luego, que todo pWltO no contenido en la 
corona circull!r limitada por la circunferencia dada y la que es tan
gente exterior a las 01' O2 no es del lugar. Ahora bien: un punto 
P de 'esta corona, pero :exterior a la superficie rayada, tampoco es 
del lugar. Basta observar que leste punto perteneoe a doscircunfe
rencias el' e 2 inscritas en la corona. Sea V ,el punto de tangencia 
de el con el arco dado, y Al el de contacto con el arco de cir-
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cunfer'encia de centro O'. La recta Y Al ha de pasar por A, y es 
A V PV 
Al A = A. La recta Y P produce una cuerda Y N tal que es PN = A; 

1 

pero que no está, pues, inscrita en el arco dado. Tampoco puede 'es-
tado la cuerda Y' N' que resulta de considerar la circunfer,encia C2• 

Del' mismo modo se comprende que los puntos COlllunes a las cir
cunferencias e y a la superficie rayada perteneoen a cuerdas ins"1 
critas en 'el arco A Y B Y las, dividen en' segmentos cuya razón es A. 

El mislllo lugar para el arco A N' B lo indica' el rayado inferior .. 

2. - Lugar .de lo.s centros de los s,egmentos inscritos en dos 
segmientos :dados A B, e D. (Superficie media de .dos segmentos). 

, 
\ 
\ 
\ 
\ 
.\ 
,\ 

\ 
\ 
,\ 
,\ 
\ 
\ 
\ 
~ , 

\ 

\ " \ 
\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ , 

\ 
\ 
\. 
\ 

\ 

Conviene antes re~ordar cómo se inscribe un seglnento 'en los lados 
de un ángulo dado B Y D de lllanera que su centro sea un punto P 
también dado (fig. 3). Sabemos que hasta ttazar, por ,ejemplo, PO, 
paralela .al lado V B, tomar· Y', simétrico de Y respecto de O y unir 
P y y'. Y' Y" es la solución. 
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En la misma figura, AB y CD son los seglnentos dados.Cons
truyamos el' paralelogramo M M' N N'cuyos lados son paral,elos a 
dichos segmentos y donde M y N son oentros, respectivamente, de 
A C y E D. Este paralelogramo ,es el lugar: Todo punto P dé él es 
centro de un segm'ento inscrito en A B Y C D:, y no lo es cualquiel~' 
punto que no perteneoe al paralelogramo. Para pTobar~o prol'Onga
remOS los lados M' M hasta Q, N N' hasta R y tracenlOS P O piua
lela a ellos. C es simétrico ,de V' respecto de Q" y D lo es tam
bién respecto de R. El punto simétrico de V. l~especto de O está, 
pues, en C D. De jgual modo, si trazamos P O', paralela a V D, el 
simétrico ,de V respecto de .o' está enA B. . 

Si se trata de un punto que no pertenece al paralelogr,amo, al
guno de los oentros de simetría O, O', o ambos, no ,están respecti-· 
va!mente ,en Q R Y S T, Y dicho punto no es, por lo tanto, ,del lugar .. 

La solución es también sencillísima utilizando el recurso de los:, 
lugares parcial'es: Para 'Obtener un punto del lugar basta tomar' 
arbitrariamente sendos puntos ,en A B Y CD (fig. 4). A B Y C I} 

.B 
'// \ 
l. \ 

1, ,/ \ 
I \ / \ \, , 

?'\ \ I \ 
I \ 

,,' \ \ , \ , 
,/ \ \ , \ 

\, 

, 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

. \ 
\ , \ , \ 

\, '. , .\ , \ 
\ 

&. -----------~~ 
Fig.4 

J1. 

son, pues, conjuntos-variables unidim.eIlsional'es, y el lugar 'es, na
t~almente, bidimensional. Un lugar parcial correspondiente a C D 
se 'Obtiene si consideranlos fijo un punto P de A B Y variable 
otro en C D. Este lugar parcial ,es el segmento E F, paralelo a C D 
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e igual a su mitad. Haciendo variar ahora a Pen A B, varía tam-
, hién E F Y eng,endra ,el higar total. E F es siempre paralelo a' e D 
y de longitud constante r/2 e D. Se trata, pues, de una traslación~ 
y la dirección de ,ella ,es precisamente A B, como se deduce de ser 
M M' lugar de los extremos E. El lugar total, es el paralelogra
mo MM'NN'. 

Si A B, Y e D son paralelos, dicho lugar deg,enera ,en un seg
lnento (paralela media del trapecio A B D C). La incidencia de los 
sistemas de lugar,es parciales -es de din1:ensión i; las coordenadas 
,de los puntos del lugar total son funcione,s de un solo parámetro 
,que sustituye auna cierta función de los dos genéricos. Sean ' 

'{X=Xl +mp 
CD== " 

Y=Yl +np 

u <~t< v, 

u'<p<v', 

las ecuaciones paramétricas de los segmentos A B Y e D. Las ecua
,dones del lugar propuesto son 

x = r /2 [(x' + Xl) + (a ~t + m p) ] 

y= r/2 [(y' +Yl) + (h~t+n p)] 

Si A B v C D 'son paralelos ha de ser ab_~ 
.¡ 111 

'1 '[] na, mb - h . as ,r n1 = b' n = -a-' se o hene 

n1 ) 
~p , 

[r] 

. Poniendo ¡en 

donde los paréntesis que n1ultiplican respectivamente a r/2 a y 

r /2 h son iguales en virtud de ~ = :1 . Haciendo, pues, ~L + ~ P 

= A, tenen10s en definitiva 

x = r/2 (x'+x1) + r/2 a A 

y= r/2 (y' +Yl) + r/2 b A. 
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Es fácil acotar A. Estas son las ecuaciones del lugar total que, 
ahora, representan un segmento, paralelo a A By C D (coeficienlie 

angular ~), y equidistante de ellos. A cada valor de A correspon

den infinitos pares (¡..t, p), les decir,. a cada punto del ll.J.gar co
rresponden infinitos paves de puntos 'entre A B Y C D. 

3. - Lugial' de los centros de los paralelogramos inscritos en 
un cuadrilátero dado (M. A. Longchámps). -'o Al resolver este pro
blema se ha considerado siempr,e los paralelogramos de lados para
lelos a las diagonaLes del cuadrilátero. De este modo la solución 
es 'el slegmento cuyos 'extremos son los centros de dichas diagonales; 
pero se comprende que el lugar es nlás general prescindiendo de ,tal 
restricción impuesta por lel paralelismo. Entohoes se trata de un 
lugar área. 

Sea A BCD 'el cuadrilátero dado (fig. 5). Tomamos arbi
trariamente ,en los lados' A B, A D sendos puntos E, F. A partir 

de un punto cualquiera G'. de B C, por ejemplo, traCelnos un seg-. 
mento G' H' igual y paralelo al E F, Y por H' la paralela a B C 
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hasta H. El segm'ento, H G, paral'elo 'e igual a G' H', Y 'el E F 
determinan, pues, un paralelogramo inscrito ,en el cuadrilátero da
do y, por lo tanto, un punto del lugar. De lesta construcción se de
duce: 1 ° ~ Un punto del lugar queda unívocamente deterIllinado !eli
giendo arbitrariamente s'endos puntos ,en dos lados ,adyacentes del 
cu.adrilátero; 2°. Elegidos los puntos anteriores quedan determina
dos los otros dos ,en el otro par de lados; 3°. Pueden no existir 
estos últimos puntos,' y, por lo tanto, Ja elección arbitraria de 
E. y F está acotada. 

De todo esto r,esulta que los 'qntes primitivos del lugar pro'
puesto son cuatro puntos, E, F, G, H, lvértioes de un paralelogra
mo, que produoen IDl punto P del lugar. Cada uno de estos cua
tro puntos se muev,e sobr!e una línea; pero. este movimien.to sólo 
es arbitrario para dos de ellos. El lugar ha de ser, pues, un área, 
en general. Los lados A B, A D del cuadrilátero dado, o mejor, los 
recintos acotados 'en lellos, son conjuntos-variables. 

Como vemos, no ·es necesario ,el paralelism~ de B D Y E F. 
Todo punto del lugar ha de ser -centro de dos segmentos' (dia

gonales) . in.scritos uno 'en A B y C D (fig. 6) y otro en A D Y B G, 
luego ha de pertenecer a los paralelogramos Q MR Ny S M T N, 

Fig. 6 

superficies m,edias de ambos pares de lados opuestos. El lugar. es, 
por lo tanto, la parte -común a dichos par:alelogrlamos. Es fácil ver 
que esta parte común les otro para1elogr,amo M M' N N'. N y M. 
son centros, r'espectivamente, de las diagonales A C y B D del cua-
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,drilátero, y los lados del lugar son paralelos a "los kB y A D en~ 
volventes del cuadrilátero completo. 

Si el cuadriláter1,o dado es trapecio el lugar degenera en un 
'segmento, y si es paralelogramo, ,en un punto. 

4. - Lugar de los centros de los s,egmentos inscritos en una 
,circunferencia y una recta. - Es, pues, otra superficie media. 

Sea O la circunferencia y r la recta ( fig. 7) . Reconoceremos 
,cuándo un punto P es del lugar trazando l~ recta simétrica r' de r 

Fig. 7 

respecto de P (hágase la figura). Si r' tiene con la circunferencia O 
puntos· propios COlllunes, P es del lugar, y no lo es en caso contrario, 
puesto que si F y G son 'esos puntos COlllunes, uniéndolos con P y 
prolongando los segmentos hasta r, ambos segn"lentos, cumplen las 
·condiciones del enunciado. 

Las rectas M Q y NR, paralelas a la. r;donde M y N son, 
respectiv,an"lente, los centros ·de A H Y B H, limitan ,este lugar área, 
que 'es la franja rayada: las rectas simétrica;s de r r,especto de loS! 
puntos de dicha franja cortan o son tangentes a la circunfer,encia 
O; Y no la cortan las simétricas der respecto de los demás pun
tos 'del plano. 

r y O son conjuntos-variables. El sistellla de lugares parcia
les correspondi,ente a r lo constituyen todas las rectas de esta franja 
paralelas a r. Y el sistema de los correspondientes a O todas las 
·,circunfer'encias inscritas en dicha franja. 
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Si en v'ez de considerar la l~ecta l' se trata de un segmento 
e D, es claro que 'el lugar será la parte de la franja doblem'ente 
rayada, donde las circunferencias 01' O2 son las posiciones límites 
del lugar parcial correspondiente a O. 

5. - Lugar de los centros de los s,egm,entos inscritos en dos 

circun f.er,encias . 

Sean 01' O2 las circunferencias dadas, de radios 1'1' 1'2 respec
tivamente. R,econoaer,emos si un punto P de su plano es o no del' 
lugar trazando la circunferencia O' l' simétrica de la 01' por ejem
plo, respecto de P. Si 0'1 Y O2 tienen puntos comunes reales, S, 
T, Y son S', T', sus simétricos respecto de P, los segmentos S S', 
T T' están inscritos en 01 y 02' Y es P su centro. 
. eonstruyan}os las ·circunfel}encias concéntricas de centro ° 

(fig. 8), punto medio del s'egn~ento 01 02' cuyos radios son, res
pectivam'ente, 1/2 (1'1+1'2) y 1/2 (1'1 -1'2)' Es \fácil probar que 
las citcunfe;r'encias simétricas de una de las dadas respecto de los 

Fig. 8 

puntos ,de la de radio 1/2 (1'1 + 1'2) son tan@en.tes exteriormente a 
la 'Otra; . y lo son interionnente si se toma como centros ,de sime
tría los puntos de la circunfenencia de radio 1/2 (1'1 - r 2). Trace
m'Os una recta cualqui,era 02D' que corte a ainhas circunf'erencia.s 
concétrica:s. Los puntos de intersección son A, B, 'e, D, y A';, B'" 
e', D' los simétricos de O2 respecto de aquéllos. En virtud de lo 
dicho, las circunferencias de radio 1'2 y centros D' y e' son, res-
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pectivam'eIite, tang,entes exterior e interiormenlle a la. 01' con lo 
cual los puntos del segmento D' C' - y, por igual razón, los de. 
B' A"- son centros de circunfelrencias ele radio 1'2 que tienen 'con 
la . 0 1 puntos comunes reales; y no los tienen las circunferencias 
de radio 1'2 cuyos centros no están en los segmentos D' C', B' A', 
para la recta genérica considerada 02D'. Por lo tanto, en dicha 
recta, sólo son puntos' del lugar los ele los segmentos A B 'y C D. 
Y, en definitiva, todo punto de la corona circular rayada :es, pueS!,,¡ 
del lugar, y no lo son los demás puntos del plano. El lugar pJ:lO
puesto es esta corona. 

Considerando los segmlentos inscritos de extremos M, fijo en 
01' y X, variable en O2 ob-tenemos un lugar parcial que es la cir
cunferencia de oentro G, inscrita en la corona, y que ,engendra el 
lugar total cuando M varía en 01' ,Del mismo modo, un :lugar par
cial correspondiente a la circunf,erencia 0 1 J:lespecto de un punto 
fijo, N, de la 02' es la circlmf,erencia de centro H, (tangente len Q 
y R a las de la corona. 

6. - El l. g. de las polares de los puntos. de la cuerda A B de 
una cónica Cf' (fig. 9) respecto de Cf' ¡es la parte de haz ray;ada, 
donde P, vértioe del haz, es polo de A B. Este haz acotado de po

,lares ,es un lugar de liectas, y también lo 'es de puntos. Basta, para 

Fig. 9 

verlo, enunciarlo así: «Dada una cónica Cf' y una ,cuerda A B, tó
mese arbitrariamente dos puntos, uno, X, en unO de los dos arcos 
en que la cueJ:lda divide a la cónica, y otro, Y, en ,el otro arco. La 
recta X Y corta 'en V a la cuer:da A B. I Lug,ar de los conjugados ar-
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monlcos de los puntos V respecto de todos los pares (X, Y)>>. To
do punto, Q, del lugar ha de pertenecer a la polar de V, y, por ser 

. V de la cuerda A B, dicha polar es del haz acotado. 
También puede v'ers,e que la condición necesaria y suficiente 

. para que un punto Q sea ,del lugar :es que su polar A' B' respecto 
de 'CjJ corte a la cuerda' A B, condición que cumplen solamente los 
puntos del recinto infinito rayado. 

Los puntos del lugar quedan unívocam'ente determinados eli
'giendo una terna (X V Y); pero sólo es arbitraria ,la ,elección de 
X e Y; ,es deCir, ¡entre las tres líneas a que perteneoen, respecti
v«mente, los puntos de la terna, sólo son conjunto-variables los 
;arcos A X B Y A Y Bde la cónica dada cr. 

7. - Lugar de los centros de las circunferencias que tienen 
puntos comunes con dos dadas. ' 

Los' plintos del l~gar quedan unívocamente" determinados eli
giendo arbitrariam,ente tres: dos 'en una de las circunf'erencias dadas 
y otro en la otra. Ambas circunf,er,encias son, pues, conjuntos-va
riables; pero como una de ¡ellas contiene dos puntos arbitrarios hay, 
en total, tres conjuntos-variables. Las coor,denadas de los puntos 

.,de 'este lugar son, por lo tanto, funciones de tres parámetros inde
pendientes, y ha de haber forzosamenteentr,e los sistemas de lu
gares parciales incidencia de dimensión 1, siendo 3 - 1 = 2 la di:" 
mensión del lugar. total. 

En la figura 10 son 0 1 y O2 los centros de las circunfe,ren
das dadas, cuyos radios van a ser, respectivam¡ente, 1'1 y r2 • Va
mos a proceder del modo siguiente: Entre todas las ¡ circunferencias 
que cortan o son tang,ente,s ,a las dadas, 01" O2, nos r¡eteriremos 
primero a aquellas cuyas cuerdas comunes con las 01' O2 con
curren len un nrismo punto P del ¡eje radical P O de dichos círculos 
dados, y hallaremos lel lugar de sus oentros. Se comprende que, al 
oonsiderar todos los puntos del ej1e radical, este lugar restringido 
- no parcial - engmldra el lugar propuesto. 

Supongamos traz8¡das, desde P dos secantes a 0 1, O2 respecti
va'mente y sean c1, c2 las cuer,das interceptadas. Es claro que las 
mediatrioesdec1 y C2 se cortan en un punto que es del lug,a;e. 
El 1. g. de ~os oentros de todas las cuerdas el es el arco F 0 1 E 
que perteneoe a la circunferencia de diámetro 0 1 P. Análogmnen
te, el 1. g. de los oentros de las cuerdas c2 ,es 'el arco H O2 J que 
perteneoe a la circunferencia de diálnetri?02 P. Las m.ediatrices 
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de todas las cuerdas C1 se obti!enen, , pues, trazando las 'rectas que' 
pasan por el punto 01 y por todos y cad~ uno de los puntos der 
arco F 0 1 E, Y están contenidas, por lo tanto, 'en ~l ángulo' a¡_ Del 
m~smo modo, todas las mediatrices de las cuerdas C2 forman el 
ángulo ~_ La parte de plano común a ambos ángulos, que es el. 
cuadrilátero V S L T, constituy,e ,el lugar restringido ... 

Fig. 10 

Estudiemos. ahora las trayectorias de los puntos S, T, V, L 
cuando P recorI"e ,el ¡eje radical. Para ,ello hmnos de adVíertlr que~ 
por ser PE=PH y rectos los ángulos PES y PHS, es SE=: 
= 8 H.. De igual manera les también T F = T J. De ,aquí se obl..· 
tiene suoesiv,amlente: 

SOl- rl=802 +r2 ; 801-S02 =r1+r2 -

T01 +rl =T02-r2 ; T02 - T01 =r1 +r2-

¡" 

Esto prueba que los puntos 8 y T pertenecen a sendas ramas~ 
de la misma hipérbola cuyos focos son los puntos 01' O2 Y cuya: 
constante les r1 + r2-
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Escribiendo relaciones parecidas para L y V verem.os que am
bos puntos se mueV'en sobrre sendas ramas de otra hipérbola, ho
mofocal a la anterior, de constante 1'1 -r2, lo cual nos indica que 
dichas ramas de ,esta últü11a hipérbola quedan ,entre las de La pri
mera. 

De. ,todo 'se deduoe que el lugar propuesto es la parte de plano 
oomprendida ientr,e las ramas sobrre las' cuales se encuentran S y 
T. El cuadrilátero V S L T se desplaza ren -ella variando de forma, 
cuando P recorre el eje radical. Si Pe\s el punto :impropio de dicho 
eje el cuadrilátero degenera en el segm:ento M N, cuyos> ,extremos 
son los centros de los segmrentos A C y B D respectivamente. 

La hip,érbola de constante 1'1 + r 2 ',es lugar' de los centros de 
las circunferencias tangentes a las dadas, quedando éstas en dis
tinta región del plano I;,especto de aquéllas. La 'hipérbola de cons
tante r 1 - 1'2 es lugar de los centros de las circunferencias tangen
tes a las dadas, y éstas quedan en igual región del plano. 

Cuando una de las circunfer,encias dadas es un punto, el lugar 
de los oentros de las que pasan por dicho punto y cortan o son 
tangentes a la otra 'es, también la r,egión del plano no interior a 
una hipérbola cúyos focos son el puntooonocido y el centro del 
círculo dado, y cuya constante es el radio de este círculo. En este 
caso particular no existe, natu:mhnente, la hipérbola hOlllOfocal del 
problema g,eneral, puesto\ que aquí el lugar restringido es. un seg
lnento r,ectilíneo y no un cuadrilátero. 

Es trivial el caso de ser puntos los dos círculos dados. El lu
gar es, entonoes, la m'ediatriz del segmento que determinan, y el 
restringido es un punto genérico de esa mediatriz. 

8. - Lugar de los c~ntl'os de las circunferencias que tienen pun
tos comunes con otra ci1~cunferencia y una recta. 

La recta dada es la M T ( fig. 1 1) , y la circ~mf.el~enciaes la 
que tiene O como oentro y a cuyo radio vamos a designar por r. 

Análogamente a C01110 hemos hecho ,en el ejemplo anterior con
siderm110s primero todas las circunfer'encias que cortan o son tan
.gentes al círculo y a la recta dados de modo que las cuerdas co
munes con la circunf.erencia O concurran 'en un mismo punto P 
de la r·ecta M T que eS,en este caso, rel .eje radical del par dado. ' 
Hallaremos el lugar de los oentros de ,estas circunfer·encias. Este 
lugar restringido engendra el total cuando P recorre el eje radi
cal M T. 
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Sea Cj una. circunferencia cuyo oentro Oj pertepece al lugar 
restringido corr.espondiente a P. Oj es la inter·sec.ción de las per,.. 
pendicular.esa la cuerda común U Y 'en su punto ul!edio /-1 - dicha 
perp~endicular pasa por O - Y a la y - x, también en su punto 

.-----.&;;----- ---~-f--- ----------- --------_---I.-~~~ 
1" 

Fig. 11 

r 

, 
/ 

/ 

medio /-1'. Para todas ·las circunfer,encias Cj cOÍT,espondientes a P 
el lugar de los puntos /-1 les ,el arco A O B de lac,ircunferencia de 
diálnetro O P. V.eamos el lugar de los puntos /-1', situados todos 
eilos 'en la recta dada M T. Estos puntos tienen la abscisa ± 1/2 
(x + y) respecto de P. Además se verifioa A p2 = P V . P U = x y ; 
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AP=± y;y. y se sabe que es r/2 (x+y) > lIxY. Lo que' 
nos ,dice qüe si Uévamos la longitud A P sobre la recta dada pOIr 
eI,lcima y por debajo de P obtendremos dos puntos, 1\1 y T, que' 
son mínimas absásas de los ¡..t'. El lugar geométrioo de éstos está:. 
constituído, pues, por las semirr,ectas de extremos M y T no con~ 
tinentes de P. 

El lugar restringido, que tratamos de encontrar será, por lo
tanto., el conjunto de las intersecciones de las perpendiculares a 
est~ :semirrectas len todos sus puntos y de las rectas del ha~ apo-· 
tado o-a; es decir, las partes infinitas ratyadas en la figura. 

Cuando P recorre el lej,e radical, el lugar restringido se des
plaza .asimismo sohre el plano y engendra, 'el total. Hallemos las, 
trayectorias ,de los vértioes S y R. 

Por 'ser rectos los' ángulos P T S Y P A S Y ser P A' P T" 
. es también A S = S T. ° sea, S T - S ° = r; luego S pertenece; 
a una parábola de foco ° y directriz E D. Análog~mente, el pun
to R perteneoe a otra parábola. homofocal a la ,anterior 'de cons
tante- r, es decir, de divectriz E' D'. Estas parábolas pasan, res
pectivamente, por N y F. El lugar propuesto les, por lo tanto, la 

. región del plano no interior a la parábola de dir,ectriz E D. 
Ambas cónicas son 1. g. de los oentros de las circunferencias, 

tangentes a la dada y a la r·ecta M T. _ 
En el caso particular de ser un punto !el círculo dado, el lugar 

propuesto- les, naturalmlente, la r'~gión del plano no interior a la;. 
parábola que -tiene a dicho punto como foco y a la recta dada co
mo ,directriz. 

9. - Lugar de los centros de las circunfel',encias que tienen pun
tos comunes con tres dadas. 

Sean Cl , C2, Cs estas últimas circunferencias, cuyos centros. 
son 01' 02' Os' Y a cuyos radios designaremos por r1' r2, rs' res:
pectivam'ente (fig. r 2 ). R,esolvamos el problema correspondiente al. 
número 7 para los par,es de ·circunfer.encias (C l , C2), (Cl , Cs), 
(C2, Cs), y obtendr,enlos así tres recintos del plano no interiores~ 

respectivamente, a las hipérbolas de constantes r l +r2, r l + rs" 
r 2 rs' cuyos focos son los pares de puntos (01, 02)' (01' Os)'" 
(02, Os). La parte común M a 'estos tres vecintosdel plano les el 
lugar propuesto. En 'efecto, todo punto, P, de M ha de ser centro 
de tres coronas ...... Circulares (11)2' (11,S' (12"S' de manera que cada co
rona (1i,jestá formada por todas las circun:BerencÍas de centro P 
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que cortan y son tangentes a cada par (Ci , Cj). Si, por ¡ejemplo,. 
la circunferencia Cs no tuviese ningún punto en ,la corOl'ia (/.¡1,2 \110· 

podría haber tampoco \ ninguna circunferencia de centro P que 'tu_o 
viera puntos comunes reales con alguno de los pares (Cl' Cs), 
(C2, Cs), contra la hipótesis, puesto que (/.¡1,2 está limitada por 
circunferencias que han de· ser tangentes a alguna. de las Cl , C21 

Luego existe una corona circular de oentro P que es común a las. 
tres coron§.s (/.¡i,j.' De. igual modo, todo punto que no pertenece 3J. 

M no es centro de ninguna circunferencia que corta o es tangen
te a la terna dada. 

\ 

e3 \ 

Fig. 12 

I 

I , 
, , 

Es curioso ver qué forma tiene ¡este lugar. Si todos los puntos 
de intersección son propios, las hipérbolas que limitan los' tres re
cintos mencionados producen seis vértioes, A, B, C, D, E, F, y, pOIj' 
consiguiente, M ¡es una parte de plano comprendida entre seis ar
cos de hipérbola. 

En el problema del número 7 vimos cómo, además de la hi"
pérbola de constante r l -+ r 2, obteníamos también otra 'homofocal 
de constante Ti - r 2 • Pues bien, es ·elemental probar que por cada. 
vértice del exágono curvilíneo A BCD E F pasa una rama de hi
pérbola de constante genérica ri - rj. Para 'el vértice A, por ej,em
plo, se verifica: 
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y, restando, A 03 - A 02 =rg - 1'2' Puede verse también que en 
el lugar M hay dospuntos<G y H, comunes a tres ramas de estas 
hipérbolas hon~ofocales ,a las que limitan M. Naturalmente, estos 
puntos y los seis vértioes del exágono son las ocho soluciones del 
p'roblema de Apolonio relativo a tangencia. 

10. - El problema precedente puede originar nuev,e casos par
ticulares, cuando tilla, dos o las tres circunfer'encias dadas degene
ran en puntos y rectas. En todos ellos han de figurar las solucio~ 
nesdel problema de Apolonio com.o puntos notabLes de estos lu-. 
gares' áreas. 

En la figura 13 está representado ,el lugar correspondiente al 
caso de ser dos circunfermlcias 'Y l' 'Y 2 Y una r,ecta p la ten1;a. da
da. Dicho lugar . consta de dos recintos infinitos del plano: Uno 

I 
~--t----- _L , 
I I \ 
I I \ 
t------ _~~h~~ 

I 

Fig. 13 

de ellos tiene como vértioes los puntos A, B Y e, y p.osee un pun
to interior D común a tres curvas: una hipérbola y dos parábolas. 
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El O'trO' recinto tiene pO'r vértioes lO's puntO's A', B' Y C' (el A' falr 
ta en la figur:), y pO'see también un puntO' interiO'r D', cO'mún ,a' 

las mismas curvas que pasan pO'r D .. 
EstO's O'chO' puntO's sO'n las sO'luciones de ApO'lO'nio. 

11. - Lugar de Jos puntos cuya suma de distancias a dos ar
bitrariamente deg'idos en sendas rectas es una constante k finita 
y no nula. 

Sean xe y las rectas dadas (fig. 14), y P una recta cual
quiera ,del haz ,de vértioe O. SO'bl~e p sólO' existen dos ,puntO's P, P', 
sImétricos respectO' de 0, que cun1.plen la cO'ndición de ser k la 
suma de sus distancias respectivas a x e y. Cualquier puntO' de p 
exteriO'r al segmento P P' nO' puede ser del lugar prO'puestO', pO'r-

Fig. 14 

que la suma de sus distancias a lO's puntO's lnás próximO's ,a él, 
uno ,de x y O'trO' de y, es ya superiO'r a k. En cambio, lO's puntos 
del' 'segmentO' P P' sO'n del lugar, puesto que, si es Q, unO' 'genérico~ 
es siempre pO'sibl,e trazar desde Q sendas O'blicuas a xe y de lna:':' 
nera que :sea' k la suma de ellas. Se desprende asimismO' :que lascO'r
denadas oblicuas (x, y,) de P varían linealmente con p. Finahnente, 
siendO' puna r,ecta genéric'a del haz de vértice 0, deducimO's de tO'
do lO' expuestO': 1 0. El lugar es un ár'ea finita del plano; 2 0. La 
línea que limita esta área e.s pO'ligO'nal, y ° 'es iSucentro de silne,-, 
tría; 3°. Dicha línea ,es, a su vez, 1. g. de lO's puntos cuya suma 
.de distancias a las rectas dadas es la cO'nstante k propuesta. 

Para acabar de determinar el lugar hasta obs,~rv¡u que las rec-



/ 

- 2.8-

ta,s ,dadas pertenecen también al haz cO'nsideradO', y que llevandO', 
sO'bre cada una de ellas a partir de 0, a unO' y O'trO'Ilt ladO', distan-

cias iguales a _k_, lO's puntO'sextremO's A, B, C, D sO'n límites .. 
sen cp 

del lugar en dichas rectas, ya que, pO'rejemplO', es 

B B' = B Osen cp = k, 

y cO'mO' P se muev,e linealm:ente en el planO' en cada «cuadrante» ,de: 
los ejes (x, y), el lugar 'es, en definitiva, el rectángulO' A BCD. 

Una variación del ángulO' cp O' de la cO'nstante k a,carrearía tam- ' 
bién variación de perím'etrO' y área del rectángulO' halladO'; perO' la~ 

prO'piedad que sintetiza lO's puntO's del cO'ntO'rnO' subsistiría. 
Las ecuaciO'nes de lO's cuatrO' lados del r,ectángulO' sO'n 

k ±x±y= sencp [1]; 

\ 
perO', sin 'embargO', nO' tO'dos lO's puntos de ,estas rectas sO'n 'del lu-· 
gar. Es precisO' acO'tar las variab1es. 

Pues bien : así cO'mO' lO's puntO's del perím,etrO' A BCD, fO'r-· 
madO' pO'r cuatrO' segmentos, tienen una prO'piedad que lO's unifica,. 
debe :exiistir también una sO'1a expr.esión analítica que sólO' quede. 
v,erificada pO'r lO's puntO's del perímletrO'de ref,er,encia. Puede cO'n~ 

seguirse estO' intrO'duc~endO' valO'r'es mO'dulares de las variables. En 
efectO': la .apar,ente cO'ntradición [1] nae;e de nO' tener en cueiltat 
que" en nuestrO' prlOblenla, elcO'nceptO' de distancia es elemental" 
!independiente de la O'rientación, O' sea, es un valO'r absO'lutO', y qlle 
la, palabra suma tiene, pues, el significadO' primitivO' que excluye 
a, la ,suma algébr;i:ca. Es fácil prO'bar que, cO'mO' cO'nsecu~ncia de es~ 
tO', lO's valO'res absO'lutO's de x y de y han de ser ~guales O' infe-

riO'res a ~ (fra,cción siempre pO'sitiva). 
sen cp 

PO'r lO' tantO',cO'nsiderandO' las rectas x, y cO'mO' eJes O'blicuO's;.; 
la, suma de lO's módulO's de l3JS cO'O'rdenadas de un puntO' genél'i,co 
S delcO'ntO'rnO' ha, de ser igual a' la semidiagonal del rectángulO',. 
es decir, 

k 
Ixl + I y I = sen cp , 

ecuaqón que sólO' satisfaoen las cO'O'rdenada,s - pO'sitivas O' nega
tivas - de lO's puntos del cO'ntO'rnO'. PóniéndO'la en fO'rma explí
cita es 
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k 
I y I = sen cp - Ixl, 

1.0 cual expr,esa que 1a diflerencia del segundo miembro ha de ser. 

.siempre púsitiva, .o lo que es 1.0 mismo: Ixl < ~ . Y, ,con el 
sen e¡> 

fin de no ·excluir las coordenadas negativas, puede poners-e 

y=+ (~-Ixl). - sene¡> 

Por lo tanto,a cada valor, positivo .o negativo, de una de 
las variables corresponden dos opuestos de la otra. 

2 k2 
El área del flectángulo lugar, en función de k yq"~ es' 

. sen e¡> 
!(jomo fácilmente se deduoe. 

En el caso particular de ser cp = : ' la ¡ecuación .obtenida es¡ 

:1 x 1 + 1 y I = k, Y repflesenta los cuatr.os lados de un cuadrado cuya 
semidiag.onal es k. El área es 2 k2• 

El 1. g. de que estamos tratando tiene doble motivo para ser 
un lugar área: Por una parte, existen dos rectas, x e y, que sonJ 
.qonjuntos-vadables; por otra, a cada par de' puntos 'eLegidos ar
bitrariamente, uno mI x y- .otro en y, corresponden todos los pun
tos de una elipse cuy.os focos son X e Y y k la .constante. O sea, 
el problema matr,iz de leste lugar, referido sólo al par (X, Y) d:e 
entes primitivos produce ya un 1. g. unidimensional. Podemos sus
tituir este problema matriz por otro ,en el que figur,e un ,ente pri-. 
~tivo más, de maner.a que su solución sea uno .o varios puntos, y 
que r,esolviéndolo fléiteradamente genere el lugar propuesto. Hasta 
para ello 'considerar como ,entes primitivos a los de la terna, (X, 
Y, p), y com.o cuestión encontrar los puntos Pi de p qu¡e cumplen¡ 
Pi X + Pi Y = k. Hacjendo después que estos entes pertenezcan, res
pectivamente, a las rlectas x, y y al haz de recta,s d~ vértice O ob
tend.remos .el I'lectángulo lugar. Se desprende, pues, que los sistemas. 
de lugares parciales inciden según líneas. 

Hen1:os dicho que a cada par de puntos X, Y tomados len x e 
y arbitrariamente corresponde una elipse f, cuyos puntos han de 
ser todos del rectángulo hallado. No siem.pre ocurre que fes tan
gente a los lados del rectángulo, como se ve, por ejemplo, toman
do X e Y de lnanera qu¡e s'ea X Y = le; pero existen 'elipses. que tie
nen un punto límite S. Los focos de estas 'elipses tangentes al con
torno se hallan t0l11ando en éste un punto S arbitrario - que. es el 
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de tangencja - y trazando las perpendicular,es S X, S Y a x e y. 
Los pies de dlas son dichos focos. 

Si X, Y coinciden en 0, la elipse degenera en la ,circunferencia 
de centro O y radio r/2 k, y ningún punto de ellélJ es límite, por
que O no puede Sier' pie de dos perpendicular'es ,a x e y trazélJdas 
desde un mismo punto. 

Finalmente, si ,a uno ele los dos entes primitivos X, Y se le¡ 
considera fijo y el otro varía en su recta obtenemos un lugar par
cial que es también un área, y que vamos a l~esolver a continuación. 

r 2. - Lugar de los puntoS' cuya suma de distancias a uno ji jo 
F y a ,otro vari,able sobre una r,ecta r es una constante k finita. 

La generación de ,este lugar puede hacerse así : Supongamos 
dos puntos", X y F Y una recta p que pasa por el último. Ahora 
cabe ,el probl.enla de hallar sobr,e p los puntos Pi taJes que Pi X'+ 

, .. + Pi F = k. El lugar propuesto queda generado asignando a los 
entes primitivos X y p sendos conjuntos~variabl:es: una r,ecta l' al 
pr,imero y ,el haz de r:edas de vértice F a la segunda. El 'Otro ,ein
te primitivo F permanece fijo. Y siéndo lineales ambos conjuntos
variables les claro que ;el lugar ha de ser una án~a. 

Dejando fijo X y considerando todas las rectas. del haz ten
dremos un lugar parcial correspondiente a dich? haz, que es la elip
se de focos X y F Y constante k~ Del mismo modo, un lugar par:
cial correspondiente al conjunto-variabl:e l' es un segmento rectilí
neo que contiene a F. La incidencia de ambos sistemas de lugare.~ 
parciales ,es forzosamente de dimensión cero. 

He 'aquí cómo puede obtenerse el lugar total: Tracemos las 
parábolas de foco común F (fig. r5), cuy.as directrioes d y d' 
distan k dé" la recta r. Se ven fácilmente dos cosas: r a. Estas pará
bolas tienen comunes dos puntos reales M, N que perteneoen también 
a 1', y son simétricos, claro es, respecto del eje común a ambas 
curvas. 2 a . Los arcos M S N, M Q N de estas dos parábolas tienenl 
la propiedad de que la suma de las distancias de sus puntos a F, 
y a l' es k; luego tates arcos ,son del lugar propuJesto. 

Todo punto P del recinto M S N Q M ,es también del lugar, Yo 

los P', exteriores a él, no lo son. Basta, len efecto, observar que 'es 
P X + P F < k Y P' X + P' F > k. En el primer caso siempre ,exis
:ten dos oblicuas' a 1', desde P cuy.as longitudes respectivas sumadas. 
a P F dan k. 



- 31.-

NO' pue~e darse dcasü que estas üblicuascürten a r fuera, del 
segmentO' M N, puestO' que F M = F N = k. 

El recintO' citadO' es, pues, el lugar pedidO'. 
De las últimas igualdades se deduce además que la, ,elección ar

bitraria de X ,está aCütada, ya que sólO' varía en el segn1!ento M N. 

:r 
á' d 

'. 
B~-~_--__ -_-_----.-------~~~----~--~~--~--~6 

-"'- .. 

~----.K 

I 
--_.-.-! 

A cada fücü X cürrespünde una ,elipse lugar parcial, que tiene 
düs puntüs de tang,encia P v P 2 cün la curva límite cümpuesta¡ 
M S N Q M. Esta curva es, pür lO' tantO', la envüly;ente de las elipsesi 

lugares parciales. Es fácil ver también que lüs puntüs P l' P 2 tier-: 
nen . igual O'rdenada. 

CuandO' el fücO' lnóvil X ,es cualquiera de lüs puntüs singulares: 
M, N las elipses deg1eneran enlüs segmentüs F M, F N. 

Puede prübarse fácilmente que las tangentes a lüs arcüs que 
fürnlan la curva límite ,en lüs par,es de puntos (P1' P 2) cüncurren! 
en la recta r. Sea b la O'rdenada de P 2 (y de P 1)' Y vamos ,a ha~ 
llar la ordenada de R, intersección de r y la tangente~en P 2 .al ar";' 
cü M Q N. De la semejanza de lüs triángulüs R X P2 Y F A B re:
suIta: 

on-b k+c. OR=P
2
X k+

b 
e +b; 

~=--h-' 
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pero del triángulo P2 D F se deduce: 

v,alor que sustituído ,en 'el de O R nos da: 

k2 +b2 -c2 

OR= ?b' • 

Escribiendo' relaciones análogas deducidas de la semejanza de 
los triángulos R X P 1 Y G E F se obtiene el mismo valor último 
para la ordenada de la intersección de r y la t~gente ,en P 1 al 
arco MS N, C.s. q .. d. 

Los puntos de la curva M S N Q M tienen una propiedad que 
los sintetiza, y vamos a encontrar la ,expr,esión . analítica que re
.presenta lesa propiedad. 

La abscisa x de un punto genérico de la "curva compuesta" 
,sumada al radio vector p de dicho punto, ha de da;r la constant~ 
prefijada k, teniendo len cuenta sólo el valor absoluto de x. Es, de¡-

,cir, Ixl+p=k. Pero p= Vy2+(C-x)2, donde y es la orde'
nada del punto genérico. Obsérv'es:e que la x del radicando no está 
modulada. Sustituyendo y elevando al cuadra;do DesuIta 

[1 ], 

lecuaClOn que nos permite hallar la ordenada (positiva o negativa), 
,de un punto de abscisa ± x. , 

Comprobemos algunos valores: Desde luego, la ecuación [1] 
.indica simetría de la curva r'especto del eje x, como así 'es, 'en ef.ec-

too Si hacelnos x = o, es y = ± 11 k2 - c2, lo cual indica que el 
,radio vector de los puntos M yN es k, de acuerdo .con la figura., 
Haciendo y=o, ha ·de ser 2,k Ixl-2 cx=k2':"-c2. El primer 
,término es siempre positivo, y ¡el segundo será positivo cuando x 
.sea negativo, y r,ecíprocanl1ente. Por lo tanto, 2 x (k c) ~ k2 - c2;1 

x' = 1/2 (k + c) ; x" . - 1/2 (k - c), 

'valores que tiellten los segnlentos O S Y O Q respectivamente. 
Sustituyendo ,el valor x' en [1], y se anula. Si haoelnos x> r/2 

{k + e), como es siempre k> c, la dif.erencia 2 c X - 2 kl x I sería 
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entonces inf.erior c2 - k2, Y lel s,egundo miembro de la ,ecuación [r] 
se haría negativo. Análoganl:ente puede decirse cuando x < - r/2 
(k - ,c). Por consiguiente, la curva límite del lugar propuesto sólo 
está definida 'en lel intervalo 1/2 (k -c ) <x < 1/2 (k + c) . 

Por último, cuando es y>. JI k2 -c2, o y < - JI k2 c2 

resulta 2 c x - 2 k Ixl > 0, y no existen valores r,eales de x que ve-· 
rifican esta última desigualdad. La curva, queda, pues, definida, co-

mo ya sabíamos, sólo en el i~1tervalo - 11 k2 - c2 < Y < JI k2 - c2• 

Si en v,ez de ser una recta el conjunto-variable l' fuese un ,seg,., 
mento, ,el lugar ,estaría limitado por arcos de parábola y elipse. 

Cuando el punto' dado F perteneoe a la recta r, la curva lími,
te tiene como centro de simetría dicho punto, y M Nes igual a 
2 k; los puntos de ordenada nula tendrían la abscisa ± 1/2 k. 

r3. --:: Lugar de los puntos cuya suma de distancias a otros 
dos arbitrariamente elegidos respectivamente en una circunferencia 
y una recta es una constante k. 

Este lugar ,es una generalización del correspondiente al núme
ro 11, Y presenta tres casos, s:egún sea k ~ c r, donde c es. la 
distancia entre ,el' oentro del círculo y la recta dados, y r el radio 
de dicho círculo. 

ler. caso: k> c r. 
Tracemos las parábolas de foco común O (fig. 16) Y direc

trices p', p", ambas paralelas a la r,ecta dada' py distantes de ella 
k + r. Se ve inmediatam!ente que los arcos D G F y D: E F tienen 
oomunes dos puntos reales D y F situ:ados en p y simétricos res...l 
pecto del ,eje común E G a ambas curvas. Cualquier punto ~ 
del arco D G F verífica: 

y otro punto N genérico d~l arco DE F v,erifica también: 

Por lo tanto, 
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luego los puntos de la curva cp compuesta de ambos arcos 'son del 
lugar, y tienen la propiedad de que la suma de sus distancias a la 
circunferencia y a la recta dadas es k. 

p" p' 

\ 

, 
1If-----K + 7" ---.....".:.'-.!4----- Jl+ l-----.; 

Fig. 16 

Del mismo modo como se hizo en el probLema anterior, puede 
probarse que todo punto del recinto de cpes también del lugar, y 
no lo son los puntos restantes del plano. El lugar, es, pues, dicho 
recinto ,con la curva cp. 

Como es k> c + r, todos los puntos de la circunf'erencia da
da son del lugar, y ninguno de ellos pertenece a cp. 

2do.caso: k = c + r. 
Sabemos que es G R + G O = k + r -.:. C + 2 r; o sea, GO = r. 

En este caso la parábola de dirtectriz p" es, pues, tangente a la cir~ 
cunferencia, y, por consiguiente, RE = r. 

3er. caso: k>c-r, y k<c+r. 
Si hacemos la construcción como en los casos anteriores vere-

1110 S (fig. 17) que el arco e v D de la parábola de foco O y di-
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,rectriz d' ha de cortar forzosamente (o ser tangente ex~erioT cuanr
do es k = e - r) a la circunfer,encia dada. Pues bien, la curva; 'C{il, 

compuesta que limita ·el lugar len este caso es .la misma . que 'en losl 
preoedentes, ¡excepto el arco E V F interceptado en la circunferencia. 
Basta ver que los puntos E y F distan k de p; y menos de k los 
de los arcos E e y F D. En cambio, los puntos del arco E V F tie
nen abscisa superior a k, y no pueden ser ya del lugar. 

d' 

Fig. 17 

Sea M un punto genenco de cp entre E y F; trazando M A, 
'perpendicular a p, y el radio O B que pasa por M, ha de ser: 

r' , 

luego Mes de la parábola de foco O y dir,ectriz el" (par~lela a p 
y distante de ella k - r). 

La curva cp de los casos anteriores sufr,e ahora trua refracción 
,en el círculo dado. 
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Tratemos de hallar la ,ecuación polar del conjunto de arcos de 
cp, siendo O el polo, y a el ángulo fOrInado por ,el :eje polar OH 
Y el radio vector genérico f-t. La distancia & desde un punto de 
cp a la circunfer,encia dada sumada al módulo de la abscisa de di
cho punto (en el sistema de ejes OH, p) ha de ser k. Es decir, 

&-t-IXI =k 

Si el punto de cp no pertenece al círculo daldo, ',es, & = f-t - r, y 
si perteneoe 'a leste círculo, & = r - ~t, con 10 cual es siempre 
& = I ~t - r l. El valor Ixl es la distancia del punto de cp a la recta 
dada p. Sea A la proyección de f-t sobr.e OH. Si el punto se, to
ma en 'el arco CHD, ,es Ixl =A-e, y len"~ caso\·contmrio Ixl 
= c - A - obsérvese que si ,el punto 'ti,ene una abscisa ,1 xl> c, eo-

"\ 311: - 11: l' '. 1 I nlO es J\ = f-t cos a y, -. - .> a > -, e coseno les negatIvo, y x = 
2 2 

= C + A -. Para todos los puntos de cp r.esulta, pues Ixl = 1 c - Al 
= 1 c - f-tcos al. Sustituyendo en [1] estos valor,es tendremos: 

y, sucesivamente, 

Ic- f-tcos al =k-If-t- rl; 

e2 + f-t2 cos2a - 2 C f-t cos a = (k - I f-t - r I )2; 

e ± (k - 1 p. - r 1 ) oos a [3J, 

ecuaJéión que permite representar gráficam'ente ,el conjunto de arcos 
de parábola que limita ,al lugar con sólo dar valores la f-t; el valor 
máximo de f-t es k + r, pues si fuese 1 f-t - r 1 > k tenddamos 
le - f-t cos al < Q, como se deduoe de [2], lo cual ,es absurdo. 

El doble Isigno de [3J indica que eos a ha de tener dos valo
res difeDentes para cada valor de f-t, cosa que no ,es cierta sino 
cUaJildo 1/2 (c+k+r) -Z f-t<:k+r. Y, en ,ef,ecto, si, ,en [3J da

. mos la f-t valores más pequeños, uno de los dos de cos a resulta 
mayor que 1, y dehe despreciarse. 

. En la figura vemos que O L = 1/2 (r + c - k), y sustituído 
en [3] nos da para 'el coseno un valor igual a la unidad, y otro ma
yor, que se despr.eyia. Para valores ~t < 1/2 (r + c - k) los dos 
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.(lel ooseno son mayor,es que la unidad, con lo cual la curva <p está 
,defi'nida en ,el intervalo r /2 (c + r - le).z ~t .z le + r. 

r 4. - Sien el problelna anterior consideramos fijo un punto 
'en la. recta. dada p y variable a .otro 'en la circunf.erencia, obtene,
mos un lugar parcial, que es, a su vez, un ár,ea; y que yamos a de
terminar. 

Sea r 'el radio de la circunf.erencia, O su centro y 'p el pun-

to fijo (fig. r8). Puede ocurrir tres casos: le ~ Oy + r. 
rer. caso: le>OP+r. 

Fíg. 18 

Los puntos de una elipse de constante le + r y focos O y P 
son del lugar, ,pues siM es lUlO g,enérico se tiene: 

Todo punto exterior a esta elipse no es del lugar, por ser M A 
la 'menor dista.ncia desde M a la circunf.er,encia. 

Tracemos otra elips,e de constante le - r homofocal a la' an
terior.' Un punto N genérico de ella verifica: 

luego N es también del lugar propuesto, y no lo son los puntos 
interiores a lesta elipse, porque N B es la distancia máxima des
,de Na la circunferencia. 
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Todo punto H de la corona' elíptica determinada por amba)S 
elipses 'es del lugar, pues 

k-r<HP+HO<k+r, 

es decir, siempr,e existen dos vectores desde H a Ola circunfevencia 
que sumados separadam,ente a P H dan k. 

El lugar es, por lo tanto, la corona elíptica dicha. 

2 o. caso: k = O P r. 

Las elipses que limitan la corona tienen, en este caso, por cons
tantes k - r = O P Y k +r ' O P 2 r respectivamente. El lugar 
es, pues, toda ,el ár,ea no ,exterior a la elipse de constante k + r, 
ya que la otra deg,enera en el segmento O P. La ,elipse límite d.e 
este lugar ,es tang,ente en R a la circunferencia dada. 

3er., caso: k<OP.+r, y k>OP-r. 

La elipse de focos O y P y constante k + r corta entonces, 
forzosamente, a la' circunf,er,encia, y, lo mismo que en los casos 
anteriores, pertenece y limita al lugar, excepto oelarco M TH (fig. 
19) interceptado en la circunferencia: Basta ver, en efecto, que los 
puntos de este arco distan de P más de k. 

Fig. 19 

Tracemos con centro en P y radio k un arco de' circunféren
cia M B H, Y sea P B un radio genérico de ,este ,arco. Sobre P B 
existe siempre un solo punto N tal que, trazando O N, 'es N B = N A;; 
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y este punto N es del lugar y corresponde a la curva que lo limi
ta, por serNA la menor distancia desde N a la circunf'erencia. 

Se verifica: 

r-NO=k-NP; NP-NO=k-r. 

El lugar geOlnétrico de los puntos N 'es, pues, el arco M N H 
de la hipérbola de focos O~ P y constante k-r. 

Todo puntoD no exterÍor al recinto M N H R M . 'es del lugar 
propuesto, por ser 

y si unimos M y D será D M + D P > k, luego han de existir 
forzosamente 'en ¡el arco M C H de la circunferencia dada dospun...; 
tos, Xl' X2, para los cuales sea D X + D P = k. El lugar 'es, por 
lo tanto, la Isuperficie rayada en la figura. 

Cuando r = k, el arco M N Hdegenera en unlSegmento r,ec
tilíneo, que palsa a ser ,eje I?-enor de la ,elipse, en tal caso de cons
tante 2 k. 

Los puntos de la curva compuesta que limita al lugar están 
ligados por la p'ropiedad de ser k la suma de sus distancias a la 
circunferencia dada y ,a un punto P exterior a ella. A ,esta propie
dad que los unifica corresponde una sola ¡expresión analítica con 
módulos, que podemos obtener ,en coordenadas polares: Hagamos 
O P = c, y sea O ,el polo. Desde él tracemos una secante' cualqui,era, 
que cortará a la curva límite en puntos S, E. 

Sabemos que 'es 

SC+SP=EC+EP=k, 

y llamando d a cualquiera de los radios v,ectores correspondientes 
a los pares de puntos S, E, la distancia de todo punto de la curva 
a la circunferencia quedará expresada siempr,e por Id - r l. La 
distancia de un punto genérico de la curva a P viene .dada por 

E P = JI d2 + c2 - 2dc cos ct, 

siendo en 'este caso d = O E. Para el punto, S sería d = O S, y la 
distancia, S P. La ,ecuación que traduoe ·la propiedad que sintetiza a 
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l0's punt0's de la cu~va c0'mpuesta t0'ma, pues, la f0'rma. 

y" ¡sucesivamente, 

yd2 + c2 - 2dcc0's ct =k - ,Id- 1'1, 
e2 - 1\.2 - r 2 + 2dr + 2k I el - r ¡ 

O0's ct = 2 ele 

A cada val0'r de d c0'rresp0'nden d0's 0'puest0's y admisibles de 
ct, con l0'~ual la curva es simétrica r'espect0' del eje p0'lar. En vir
tud del términ0' 2 k 1 d - l' 1 'existen d0's val0'res para d, tales com0' 
l0's ,c0'rresp0'nmentes a l0's punt0's S y E, que verifican [1], para 
un mism0' ángul0'. 

De la figura se deduce que 'el radi0' vect0'rde R vale" 1/2 
(r +c + k); 'tSustituíd0' ,en [1],' y teniend0' ,en cuenta que la dife
r,encia 1/2 (r+,c+ k) - l' 'es p0'sitiva, 0'bteueIn0's C0'S ct = 1. Un va-
10'1' may0'r de d n0's c0'n"duciría :a la desigualdad a0's ct > 1; p0'r ser 
k + l' > c. El radi0' vect0'r ha de cumplir de m0'nlent0' la limitación 
d ~ 1/2 (c+r+k). 

El' d 'c0'rresp0'ndiente a F, vale 1/2 (c + l' - k), y la diferen
cia 1/2 (c + l' - k) - l' es negativa; per0' p0'dem0's cambiar 10's sig
"¡jos, p0'r 'estar m0'dulada 'en [1], Y 'ent0'nces dicha expresión es 
OÜ'Sct=l. 

Un val0'r d <I /2 (r -f- c - k) aumentaría 'el módul0' 1 d -:- r I ' 

y, p0'r 10' tanto, C0'S ct, que lLegaría a valer lnás de la unidad. Lue
g0' debe 's'er 

Dand0' a d val0'res que cunlplen, esta limitación, sustituid0's en 
[1], ,enc0'ntral~em0's ángul0's ± ct que permiten representar la CUI"

va límite. 

1 5. - Lugar de los puntos cuya suma de distancias ,a dos ele
gidos arbitr:ariamente ,en sendas circunt,el'encias es k. 

Sean O y O' l0's oentr0's de las circunferencias, y r y r' sus 
radi0's (fig. 20), sup0'ñiend0' r' >1'. 
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ler caso: k>OO' -1'+'1". 

Con focos O, O" tracemos dos elipses./ cp, cp' de constantes 
k + l' + 1',' Y k ---.: r - 1" respectivan'}ente. Es fácil ver que los pun
tos P, de la prinlera, y M, de la segunda, son del lugar, y pertene
cen también: P a la 'elipse de focos A, B Y constante' k, y M a 
la de focos F, H e igual constante. 

Fig. 20 

, Todo punto exterior a cp no es del lug.ar propuesto, conlO tam-
poco lo son los puntos interior,es a cp'. Todo punto Q de la corona 
linlitada por cp y cp' 'es del lugar, pues 

k + r + 1" > Q O + Q O' > k - r 1'" , 

luego siempre 'existen dos oblicuas a las circunfer,encias que suma
das dan k. 

El lugar 'es dicha corona elíptica; y los círculos dados quec1an 
dentro, de cp . 

2 O. caso: k = O O' - l' + 1" • 

Sumando ambos radios ,a los llliembros ,de ,esta igualdad es 
k + l' + 1" = O O' + 2 T'. La 'elipse 'envolvente del lugares tan
gente en N a la circunferencia de radio r'. Restando la suma de los 
radios 'es k - r - r' = O O' --.:.. 2 r, o sea, que 'el lugar es la elip
.se cp y su r,ecinto. Cuando E N = k, cp' deg,enera 'en un segmento 
rectilíneo. Si es r = r' y le = O O', la ,elipse cp (en ,este caso cons
tante k + 2 1') 'es tangen'te a ambas circunferencias ,en E y N. 
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3er. caso: k<bo' -r+r' y k>OO' - (r r'). 

En ,estas condiciones, la elipse cp ha de cortar por lo menos a 
, I 

la circunfer,encia de radio r' (cuando es O O' - r' r < k < O O' 
- r + r'), y corta a las dos circunferencias dadas si es k < O O' 
- r' + r. Supongamos que ocurre esto último. La ¡elipse cp limita, 
. Qomo ,en los casos anteriores, al lugar propuesto, excepto los arcos; 
D S G Y B TE' interoeptados en los círculos conocidos, como es 
fácil probar (fig. 2I). Se ve también fácilmente que .los puntos B 
y E de la ',elipse cp los son asimismo de una rama de hipérbola 

Fig. 21 

hOlnofocal a cp de constante k + r - r'; y que los puntos D y G 
perteneoen a una rama de otra hipérbola homofocal a cp, de cons
tante k + r' - r. Los árcos :i3 e E y D M G de 'estas hipérbolas 
lnencionadas sustituyen, respecti"amente, a los B T E Y D S G de 
cp ;es decir, que la curva que limita al lugar es la B D M G E e B. 
Todo punto H del r,ecinto de esta curva es del lugar propuesto, cosa 
bien fácil de r'econocer. 

Si es r. r' la figura tiene dos ejes de siIlletría. 

I6. - TOlnemO& un segmento r,ectilíneo A Bde longitud k 
(fig. 22), Y con centroeJ? uno de sus extremos - B, por ej,emplo -
traoemos una circunf.er,encia genérica e del haz de las de radio x 
que Vierifica o.z x.z k, y centro B. Esta circunferencia corta en 
X alsegn1:ento A B. Hallemos ,el conjugado armónico' y de X res
pecto de A B, Y desde Y traCelnos todas las secantes y tang,entes a 
C. Hallar el 1. g. de los centros Z de todas las cuerdas "( intercep-
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tadas por las secant~s y tangentes en todas las c.ircunferencias C 
del haz ll'l!encionado (*'). 

Para la circunfer,encia C considerada el lugar de los centros Z 
es 'el arco P B Q que pertenece a la circunferencia de diámetro 
BY. Vealllos cuál es el 1. g. de los puntos P y Q de tangencia 'en 
todos los círculos del haz. 

~, 

Fig. 22 

Es fácil observar que las tang,entes Y P, y Q lo son aSllllismo 
a la circunferencia fijaCk de diámetro A B. Por lo tanto, los pun
tos Pi y Qi genéricos SOl~ pie§ de las perpendiculares trazadas des
'de B a todas las tangentes a Ck' El lugar Pi y Qi es, pues, una 
podaria de Ck ; y por ser B de Ck dicha podaria es cardioide 

ae Ck' 
Tenemos así una figura constituída por la circunf'er,encia Cl~' y 

su cardioide respecto de B. Vamos a probar que el lugar propues'
to es el áDea comprendida entre estas dos curvas. En efecto : reco
noceremos que un punto S del plano es del lugar cuando unido con 
B, la perpendicular en S a B S no corta ~al seglnento A B, o lo 
corta en A. Mas no basta estq: 'es preciso, además, que dicha per
pendicular tenga algún punto común con la circunferencia Ck. Tra- ' 
oelllOS por B una r,ecta arbitraria B N, Y dos perpendiculal~es a 
ella: una en M (punto de -intei.',sección con Ck) y otra en N (pun
to de inter,sección con la cardioide). La primera perpendicular cor
ta ,en A al ,s'eglnento A B, Y la otra les tangente a Ck. Luego len 

CII') Propuesto por Carlos R. de las Cuevas. 
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la semirrecta B N sólo son pu~1tos del lugar los del segmento M N 
interoeptado 'en el área dicha . 

..si, dada una circunfer,encia C, trazaínos además la que es tan
gente 'exterior a ella de centro A, velnos que el punto Y ya aludido 
es -centro de semejanza directa de ambas circunf'erencias e, C'. 
Podemos considerar 'entonoes, no sólo las cuerdas I interceptadas 
en e por las secantes desde Y, sino también las l' correspondientes 
a e' sobre las mismas secantes, y. hallar el 1. g~ de los pares de 
puntos Z, Z', centros r,espectivos ele esas cuerdas cuando se traza 
todos los pares de circunferencias tangentes e, e'. Obtendríamos el 
ár,ea limitada por el y sus dos cardioides cp, cp~ simétricas r,e8-
pecto de O (fig: 23). 

Fig. 23 

Si ,en una función y = f (x), unifonne, continua, :etc., con 
puntos r,e~les 'en· el primer cuadtante, modulamos la variable x,. 
a· cada par de valores opuestos de x corresponderá uno mismo> 
para y. R,epr,es'entará, pues, una línea simétrica respecto del eje 
O Y: los valores negativos de x en la fWlción f (x) proporcionaban: 
puntos a la izeluierda de O Y, que, en general, no ,existirán des
pués de introducir Ixl, a cambio de obtener otros simétricos de' 
los situados a la derecha. Cosa análoga aconteoe en la función 
x = cp (y). Si ,en la función F (x, y) = o nlodulamos ambas varia-o 
bIes desaparecerán todos los puntos no situados en el prÍlner cua
drante, a cambio de los simétricos de éstos respecto de los ejes> 
coordenados y el origen. 
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La ecuación de la cardioide cp' referida a los ejes (X, Y 1) es 

siendo a ,el radio de la circunf.erencia Cl . Referida al sistema 
(X, Y) 'será xl = X + 2 a, y. se trasform.a 'en 

[(X+2 a)2+y2-2 a (x+2.a)2] =4a2 [(X+2 a)2+y2], 

(x2 + y2 + 2 a x)2 = 4. a2 [x2 + y2 + 4 a (a + x)]. 

Poniendo - x en v,ez de x se obtiene la ecuación de la cardioide cp:. 

(X2+y2_2 ax)2=4.a2 [x2+y2+4a (a-x)] 

y modulando x, la ,ecuación r,esultant-e representa ,el conjunto de los 
·cuatro arcos que limitan el lugar, de una parte: 

.simétrica respecto de los dos ,ejes. 
Es dar o que lo dicho de la modulación de las variabLes en una, 

función plana es aplicable al espacio ordinario Eg. 

He aquí algunos -enunciados de lugar,es de. puntos áreas 'en el 
'plano: 

Superficies l11:edias: 

De las ram.as de una hipérbola. 
De una circunf-er,encia y los lados de un cuadrado. Casos par-

ticulares. 

De la lemniscata. 

De la podaria de una curva. Etc., ,etc. 

Otros lugares: 

Sea V el punto bas,e de un haz de circunferencia Ci, todas tan
.g,entes m1 V, cuyos diálnetros + x cmuplen la limitación o .z. x .z.k. 
Tracmnos todas las cuerdas V X de las ·C.i, y a partir de los extre
mos X tomemos s-egm-entos X Pi de modo que sea V X + X Pi = k. 
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Los segmentos X Pi son exteriores a !Sus circunfer,encias Ci y s'e 
construyen de forma que las tangentes ,en los X a las e sean bi
sectrioes de los ángulos, V X P,i. Hallar.el lugar de los puntos P. 
Es decir, las cuerdas quedan refractadas. 

Sean dos rectas r, r' que se cortan en O. Ton'lemos arbitraria-, 
mente Isendos puntos X, Y ,en esas rectas. Hallar ,el lugar de los 
barioentros y ortooentros de los triángulos O X Y. 

- -
Lugar de los puntos P tal'es que sea P X2 + P y2 ' k, siendo 

X e Y puntos arbitrarios de sendas r,ectas dadas. 
Lugar de los puntos P que cumplen P X + P y = k (X e Y 

son puntos arbitrarios de ,sendas ramas de una hipérbola y. Casos 
, particulaves. 

Lugar de Pcuando es P X . P y = k. X le Y puntos de sen
das rectas. Casos particulares. 


