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INTRODUCCION 

Varios autores (véas'e ,el br,eve resum,en histórico en el § 1) 
han· observado que eon dos grupos de permutaciones PI' Y H 
respectivamlente en r y s variables, s,e puede formar un nueViO 
grupo ele pern1utaciones en rs variables, la «corona» P'r [H J. 
Para la definición de leste grupo véase el § 2, para ejemplos 
de «coronas» el § 3.D,espués de haher indicado, en el § 4,· 
la fórmula general para el producto de dos permutaciones de 
una corona, y en el § 5 unas consecuencias de dicha fórmula, 
paso, en 'el § 6, a la consideración de ciertos subgrupos de una 
corona, que 'están en analogía con los subgrupos «meromorfos» 
considerados 'en d caso de ua producto dir'ecto. por R. Remak 
en Lit. 5) (*). 

Como a estos subgrupos da origen un subgrupo invariante 
J elel grupo H> los denoto por PI' [H,. JJ Tomando para PI' el 
grupo de orden 2, para. Hiel grupo simétrico 'en n cifras ~ 
para el subgrupo invariante J ,el grupo alternado en n cifras, 
obtengo (en el § 7) un grupo interesantísimo del orden (nl)2,. 
que sólo para ,]1, < 3. ,es isomorfo al producto de dos grupos si
mélricosen n cifras. En el § 8 s'e demuestra además que dicho 
grupo es isomorfo al grupo de las permutaciones de los el'e;
mentos ele un det,erminante del orden n, las que no alteran el 
valor del deterlninante. 

§ 1. Breve resumen histórico. 

Parece que :el prim,ero que haya considerado, en un caso 
particular, la ley de formación de coronas de grupos, haya 
sido A. Scholz en Lit. 8); él observó que con dos grupos 
abstractos S y T> r,espectivanl,ente de 'los órdenes () y T, s,e 
puede· formar un nuevo grupo abstracto del orden ()T

cJ , llamado 

(*) Con la palabra "Lit." me refiero siempl:,e a la lista de "Litel'atura 
citada" al final de este artículo. 
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por él S =1+ T; este grupo no es nada más que el caso parti
cular de una corona de. :grupüs S [T }, cuando para S se tüma 
la representación del r,espeCtivo grupo abstractü p.or per:Q1uta
'ciones r,egulares. El ej.emplo de grupüs cíclicos había sid.o con
:siderado por Schülz ,en una publicación pr,ecedente' (Lit. 7)' 
hajo el nombre « Metabelsche Dispositionsgruppe». 

Otro cas.o particular, el de las cürünas del tipü Sn[H) (de
signando p.or Sn siempre el grup.o simétric.o en n variabLes, del 
orden .nI), ha sido cünsiderado, casi simtiltáneam-ente, p.or B. 
Neumann (Lit. 3) Y W. Specht (Lit. 1.0). El prim1er.o c.on
oentra su interés ml la generación de Sn[ H } - y en particular 
de Sn [Sm} - p.or p.ocoselem,entos,' :estableciendo entre ellos 
relaciones que definan el grupo; en cambiü Specht, siguiend.o 
un consejo de I. Schur, ha estudiadü ,'el problema de la r-epre-
sentación de Sn[H} por matrices (sustitucione~ lineales homo
géneas), y -el mismo pr.oblema también para ,el caso de la co
rona más general P r[H },en una segunda publicación (Lit. 
11) {**). 

Más tarde, 'e independient,em'ente de las publicaciones ci
tadas, G., Pólya llegó al c.oncept.o de las c.or.onas de grup.os, en 
una publicación (Lit. 4) igualmente interesante para quien ~e 

ocupe de grupos, t.op.ol.ogía combinatoria, te.oría de funciones 
-oomplejas >O química .orgánica. Pólya da una definición muy 
intuitiva de la cor.ona P r[H] y aplicaci.ones interesantísinlas a 
la topol.ogía combinatoria, observando que el grup.o de auto
m.orfism.os de un « álbero» se puede obtener aplicando a cierto 
número de grupos simétricos 8m1 , Sm

2
, ••• 8mb un númer.o 

finito de v-eces, las d.os .operaciones: f.ormación del producto 
direct.o y de la c.orüna. 

C.on la traducción « cor.ona» del términ.o alemán « Kranz » , 

yo .quisiera s-eguir la terminol.ogía de Pólya, que me par,ece ser 
muy feliz. Pero observ.o' que en 1.0 que sigue n.o supongo el 
conocimiento del artícul.o de Pólya ni de las .otras publicaciones 
citadas más arriba, sino que desarrollaré cOlupletaluente el c.on
cepto de la corona, -en la -f.orma nlás adecuada para el estudio de 
las cuestiones·a cuya solución quisiera contribuir c.on la pre
sente publicación. 

(H) Cabe observar que. Neumann y Specht designan la corona por Su (H) 
resp. P r (H). La notación Pr{H] y la misma: palabra "corona" (en alemán 
"Kranz") se. ellcuentran por primera vez en la publicación de Pólya (Lif. 4). 



5 -

§ 2. Definición de la corona P r[HJ. Desco.mposición en com
ponentes. 

Dados dos grupos de permutaciones P r y H:1 rBspectiva
mente. 'en r y s variables, consideramos en una sala r mesas. 
distintas; cada una sea rodeada de s sillas distintas ,en cierto 
orden bien determinado. Distribuimos ahora rs personas, nu
meradas desde 1 hasta rs, sobr,e las sillas, de modo que cada 
silla sea ocupada exactamBrite por una persona. Sometiendo las. 
r nlesas (con sus sillas, sin alterar, :por ahora, 'el orden relativo 
(le estas últimas alrededor de cada mesa) a las permutaciones del 
grupo P r' Y sometiendo sucesivam,ente las sillas de cada mesa 
a permutaciones dél grupoH, las rs personas sufrirán ciertas 
permutaciones cuyo conj~nto formla un grupo depermutacio
nes ,en rs variables . 

. Esta ~s una 'explicación intuitiva del conc~pto de la corona 
P r[ H J. U na definición exacta g.ería la siguiente: 

Dados, como antes, un grupo de permutaciones en r 
:variables Pp del orden 1[, y otro en s variabl,es, H, del orden 
1(, consideramos r «'ejemplar'es» de H, es decir l' grupos H(1), 

H(2), "', H(r), cada uno isornorfo (*) al grupo H, y con ellos 
formamos el producto dir,ecto H(l) X H(2) X ... X H(r), les decir, 
el grupo del orden flr en rs variabl,es, por ejemplo en las varia
bles 

(1. )~ 

xs(r) 

que r,esulta cuando para cada p = 1, 2, ... , 1', las variables 
:V-1 (p), x2(p), ... , x(p)s son som,etidas a las permutaciones del 
grupo H(p). 

En otras palabras, si h1(1) es una permutación de H(1) 
(correspondiente, ,en base del isomorfismo H(l) f') H, a la per-

(*) Empleo las palabras "isomorfo" e "isomorfismo" siempre en el sen
tido de una corresfondencia recíprocamente unívoca entre los elementos de dos 
grupos G y H , la que mantiene la ley de multiplicación, y denoto este 
isomorfismo abreviadamente por G"-1 H. 
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mutación h1 de H), h2(2) una de H(2) (correspondiente a la h2 
de H), etc., elel:emento h1(1) .h2(2) . . • h/r) de H(l) X H(2) x ... X 

H(r) es la permutación de las rB variables x~p) ,que se compone 

de la permutación h1 (1) de las variables X ó (1) que forman la pri
mera fila del esquelna (l.), de la perlnutación h2(2) de las va
riables x ó (2) de la segunda fila, etc. ' 

Ahora .bien, si el grupo 1\. tiene elorden rr = 1, definimos: 
P r[H j = H(l) X H(2) X ... X H(r); si el orden rr de P r ,es lnayor 
que 1, a cada pennutación' p de P r hacemos' corr,esponder la 

pennutación p( o) de las variables x ~p) que resulta cuando las . 

r filas horizontales elel esquelna (1.) son sOlnetidas a la per
nlutación p (sin alterar el orden de las variabl'es en cada fila), 
y consideralnos las pernlutaciones 

de las variables x~p) del 'csqu81na (l.), es decir, aquellas, en 

donde prinleran1:ente las filas del esquema son sOlnetidas a una 
permutación de PI' y después las variables en las filas a per-
111utaciones que corresponden a las del grupo H. Estas rrr{ per
nlutaciones del tipo p( o) . h1 (1) . h2(2). ... . h/r) fonnan la co
rona P1'[H). 

Se ve fácihnente que la corona P 1'[H jes reahnente un 
grupo. Sin anticipar la fórnlula para el producto. de dos per
lnutaciones de Pr.[H j, la que será indicada en el § 4,(y que 
sirvió a Specht como definiéión de la co.rona), se cOlnprende «a 
priori» que ,el r,esultado de dos permutaciones sucesivas del tiBo 
descrito es tanlbién una pennutación del lnislno tipo. (lo que 
es suficielüe para que un conjunto de pennutaciones forme 
un grupo). 

Cabe observar que es unívoca la r,epresentación de las per
inutaciones de la coro.na P r[H j en la fonna 

,en donde p(O) 'es una pennutación de las filas (sin alterar ¡en ellas 

el orden r,elativo de las variables) y h~P) ,es una, permutación, de 

las variables de la p-ésirria fila del esquema (1.) (p = 1, 2, ... r). 
Dirmnos que p(O) 'es la c07nponente de la perülutación u respecto 
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de Pr y h~P) la c01npol~lente de u respecto de H(p) (p=1,2, 
... rj. Está claro cón10 hay que proceder para encontrar las 
component,es de una permutación u de las variables del esque
ma (1.) la que pertenece a la corona P r[H 1: primeram'ente se 
considera sólo la permutación p que sufren las filas horizontales 
del esquema (sin ton1ar en cuenta, por ahora, lo que pasa con 
las variables n1Ísn1as en las filas); escribiendo ,dicha perlnuta-

ción de las filas COlno perlnutación de las variables x ~p), ob

tenmnos la cOlnponente p(O) de u respecto de PI" Las otras 
con1ponentes se detern1inan después fácilmente como las per
mutaciones' de las variables en cada fila que hay que agregar 
a p(O) para obtener u. 

Un ejmnplo de esta descomposición en componentes seguirá 
en el § 3. 

§ 3. Efelnplos' para coronas. 

a) Consider,emos un octa.edro regular (Fig. I) Y su grupo, 
es decir el grupo de los lnovünientos (rotaciones) que lo dejan 
invariante.COlno se sabe, lest'e grupo es isomorfo al grupo 
simétrico 8 4 en 4 variables, porque hay iSOlnorfirmoentre 
dichos n10vünientos y todas las pennutaciones de las ~. r,ectas 
que unen los centros de grav,edad de dos triángulos opuestos del 
octaedro. 

e 

A 
D 

¡:: 

Fig. 1 

Ahora pasalnos a la consideración del grupo que resulta 
cuando a los movimientos del octaedro agregmnos todavía las 
transformaciones colnpuestas de un movimiento y de la «re
flexión al centro», la que reemplaza cada vértice del octaedro 

I . 
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por el dialnetralmente .opuesto (por ejemplo A por D~ B por E~ 
etc. ). La r,eHexión al centro forma, con la iaentidad, un grupo 
S2 del orden 2, Y les conmutable con cada movimiento; por 
consiguient'e, 'el nuevo grupo que estamos considerando, es iso
morfo al producto 'directo S4 X S2 del orden 48. 

Por .otra parte, el mismo grup~ se puede interpretar tam
bién COlno corona Sg[S2J, 'considerando como variables de 
permutar los 6 vértioes del octaedro; como los 6 vértioes se 
pueden dividir en 3 pares de 2 vértioes dianlletralmente opues
tos: 

(II.)i ¡ A 

B 

C 

D 

E 

,F, 

y como 'el ,grupo considerado comprlende todas las permutacio
nes de las filas delesquem,a (II.) - grupo: Sg - con suce
sivas permutaciones, según 82, :en las filas, r,esulta, por defini
ción, la corona Sg[S2J. 

Así el «grupo amplificado del octaedro »enseña la exis
tencia d;e un isomorfismo lentre el producto directo S4 X S2 y la 
cor.ona Sg[S2J (*) y vemos 'en leste caso que una corona, con
siderada como grupo abstracto, puede ser isomorfa a un pro
ducto directo. 

Aprovechem.os leste prim1er ejemplo «concr,eto» de una co
rona para ilustrar, en un ejemplo, la descomposición en com
ponentes de una permutación de la corona. Sea u una rotación 
del octaedro alrededor del eje «vlertical» CF por el ángulo 90°, 
seguida por la sustitución de cada vértice ,por el diam'etralmente 
opuesto: 

(
ABCDEF) 

u= EAFBDC . 

¿ Cuáles son las componentes de u? Como u permuta A 
y D~ las «variables» de la primlera fila, en B y E, las de la 

(*) La existencia de esté isomorfismo explica porqué en una publicación 
mía anterior (Lit. 1), el grupo considerado ahora, aparece sólo en la f~rma 
del producto directo 84 X 82, mientras Pólya, en la pág. 214 de la publicación 
ya citada (Lit. 4!, da la preferencia a la interpretación como corona 83[82], 



segunda, ,etc., v,emos que la permutación de las tr,es filas es la 
siguiente: 

(
123) 

p= 21'3 

y por eso: 

o _ (AD) (BE) (CF)_ (ABCDEF) 
p( ) - BE· A D . C F - B A C E D F . 

p(O) no es todavía igual a u, sino que es neoesario hacer seguir 
a p(O) las siguientes permutaciones en las 'distintas filas para 
llegar a u: 

,en la prim,era: ninguna (t,enemos B -+ A Y E -+ D 'en p(o) 
como ,en u) 

,en la segunda: permutacÍón de B en E y viceversa 
en la t,eroera: permutación de C en R y vioeversa. 
Por eso, las componentes de u r'especto de H(l), H(2) if 

H(3) son, respectivalnente, la identidad, h2(2) =(~ ~)y h3(3)=(~;). 
b) Introduciendo todavía un sistema de coordenadas car

tesianas, con el oentro del octaedro r,egular como origen O y 
-+ -+ -+ 

con OA, OB, OC, como ejes positivos de las Xv x 2, x 3 ; vemos 
que ,el grupo S3[S21 s'e puede representar tal11bién como grupo 
de translorma"Ciones de coordenadas del tipo: 

en donde ( 8(;1) 
a~'Y es una pefl11utación cualquiera y 81

2 ~ 8 2
2 = 

=83
2 = 1. 
De un modo general, todas las transformaciones en m va

riables: 

(r= 1, 2, ... , m), 

siendo (1 2 ... m ). una penllutación cualquiera ;en In cifras y 
al a 2 ... am 

Br2 = 1 (r = 1, 2, ... , m), forman un grupo del orden 2m • mI, 
el grupo «hiperoctaedral», que se puede interpretar C01110 corona 
Sm[S21 (véaseSpecht, Lit. 10). Eli este caso, las 2m variables 
de permutar son los puntos del espacio de m dimensiones los 
que tienen todas sus coordenadas iguales a cero, con excepción 



-10 -

<;le una que es ig~al a 1 o a - 1; las componentes de las 
'permutaciones ele dichos puntos respecto de Sm son las perl1llÍ
taciones ele los m ejes de coordenadas sin tomar en cuenta su 
sentido positivo o negativo. 

Las permutaciones ele la corona -Sm[S2J se pueden tmTI
bién caracterizar como las permutaciones el~ las variables 
Xl' X 2, ... , X2m, que dejan invariante el polinon1Ío: 

o et otro (( dual» al prÍlnero) (*) : 

En el caso' particular . de m = 2 obt,enemos un grupp 
S2[S2J del orden 8, que ,es isomorfo al grupo diédrico del 
mismo orden (= grupo de movimientos de un cuadrado en el 
espacio ). 

c) Las coronas Sm[S2J que acabamos de considerar repre
sentan sólo un caso particular (n = 2) de las coronas Sm[SnJ 
del orden 'mI (nI )m. Evidentem,ente, Sm[SnJ se puede obtener 
como grupo de las perlTIutaciones de mn' variables Xv x2' ••• 

xmn que no aheranel valor del polinomio: 

(Xl +X2 +X3 + ... + Xn) (Xn+1 + Xn+2 + ... +X2n) 

(X2n-l-1 + ... + X3n). ... . (X(m-t)n+l + ... + Xmn) 

o del otro (( dual» al primero): 

En otras palabras, se trata de todas las permutaciones qué per
mutan entre sí' las filas horizontal,es del e~quema: 

(*) Hay aquí un principio de dualidad análogo al que rige, en la lógica 
formalística, para las operaciones "9"" y "v". 
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(III.) , 

de cualquier manera, pernlutando, además, las variables de 
c'ada fila de todos los nl0dos posibles. Por eso, Specht llama 
Sm[Sn] el grupo imprimitivo cOlIlpleto· del tipo (ln~ n). 

d) El grupo «hiperoctaedral» Sm [S2] se puede considerar 
también como caso particular de la corona Sm[ Gn ] del orden 
m! nm, designando por Gn el grupo cíclico del orden n. Sm[GnJ 
se puede caracterizar, en el grupo simétrico Smn' (que com
pr,ende todas las permutaciones de las cifras 1,2,3, ... mrn-1, 
mn), comO el subgrupo de las permutaciones conmutabl'es con 
un producto de ni, ciclos de a n cifras, por lej'emplo con: 

(1,2,3, .... m) (n+1, n+2, n+3, ... , 2n) 

(2n + 1, 2n + 2, ... , 3n). ... . (( 1'n - 1) ,n + 1, ... , mn). 

Consideremos todavía el caso particular de que n + 1 = P 
. sea un nÚlnero primo. En 'este caso, Sm[Gn ] =Sm[Gp_ 1] se pue
de interpr,etar también como el grupo de ciertos automorfismos 
de un grupo abeliano del orden pm que es el producto directo de In 

grupos cíclicos del orden p. Sean av ,a2 , ••• , am m elementos 
del orden p q-q.e :engendran dicho grupo abeliano (o, en otras 
palabras, que forman una base del grupo aheliano). Entre todos 
los automorfismos del grupo abeliano, habrá ciertos que permu
tan cada elem'ento a ¡..t. (/J- = 1, 2, ... , m) en un elemento Ur 
o ,en una potencia al de un ¡elemento ar (r =i= /J- o r = /J-). Evi
dent,em,ente, ,estos automorfismos forman urifcl corona Sm[Gp- 1]? 
del orden m/( p - 1 )m, y tratándose de un subgrupo del grupo 
de todos los automorfismos· del grupo aheliano considerado? 
resulta que ln/(p-1)m debe ser un divisor del orden de este 
último grupo, es decir de 

(pm _ 1) (pm _ p) ( pm _ p2). ... . (pm _ pm-l ) 

= pI+2+3 ... +m-I.(p-1)(p2_1)(p3_1).~ ... (pm-l-1)(pm.-1) 
mfm-l' 

= P-2 -. (p -1)m. (1 + p) (1 + p+ p2) 

(1 + p + p2 + p3) . .... (1 p+ p2+ ... + pm-l) 
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Simplificando aún por 'el factor común (p - 1 )m, obtenemos 
así un teorema de la teoría de los números: 

Par,a cada ,número entero positivo In y cada número primo 
p el producto 

m(m-t) ~ 
p,-2-. (1 + p) (1+ p,+ p2) 

(1 + p + p2 + p3) . .... (1 + p + p2 + p3 + . . . pm-l) 

es ¡divisible por In! 

Cabe observar que este teorlema resulta también como con
secuencia imnediata de la siguiente fórmula demostrada por I. 
Schur (Lit. 9): Con las notaciones abreviadas 

s¡.t =1+x+x2+ ... xfL, 

y 

l
m]= (xm_l)(xm-l 1)(xm-2 -1) ..... (xm-¡.t+l-1) 

¡.t. (x - 1) (X2 - 1) (x3 - 1). ... . (X~L - 1) 

para 0< fJ- ::s; m es 

m-l 
x

nl

(/;-l
J
• Si S2S3' .... Sm-l =,m!. L. (-1)¡.t [; ].xf.t(/~-1) (Sm:;:-l) 

¡.t=o 

Esta fórnlula ,enseña que para cualquier núm.ero entero,x (y no 
sólo un número priIno p) el producto 

m(m-l) m(m-l) 

X-2-. Si S2S3' .... Sm-l =X-2-. (1 +x) (1 x +x2) 

(1-!--x+x2 +x3) . .... (1 +x+ x2 ... +xm-l) 

es divisible por mI 
,e) Un subgrupo del grupo SmtCnJ 'es la corona CmtCn] 

del orden ,m nffi (siendo, . por supuesto, Cm 'el grupo cíclico del 
orden m). Para CmtCn] se puede dar la siguiente interpretación 
« cinenlática» (variando lig'eram,ent'e un 'ejmnplo indicado por 
Pólya) : 
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Cada uno de los m vértices de un polígono regular que 
pueda girar ,en su plano alrededor de su centro, sea reemplazado 
por una circunferencia del pequeño radio r~ situada en el mismo 
plano y que pueda girar alr,ededor ele su centro. Sobre cada 
circunf,erencia márquense todavía n puntos equidistantes. (Una 
ilustración del caso: m~5, n=!¡., se encuentra 'en la Fig. 2). 
Fijando cierta posición prÍ1ni~iva del polígono y de las «rue
das» , consideramos ahora todos los movimientos planos de 
ellos que conduzcan a una posición que difiera de la primitiva 
sólo por una permutación de los m n puntos marcados sobre 
las ,n circunferencias (( ruedas» ). Dichas permutaciones for
man un grupo isomorfo a Cm! Cn}, considerando como variables 
de permutar los 7n ,n puntos marcados; más exactam1ente dicho: 
los de una circunf'erencia forman siempre las variables de una 
fila del 'esquema (111.) .. 

Fig. 2 

En lugar de las permutaciones de las m n variables, po
demos considerar también las sustituciones monomiales en m 
variables Zv Z2' ••• , Zm que corr,espondan a las m ruedas, dis
tingui,endo los n puntos de una rueda sólo por factores 1, 8, 

8 2, ... , 8n'-1, en donde 8 'es una primitiva raíz n-ésima de la 
unidad. 

Así, . el grupo Cm!Cn} se podría 'engendrar por las dos 
sustituciones monomial'es: 

(
Zl Z2 Zg • •• zm_; Zm) 
Z2 Zg Z4 ••• Zm Zl 
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y 

f) De un modo más general, cada corona del tipo P r[C11] 

se pu:ede ,escribir como el grupo de sustituciones monomiales 
en l' variables que se obtiene cuando a cada permutación de Pl'~ 
,escrita ,en l' variables Zv Z2'" ••• , Zr: 

haoemos corresponder las nI' sustituciones monomiales: 

'con sp 11 = 1 (p = 1, 2, ... 1'). 
Recíprocamm1te, cada grupo de sustituciones nlonomiales 

,en l' variables, cuyos « factor,es» s p son raíces n-ésiluas de la 
unidad, es un subgrupo de la corona Sr[Cn) del ordel} 1'lnr (*). 

§ 4. La ley de lnultiplicación en P r[HJ. 

Volvmuos ahora al caso general de una corona cualquiera 
Pr[H}, fornlada con dos grupos depenuutaciones PI' y H, 
respectivam'ente 'en l' y s variables, y pr,eguntamos: ¿ cuál es el
producto de dos pernlutaciones de PI' [H}, por ejenlplo el pro
,ducto 

:siendo h~p) Y k~p) dosp:enuutaciones de H(p) (**) (p=1,2, ... ,1') 

(*) Para los que conocen la teoría de' los "graphs", añado que la corona 
Sr[H J se puede intel'pretar como el grupo de automorfismos del "grapli" 
formado por l' "ejemplares" de r ,cuando H es el grupo de automorfismos de 
un "graph conexo" r. En una publicación anterior (Lit. 2), he demostrado 
que púa cada grupo abshacto H existe una infinidad de estos "graphs" que 
tengan un grupo de automorfismos isomorfos a H. 

(**) Que cOl'l'espondan a las permutaciones hp y 7!ip ele H en vi1'tud del iso-

morfismo H(P) ~ H, 
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y p(o) y q(O) las permutaciones de las variables x~p) que resul

tan cuando aplicalllos dos permutaciones p y q de P r a las r 
filas horizonta}es del esquema (l.)? (En otras palabras, quere-' 
mos determinar ,el producto de las permutaciones con las com:... 
ponentes pCo), h/1), h2(2), ••• , h/r) y qCo), k/1),k2(2), ••• , k/r)). 

, Supongamos que q sea la permutación' que transforllla la 
cifra p en ~P (p=1, 2, ... , r): 

.(IV.) 

En este caso, q(O) será la misma permutación, pero aplicada a 
las r filas del esqUeIlla(I.), y por consiguiente, transformará 
x~p) en x~~p) (p = 1, 2, ... , r; () = 1, 2, ... , s). 

En priIner lugar deterIllinaciones la ,.perIllutación (q(O)--'l 

h1 (1) q(O), 'es decir la trál~sformada de la permutación h/1) , 

por la perlllutación qCO). h1Cl) permuta sólo las variables x~1) 
de la primera fila de (l.); pero, a raíz de la permutaciónpre-, 
cedente (q(O) )-1 se lencuentran allí las' variabl,es que pertene
cíal1' primitivamente a la fila ~1; Y por la sucesiva aplicación 
de qCO), dichas variabl'es vuelv,e.n a ocupar la fila ~v después 
de haber sufrido la permutación h1 (1) en la primiera fila.' En
tonces, el ·efecto de la/permutación (q(O)~l h1(1) qCO) será el '::§i
guiente: las variabl'es Xl (~1), X/~l), ••• , Xs (~l)de la fila ~1 son 
permutadas entre sí, como si hubiéranlos aplicado· a ellas la 
permutación h/~l) (es decir la perIllutación que corresponde a 
la permutación h1 de H, en virtud del iSOlllorfismo H(~l)C'oJ H); 
las variables de todas las' otras filas no sufr,en ning~na permu-
tacióIi. Así velllOS que es: ' 

De lllanera análoga siguen las r,elaciones 

(q (O) )~1 h(p) q(O) = h(~p) 
~ p . p , 

y lllultiplicando todas ,éstas, para p = 1, 2, ... , r, obtenemos 
el r:esultado 
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Introduciendo todavía la permutaCión q-l, inversa a la 
(IV.) : 

(IV'.) q-l = (1 2 3 ... r) 
Yl Y2 Ys ... YII ' 

obtenemos la siguiente fórmula j para la transformación de 
h1 (1) h 2(2) ••••• hr(~) con q(O): 

Esta fórmula permite ahora el cálculo del producto de 
dos permutaciones 

y 

u v = p(O) h 1 (1) h 2(2) ~ ., •• : h/r) q(O) k 1 (1) k 2(2) ' .••.• k/r ) 

= p(O) q(O), (q(O) )-1 . (hl (1)h2(2). , .. • h/r») . q(O).k1 (1)k2(2) . .. , .k/r) 

= p(O) q(O) . h Y1 (1) hY2 (2). ... . hyr. (r), k 1 (1) k 2(2). ... . k/r) 

-:- p(O) q(O) , hy/l) k 1(1). hy/2) ki2) , .... hy,..(r) kr(r). 

Observando que es 

p(O) q(O) = (pq)C0) 

y escribiendo más. brevemente (hyp k p ) (p) para la permuta
ción h~) k ~P)· de H(p) que oorr,esponde a la' hyp !cp de H 
(en virtud del isomorfismo H(p) ro..; H):, sigue la ley de multi
pliCtución en P r[H] : 

. (VI.). (p(O) h 1 (1) h 2(2). .,. . h/r») (q(O) k 1 (1) k 2(2). '" . k/r ») = 

(p q)C0) (hYl k1)Cl) (h y2 k2Y2) . .... (hyrkr)Cr). 

Esta fórmula :ens1eña que len la multiplicación de dos per
mutaciones de P r[H}, las componentes respecto de P r se m.ul-
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tiplican, pero no las otras componentes, sino que la cmnpo
nente del producto ~especto de H(p) , ¡es igual a (hyp k p ) (p), es 
decir a la perITIutación corr,espond~ente al producto de hyp 

(y no de hp ) por k p , en donde ,,(pes la cifra en que la per
mutación q-l perlTIuta la cifra p (*). 

§ 5. Observaciones g,~rl;erales sobre coronas. 

a) La fórn1ula (VI.) aplicada al caso 

permite comprobar la exactitud de un teor'ema que ha sido 
establ,ecido por Specht: 

I4as permutaciones ,de P r [HJ cuya compone,nte respecto de 
P r es iglJ¡al a ~a identidad (o en otras palabr,as, las permutacio:
nes que· per,mut,an sólo lentr.e sí las variables de la primera fila, 
las de la s,egun'da fila, etc., sin que haya una permutación de 
las filas del esgu;emJa (l.) entre sí) forman u:n subgrupo'inva
riante Er[H] 'de P r[H], del orden 'lf, e isomorfo al producto 
directo H(1) X H(2) X ... X H(r). 

Además ,rige el isomorfismo 

y por 'eso podemos enunciar 'el sig~iente teorlema más general: 
Si Pr posee un subgrllpo P'r, del orden n' y del índice 

:'" también P r[H] posee un subgrupo P' r[H] 'del mismo índice 

:' (o del orden n'. 11r ). Si P' r es un subgrllpo invariante de 

P p tam,bién la corona P' r[H] es un subgrupo invariante de la 
corona P r[HJ. 

(*) Ahí está la diferencia entre la corona Pr[H] y el producto directo 

P r XHWXH(2)X ... xH(r); 

pues. en el caso de un producto directo, se multiplicarían 110 sólo las componen
tes respecto de Pr , sino también las Qtras. 
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Ejemplo: ' El grupo simétrico Sm posee 'en .el grupo alter
nado Am un subgrupo invariante del índice 2; por eso, también 
la corona Sm[Snj (considerada en § 3, c) pose'e un subgrupo 
invariante del índice 2 len Am[SnJ. Est«~ últin10 grupO' se puede 
caracterizar como el conjunto de las perInutaciones de Xv X2, 

... , xmn' que dejan invariante el polin01n.io 

( Xl X 2 ••• Xn - Xn+l Xn+2 · •... X2n) 

(Xl X2' .... Xn - X2n+l X2n+2 · •.•. X3n) . 

(X(m-2)n+t X(m-2)n+2' ... . X(m-t)n - X(m-t)n+t X(m-t)n+2' ... . Xmn). 

b) Hasta ahora hen10s considerado las coronas P r[ H j con10 
grupos de pern1utaciones, por ejelnplo de las variables del 
esquema (l.); pero, ahora la fórmula (VI.) nos d~ también la 
posibilidad de cOlnparar dif'erent-es coronas y, ev.entualn1ente, 
constatar su isomorfismo como grupos abstractos. 

Por ejmnpl6, si conocmnos un grupo de pe~lnutaciones H' 
en 's' variables que sea iSOlnorfo al grupo de perInutaciones H 
en s variabl'es (pero s' -::-/= s), poden10s formar, con un grupo de 
perlnutaciones P r en r variables, las coronas Pr[Hj y Pr[H'j, 
que serán diferlentes C01no grupos ele' pern~utaciones (lo serán ya 
en virtud del distinto nÚlnero de variables de permutar que es 

'respectivmnente igual a 1's y rs'). Pero la fórmula (VI.) , en 

que no 'entra por' nada la cuestión, si las c0111ponentes h~) 
y k~) sean perI11utaciones el1 s o s' ~ariables, enseña que hay 
iS01norfisl110, entre Pr[H} yPr[H'j, considerando las dos co
ronas' como grupos abstractos: 

, , 
P r[H} ('-J Pr[H'], cuando Ii ('-J Ii'. 

, EJemplo: ' Designmnos por RiSa) la representación del gru
po Ss 'por perl11utaciones «regularles »en 6 variables (*); ~aco
ron a S2[R/Sa)} será un grupo de permutaciones del oiden 72 

(*) Quiere decir que representamos dos elementos (de órdenes 2 y 3 respec~
tivamente) que engendran el grupo abstracto 8 3, por las siguientes permutacio-
nes en 6 cifras: 

respecti vamen te 
(
123456) (123456) 
465132 231564 
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en 12 variables, pero,' como grupo abstracto, isomorfo a la 
corona 82[83J, grupo de permutaciones en 6 variables. 

c) En caIubio, si r t y 11 (= orden de H) > 1, no hay' 
nunca isomorfislno entre las coronas P r[H] y Qt[H], aunque P r 
y Qt sean :dos grupos de permutaciones (respectivmnente en r 
y t variables) isomorfos entre sí. 

De,¡nostración: N? puede haher isomorfismo, porque el 
orden de Qt[H J, TI 11t~ HS distinto del orden de Pl'[H}, TI 11" (por 
ser r -=/= t Y 11 > 1). 

Ejemplo: RiS3)[82J del orden 6.26 =384 no es isomor~ 
fo a 83[82J, grupo del orden 6.23 = 48. 

d) El teorema que acabamos de den10strar enseña que el 
conoepto de corona no :es un concepto de la teoría abstracta de 
grupos, como lo sería, por leJemplo, el de productO' directo 
{siendo> 

GXH f'.J G' X H', 
-cuando 

G f'.J G' Y H f'.J H'). 

Así, con dos. grupos abstractos G y H se pueden formar 
dif,ert8llÍ'es (y no isomorfas) coronas: G"l [H J, Grj! [H J, 
Gr3 [H J, ... , tQmando varias repr'esentaciones del luisn10 gru
po abstracto G por perluutaciones (distintas por el núm,ero 
de las variables de permutar) (**). Si se deseara conseguir que 
hubies'e solaluente una corolia G[H} para dos grupos abs
tractos Gy H~ sería m-enester elegir una representación de G· 
po.r per111utaciones, entre todas posibles; t0111anclo, por ejmuplo, 
la r;epr,eSle11tación de G por permutaciones regulal"ieS, llegaría-
1110S (COlUO ya observé en 'el - § 1), al « producto» G +t H de 
Scholz (Lit. 8). D,e lo' contrario, !el concepto de corona ~s 
sólo un concepto « s'mui-abstracto », perteneciendo por la mitad 
al calupo de los grupos de penuutaciones. Según 111Í opinión, en 
leso hay que ver una ventaja; pues, dé esta luanera dos repre-

C'*) Naturalmente, se podrían formar también coronas del tipo H Si [G], 
H S2 [G], ... Cabe observar qu~ para 'coronas no vale una "ley conmutativa" 
(como para productos directos: G X H~H X G ); por lo general,las dos co

Tonas Gr [Hs ] y H s [Gr ] serán grupos distintos (y no isomorfos). 
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sentaciones Gr1 y Gr2 del' mismo g'rupo abstracto G· por 
permutaciones conducen, por lo g.eneral, a dos coronas Gr1 [H J 
y Gr2 [H] diferentes (es decir no iSOlnorfas entre sí). 

,e) Sin mnbargo, se obtienen casos int-eresantes de coronas 
sólo cuando -estas últimas resultan ser grupos transitivos de 
permutaciones. A leste respecto~ se podría fácilm'ente demos
trar el siguiente t'eorelna: 

Para que el grupo de permutaciones Pr[H] sea transitiV'o. 
en sus rs variables es necesario y suficiente que los dos 
grupos de permutacio7ws P r Y H sean transitivos en sus r 
(resp. s) variables. 

f) Está claro que el, grupo d\~ pernlutaciones Pr[H] es 
si,empve ÍlnprÍlnitivo; los calnpos de imprimitividad son for
mados por las filas horizontales del esquema (l.). 

§ 6. Subgrupos P r[H; J] .de una corona. 

Pasalnos ahora a la consideración de ciertos s?bgrupos 
interesantes de una corona ·Pr[H). 

Ya ,en § 5 a) ,hemos c<;>nocido los subgrupos P,.' [H ], que 
corresponden unÍvOCaluente a los subgrupos P,.' de PI" 

Otros subgrupos de Pr[H ]se obti,enenadmitiendo, _ para 
las componentes rlespecto de H(l), H(2), ... , H(rj, sólo lpermu
taciones que (en los. isomorfismos H(p) ('-.J H) corresponden a 
un subgrupo H' de ,H (*). 

Combinando los dos métodos indicados para la fornlación de 
subgrupos, ·obt'endr·emos coronas del tipo P'r[H'] como sub
grupos de Pr[H] (con P,.' subgrupo de PI' y H' subgrupo 
de H). 

P,ero, así COlno en el caso de un producto dir-ecto, los sub
grupos más interesantes son! los que no son más productos di
r,ectos (**), también Zas coronas poseen cier'ta clase más inte
resa,nte de subgrupo.s que (por lo general) no son má~ coronas 
(y que están ,en cierta analogía a los « próductos subdirectos» 
estudiados por Remaken ,el caso de productos dir,ectos (**). 

(*) Tomando para H' el subgrupo E del orden 1, obtendremos P r [E], 
el subgrupo (del orden 1t) de las permutaciones de P r [H] cuyas componen
tes - con excepción de la respecto de P r ,son todas iguales a la identidad. 

(**) Véanse a este respecto las publicaciones de R. Remak sobre produc
tos directos y sus subgrupos (Lit. 5 & 6). 
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Supongamos que Bl grupo H (del orden 11) posea un sub

grupo invariante J del ord,en e (y del índice ,= : ). Dividi

mos los elementos de H en , conjuntos de lnód. e elem,entos, 
reuniendo en un conjunto los ,elementos que son entre sí con
gruentes modo J (*). Eligiendo 'en cada conjunto un repr,e
sentante hp. (tt = 1, 2, ... ~ ,), obtenemos la siguiente des
composición de los ellem'e11tos deH' en los , conjuntos: 

(VII.) 

En 'est'e desarrollo, siendo r un subgrupo invariante de H, 
se puede definir una multiplicación de los conjuntos mis
mos (**) : 

(VIII.) (Jha ). (Jh[3 ) = Jh p(a,[3) 

porque todos los productos de un ,el'eInento cualquiera de 'un 
deterlllinado conjunto Jha con un lelem'ento cualquiera de un 
conjunto Jh[3 perteneoen a un mismo conjunto, cuyo « núme
ro}) depende sólo de los núm,eros a y ~; 

Ahora construir1elllos ~enPr[H] un subgrupo P,IH;Jj de 
la sigui,elüe nlanera: Si u = q(O) k1 (1) k2(2) ... k"c") 'es una per-
mutación de P,IH j y si a k 1 (1) (la cOlnponente de u respecto 

de H( 1)) corresponde (en virtud del iSOlllorfislno H(l) 1"'-1 H) la 
permutación k1 de H, determinamos el conjunto Jhk en (VII.) 
al que pert:enece dicho eleIüento kL ; u haga parte de P ,,[H ; J j 
sólo si pert1ell'eoen al lnismo conjunto Jhk tmnbién todas las 
otras pernlutaciones k 2 , k 3 , ••• , k/, ele H, que corresponden (en 
virtud de los iSOlnorfismos H(2)I"'-IH, H(3)I"'-IH, •.. , H(")I"'-IH) 

a las perlllutaciones k2(2), l-f3(3), .•. , k/") (que son las com
ponentes de u r,especto de H(2), H(3), .. ", H(!')). 

En otras palabras, Pl'[H; J] comprénde; por definición, 
sólo las perlnut'aciones de P,IH j cuya,SCol~lponentes respecto 
de H(l), H(2), ... , H(") corr,espon¿léín' él ,ellem,entos kv k 2, ••• , 

k" de H que per.t,enezcan tOdos a un misnw conjunto Jhk (o 
todos a Jhv o todos a Jh2, etc.). 

(*) Dos elementos h y le de H se llaman congruentes mód: J, cuando 
h le -1 (el producto de h por el inverso de le) pertenece al subgrupo invariante J. 

(**) Es la misma que da origen al grupo !i . 
J 
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El nínnero de las perlnutaciones del tipo considerado es 
igual a 

nV'el'=n11 e1'-l=n~ . 
I 'l yr-1 ' 

hay que delnostrar aún que elÍas fOrlnan un grupo. Para eso, 
escribimos la ley de multiplicación (VI.) en Pr[H} en la 
forma 

(VI.') (p(O) k1 (1) k2(2). ... . k/1')) ( q(O) t1 (1) [2(2). ... . [/1')) 

= (pq)(O) (k Y1 (1)(1) (k y? l2)(2) . .... (kyT' l1' )Cr), 

con 

(IV.') q-1 =(1 2 3 '" 1') 
Y1 Y2 Y3 "''(1' 

en donde se tratará, ahóra, de dos permutaciones del tipo parti
cular que lestamos considerando: para los elem,entos kv k 2, ••• , 

kr de H, que corresponden a las component1es /1.1(1), 

11.2(2), ... , k/r), lexist'e un conjunto Jha a que todos ellos per
t'eneoen, y hay un conjunto Jhf3 al que pertenecen todos los 
el'em'entos ll' l2' ... , lr de H, que corr1esponden a las compo-
nentes ll(l), l2(2), ... , l,.(1'). La fórmula (VI.') ,ens1eña que el 
producto de nuestras dos permutaciones tiene, respecto de H(l), 
H(2), ... ,H(1'), las componentes (k yl I1)C1),(kY2 l2)(2), ... ,(If:Yr l ,}1'J. 
Los el'em'entos corr.espondientes de H son los productos kYl.l1~ 
k Y2 12, ••• , ky1' lr, y como cada kyp perteneoe al conjunto Jha , 
y cada lp al conjunto Jhf3 , todos esos productos k Y1 lv k Y2 l2' 
... , kYr1r perteneoen a un lnism.o conjunto Jh p(a,f3J' definido 
por (VIII.). Así hemos demostrado que ¡el producto de dos 
permutaciones de P1'[H; J) tiene la misma propiedad que ca
racteriza P1'[H;J}, o que Pr[H;J} les un grupo: 

Ga'da subgrupo invariante J de H, del índice y = ~, da 

origen a un. subgrupo P r[H; J] 'de la corona Pr[H], que es del 
orden nyer= nyer- 1 y co.mprende la.s permutaciones de P r[H] 
cuy,as compone,ntes respecto de H(l), H(2), ... , H(r) corresponden 
a r é'lenwntos de H que son congruentes entre sí mód. J. 

Efen¡;plo: Si d es un divisor de n, en la corona Cm[Cn} del 
orden 7nnm podemos formar lel subgrupo Cm[Cn; Cd} del orden 
mndm- 1• Por lejemplo, el grupo C5[C4} del orden 5 . 45 = 5120 
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_ (véase Fig.2) posee el subgrupo C5[C4 ; C2] del orden 5 .l¡.. 24= 
320, cuyos 'elementos son rotaciones cualesquiera del pentágono, 
con suoesivas rotaciones de las 5 «ruedas)} con ángulos que, 
simultáneamente para las 5 ruedas, son o un múltiplo par o 
un 111Últiplo ilnpar de 90°. -

Si H pos'B'e v~rios subgrupos invariant,es J~ J', ... ) podemos 
por supuesto, formar varios subgrupos Pr[H;J], Pl'[H;J'], ;etc. 
de Pl'[HJ. Se demuestra fácilment,e que Pr[H;J'] será un 
subgrupo de Pr[H; J], si J' I8S un subgrupo de J. 

Dos casos ,extrel110S s'e pueden pr,esentar para Pl'[H; J]: que 
J les igual al ent'ero grupo H~ y que J = E (=.subgrupo del 
orden 1) compl'1ende sólo la identidad H. Evidentemente es 
Pl'[H; H] =Pl'[H]. Más interesante es el otro caso: Pr[H; E] 
es del orden ít11 y con~prende~ por definición~ las permutaciones 
(le P r [H] que tienen la fOrIna q(o)k(1) k(2) ... k(r), en idonlde las 
componentes k(l), k(2), ... , k(r) respecto :de H(l), H(2),. ... , H(r) 

cOl'respon'den todos a un ,nismoelemento k de H. 
,Formando ,el producto de dos perll1utaciones de dicho sub

grupo Pl'[H;E], la ley de multiplicación (VI.') 'enseña que 
en !est'e caso particular (kl = k2 = .-.. = kr = k; II = 12=.' .. = 
lr = 1), se multiplican no sólo las componentes respecto de P~, 
sino también las respecto de H(l), H(2), ... , H(r): 

(p(O) k~l) k(2). ... . k(r)) . (q(O)[(l) l(2). ... . l(r)) = 

(pq)(O) (kl )(1) (kl )(2) ..... (kllr). 

Además enseña 'esta fórmula (o también la fórmula . (V. ) 
del § 4) que los elemlentos q( o) del subgrupo P r [E] son conmu
tabl,es con losel,ementos del tipo k(1)k(2) . .... Mr) (los que tienen 
la componente respecto de P r igual a la identidad y las otras 
corr,espondient'es ~ un mismo ,elemento de H). Como estos ele
méntos forman un subgrupo del orden 11, isomorfo a H, el 
subgrupo Pl'[H;E] ,es isomorfo al producto directo de Pl'[E] 
(o Pr)Y H: 

(IX.) Pr[H;E]rvPrXH. 

Ejemplo: En 8 3 [82] - que ,es, según § 3, a), el grupo am
plificado del octaledro ~ :el subgrupo 8 3 [82 ; E] será isomorfo 
al producto dir,ecto 8 3 X 8 2, En la Fig. 1, este subgrupo es el 



- 24-

que deja invariante la recta que une el oentro. del triángulo 
ABe con el del triángulo DEF. 

Tomando Pr=S2 (con r=2, n=2), H=SI¡" (con rt=nl) 
n' y J = An (el grupo. alt~ernado, con e = i y 1= 2), C01110 sub~ 

grupo P r [H ; J J de la corona P r [H J obt'enemos el subgrupo 
82 [SIra; AnJ de S2 [SnJ, que se puede caract,erizar co.mo el con
junto de "'las perI11utaciones en 2n variables Xv X 2, ••• , X2n que 
dejan invariant'e lel polinomio: 

II (Xlc ~ XA ). II (x n+k - xn+A) . ( 1 < lf < A. < n) 
k<A lc<A 

Este grupo S2 [8,,,,,; AnJ ofr'eoe un interés particular por tener 
el mismo.. orden (nl)2 C0111o. un producto directo. de dos grupos 
simétricos en n ..yariabl'es. Por leso se podría cre,er que S2 [Sn; AnJ 
fuera iS0111orfo a un producto directo del tipo T X U con 
T f"',J U f"',J Sn. Pero, con10 delllostrar:el11os en ,este párrafo, hay 
isomorfismo sólo para n = 2 Y n = 3; ya para, n = 4, el grupo 
S2 [Sn; An] no es isomorfo a Sn X Sn' sino de distinta estruc-
tura. I 

En 'el caso de n = 2, siendo. A2 = E del orden 1, se trata 
del grupo S2 [S2; E J que, en virtud de la fórmula (IX.) del § 

6, ,es iS0111,o.rfo al producto directo S2 X 82 • 

Para de1110strar también el isomorfismo: 

(X.) 

conviene considerar los dos grupos como subgrupos de S6' deno
tando. las variabl'es de permutar brev!emente por las cifras de 
1 a 6; bastará ,indicar un automorfismo A del grupo 8 6 q:ue 
tenga la sigutente propiedad: A. deja invariante la perlllutación 

a~(l, 2) (4, 5), / 

pero transforma 

b=(l, 5, 2, 6; 3, 4)=(1,4)(2,5)(3,6). (4,5,6) 

en 

e = (2, 3) (4,5,6) 
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y, por consiguient'e, transforma el subgrupo S2 [S3; Ag1, engen
drado por a y b, en el sub grupo S3 X Sg, ;engendrado por ay 
c. Como dos subgrupos que son transformables por un auto- ' 
morfi~mo" so'n isomorfos entre sÍ, con la indicación del auto
morfismo A habr,emos demostrado la fórmula (X. ). 

Pues bien, 'un automorfismo A de S6 que tiene las pro
pi'edades indicadas ,es el que transforma las permutaciones (*) : 

b=(1, 5, 2,6,3,4) 

Y id=(1,5) 

en 

b' = (2,3) (4,5,6) = e 

y d'=(1,3) (2,6) (4,5);' 

con leso (**) queda demostrada la fórmula (X,)" 
Pasando ,al próximo caso: n 1 4, demostraremos que 

S2 [S4; A41 no les isomorfo al producto directo S4 X S4' aunque 
el orden de los dos grupos sea el mismo: (111)2 = 576. D,enota
remos las variables de S2 [S4.; A41 por' las cifras de 1 a 8; 
las permutaciones ,de S2 [S4; A'41 tendrán lentonces la forma 
p(O) k1 (1) k2(2) , len donde k1 (1) Y k2(2) son, r,espectivamente, per
mutaciones de 1, 2, 3, 4 Y 5, 6, 7, 8, ambas pares o ambas 
impares; p(O) te), o la identidad o la permutación (1,5) (2,6) 
(3,7) (4,8). 

¿ Cuántas permutaciones de S2 [S4; A41 tienen el orden 3? 
Como las componentes de las permutaciones de S2 [S41 respecto 
de PI' = 82 se multiplican en la multiplicación - véase la fór
mula (VI.) - para un elem'ento de S2 [S4; A41 que tenga el 
orden 3, la componente respecto de Pr = S2 no puede tener el 
orden 2 y por eso, debe ser la identidad. Así vemos que los 
elemlentos del orden 3 son: 

,(*) las que engendran ya todo el grupo simétrico 8 6, de modo que A es, 
,completamente definido por la· indicación de las permutaciones b' y d' que co
rresponden a b y d. 

(**) Siendo e = b' por' definición, basta demostrar que A deja invarian
te l~ permutación a = (1, 2) (4, 5), lo que se puede averiguar por cálculo di
recto del elemento ('Q'-1 d'b')-1 d' (b'-1 d'b'). (b'd'b'-1)-t d' 
(b' d' b'-1) que corresponde (en ,virtud del automorfismo A) a 

a = (b-1 d b)-1 d (b-1. d b) '. (b d b-t )-1 d (b d b-1) • 
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los 8 ciclos elel orden 3 en las prüneras 4 variables: (1, 2, 3), 
(1,3,2), (1,2,4), (1,4,2), (1,3,4),(1,4,3), (2,3,4),(2,4,3); 
los en las otras 4 variabl'es: (5,6,7), (5,7,6), (5,6,8), (5,8,6), 
(5,7,8), (5,8,7), (6,7,8), (6,8,7); 
Y además, los 64 productos de uno ele los prinleros 8 ciclos 
con uno de los segundos 8 ciclos; no hay otros elementos del 
OlHen 3 en 82 [84 ; A4]. 

Todos ,estos son taInbién los 'elelnentos del orden 3 en el 
grupo S4 X S4' fOfInado por los productos de peflnutaciones 
cual'esqui'era ,en las cifras 1, 2, 3, 4 con pernlutaciones cuales
qui'era ele 5, 6, 7, 8. 

¿ Cónlo se distribuyen estos 80 el.elllentos del orden 3 en 
clas'es ele elmnentos conjugados (*), sea en S2 [S4; A4}' sea en 
S4 X S4? En S4 X S4 t'8lreInos 3 clases deeleIllJentos conjugados: 
una forlnada por los 8 ciclos: (1,2,3), (1,3,29, (1,3,4), etc. 
otra fOfInada por los 8 ciclos: (5,6,7), (5,7,6), (5,7,8), etc. 
y una tercera fOfInada por los 6lJ productos: (1,2,3) (5,6,7), 
(1,2,3)(5,7,6), (1,3,2)(5,6,7) etc. 

P,ero, en 82 [84 ; A4J los r6 ciclos del orden 3 forn~an una 
única clase ele. 'elelnentos conjugados; por ej lenlplo es: 

(1,2,4)=[(3,4)(5,6)}-1.(1,2,3). [(3,4)(5,6)] o (5,6,7)= 
[(1,5)(2,6)(3,7)(4,8)}-1.(1,2,3).[(1,5)(2,6)(3,7)(4,8)}, 
endonele (3,4) (5, 6) Y (1,5) (2, 6) (3,7) (4, 8) son pefInuta

ciones ele S2 [S4; A4}. 

Así venlOS que 'en S2[S4; A4]existe una clase 'c~m 16 ele
lnentos conjugados del orden 3, hecho que no se pr1es'enta >811 el 
grupo S4 X.s4 , ~an donde las clases fornladas por el,eInentos ¡ele 
ordeli 3, tienen o 8 o 64 eleIllentos. Por eso, los dos grupos 
Üell'en una 'estructura diferente y no puede haber iSOlnorfislno 
e.ntre ellos. 

D,e un Inodo Inás general, se puede denlostrar que para 
ningún valor de n > 4 hay isomorfisn~o entre 82 [80¡; AnJ y 

8n X 8n ; pues, 'en 82 [Sn; An} todos los 4 (;) ciclos del orelen -

3 forman una única clase ele elmnentos conjugados, mientras en 

(*) Dos elementos ~& y v de un grupo se llaman conjugados. si en el mismo 
grupo hay un elemento z tal que z,-l ~¿z = v. 
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Sen X Sn no hay, entre los elelnentos del orden 3, nInguna clase 

con lt (~) 'elelnentos conjugados. 

§' 8. Las permutacioTlJes que no alteran el valor de un deter
n~i,nante~ 

Sea 

el det:erl11inante fOrl11ado con n2 variables independientes a1V 

012' ... , am1" ¿A cuál,es permutaciones se pueden someter las 
variables .ah"- sin' aherar el valor del polinOl11io Dn (a 11' a12 , 

.... , ann)? 
Paran = 2, por ,ej:emplo, V'81110S que las lt pernlutaciones: 

y no hay 111ás ques estas lt perl11utacíones con la propiedad bus
cada; ,eIlas fornlan un grupo ab:~liano, producto directo de dos 
grupos cíclicos del orden 2. 

Tal11bién para n> 2; las perl11utaciones de las n2 variables 
a leA que ,cl~jan invariant,e el cleterl11inante Dn (aH' ia12, ... , ílnn), 
evidelÜ81nelÜe fOrl1lan un grupo; elel11ostrarel1l0S que este gru
po 'es, del orden (n1)2 e iS0l1l0rfo al grupo S2 [Sn:' Anl conside
rado ,mlel § 7. 

Demostración: Cuando dos variabl'es aa¡3 y ayb no perte
neoen i ~ una l1lisl11a fila (3ienc1o a 'Y) ni a una l11isl1la colum
na (siendo, adenlás, ~ ()) ele 1 deternlinante, en el desarroUp 



- 28-

del determinante en una suma (y r,esta) de nI productos, -exis
te por lo mlenos un producto que conlprenda los dos factores a aj3 

y ayb ;en cambio, cuando es a = 'Y O ~ = b, ningluno de dichos 
nI productos les divisibl1e' por lel producto aaj3 ayb. Una .pernluta
ción p de las variabl1es akJ... que no altera el valor de su deter
nlinant'e, puede permutar esos nI productQs sólo entr,e sÍ, y por 
consiguiente, la propiedad de dos variables de pertenecer a una 
misma línea (*) er invariantefrlente a la permutación p, o en otras, 
palabras, cuando dos variabl'es pertenecen a una misma fila o 
columna, también después del haber sometido a la permutación 
p, se encontrarán en una misma fila o columna. 

Este razonamiento se puede fácilm,ente extender a 3, 4, 
... , n variablles de una línea (fila o columna), demostrando que 
variables de una misma línea quedan variables de una línea (de 
la misma u otra). En otras palabras, una permutación p de las 
variables ak). que no altera su determinante D!n, (a\l' a12' ... , annl), 
pr;odp,ce u:11Ja permutación de las 2n líneas del detenninante 
entre ,sí, y ,más exactamente, una permutación (<<imprilnitiva») 
o de las filas entre sí y de las columnas entre sí, o bien cam
biánidosle,las filas por columnas y éstas por, aquéllas. 

Aun "más, como cada elemento de un determinante está 
caracterizado . unÍvocam1ente por el número d~ su fila y el de 
su columna, bastará indicar la· descrita permutación de las. 
líneas :,(filas y columnas) producida por p, para caracterizar 
compl,etament,e la permutación p misma. Así v,emos que el' 
grupo de las permutaciones de las variables' akJ... que deja inva
riante su determinante, es isomorfo a un subgrupo del gruPQ 
de todas las permutaciones de las filas entre sí y de las colum
nas ,'entre sí o de los cambios de filas por columnas y recípro
cam'ente. Este grupb es una- corona S2 [S¡iJ, consi¡derando las 
filas y las columnas del determinante como las 2n variabl~s 
de ,permutar. 

Nuestro grupo :es un subgrupo de este grupo $2 [SnJ (y 
no ya 'el grupo :entero); pues, no todas las permutaciones des
critas de filas y columnas dejan invariante el determinante, 
sino ¡que hay unas que caInbian el signo del determinante~ 
dejando invariante sólo el. cuadrado, de Dn (a11, a12 , ••• , ann). , 
Como cada permutación impar de las filas o columnas cambia 

(*) La palabra "línea" designa indistintamente una fila o una columna. 
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el :signo del determinante, para ,evitar un cambio del signo de 
Dh 0all' a12 , ••• , iClnn), o hay que limitarse a permutaciones pares 
de filas y columnas, o hay que combinar una permutadón 
impar, de las filas con una' permutación impar de las columnas, 
y ;en ambos casos se puede hacer preceder un cambio de las 
filas por las columnas y de éstas por aquéllas (sin alterar su 
orden relativo). Pero, 'el conjunto de ,estas permutaciones for
ma justam,ente ,el subgrupo 8 2 [8n ; AnJ de 8 2 [8:",]. 

En r;esumen: Las permutaciones de las n2 variables ak'A. 

que' no alteran su d,eter.minante 

an1 ••• ~n 

form,a,niun grupo del orden (nI )2, isomorfo a S2 [Sh; A~J (pero, 
par.a n > 4, no, isomorfo a Slrl X Sn)' Las permutaciones que 
de}an invariante el cuadrado 1 D!n (a11, a12 , ..• , ann) ~2, forman 
un grupo del orden 2(nl )2, iso,morfo a la corona S2 [S\I1J. El iso
morfismo resulta consVderando Zas permutaciones de las filas y 
coZum,nas de Dn ( alV a12, ••. , ann). 

Por fin, se puede observar que las permutaciones de las n 2 

variables aH que dejan invariante no sólo su determinante, 
sino también~¡ 'el producto .a11 a22 a gg ••••• ann de 103 elementos 
de la diagonal principal, forman 181 subgrupo 8 2 [8n ; E J que, es 
(en ,virtud de la fórmula (IX.) del § 6) isomorfo al producto 
dir,ecto !82 X 8n . 
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