EL PROBLEMA DE VARIOS ELECTRONES EN LA
MECANICA CUANTISTA

por GuiLLeErMo KNIE

El problema del dtomo pesado que implica la presencia de
varios electrones, es demasiado complicado para ser resuelto exac-
tamente.

Por eso, desde los principios de la mecanica cuantista, para su
solucién se han desarrollado métodos de aproximacién. En lo que
sigue ¢ xaminaremos varios de estos y su fundamentacion tedrica, lo
,que servira para aclarar las relaciones que existen entre dos de ellos.
El primero y méis conocido de todos es el del self consistent field
de Hartree (). Consiste en someter cada electron separadamente a
una ecuacién ondulatoria, suponiendo que él se mueva independiente-
mente de los otros en un campo que es el mismo para todos y para
el cual, es caracteristico la supresion del efecto que el electron ejerce.
sobre si mismo. El pardmetro de energia en esta ecuacién no es la
energia total, sino que hay que restar de ésta, la energia debida al
potencial de un electron con respecto a otro tomada para todos los
pares de electrones que se pueden formar exceptuando el uno del
cual se irata. El ejemplo mas sencillo estd representado por el
atomo de helio en el estado fundamental. Segn Hartree tenemos
la ecuacién (en unidades atémicas e=m=h=r1)
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Aqui H, representa el operador de energia del segundo  elec-

trén: —% Ag—é. /\; es el operador de Laplace aplicado a las
coordenadas del primer electrén, r, la distancia del primer electrén
al nuacleo, /\, y ry las mismas cantidades para el segundo electrén.
Como en el estado fundamental del helio ambos. electrones tienen la
misma funcién ondulatoria, la ecuacién que resulta de cambiar los
indices 1 y 2 serd la misma. La idea de Hartree era un acierto.
Esto se ha visto més tarde cuando se traté6 de ponerla sobre una base
teorica. Schrodinger habia deducido su ecuacién por medio de un

(*) HARTREE, Proe. Cambr. Phil. Soc. vol. 24, p. 111 (1927).
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principio de variacion. Fock demostré en el afio 1930 (2) que el
mismo principio de variacién usado por Schrédinger di automa-
ticamente las ecuaciones de Hartree, si se supone que la funcién
ondulatoria del sistema se puede escribir como un producto de fun-
ciones de las cuales cada una contiene solamente las coordenadas de
un solo electrén. Con esta restriccion queda comprobado, pues, que
el método de Hartree representa la mejor solucion que se puede
encontrar bajo la condicién mencionada.

Veremos ahora en el ejemplo del atomo de helio como del
principio de variacién resultan las ecuaciones de Hartree. Poniendo

————Al——-—:H1 y ——/\‘, _T:H el operador de energia de
nuesiro problema es L =H, | H, +v— Si la funcion ondulatoria
total es ¥, tenemos: //- 3¢ (L —E)p dx; dxy=o0 (hay que variar

la parte real de ¥ y la parte imaginaria o, lo que es lo mismo, b
y ¥ independientemente). Si ponemos 197119 (x ) ¥ (x,), obtene-

mosfdx] 61b(x1§/1b (x,) (H
(Por la simetria completa del Pmblema basta variar una de
las funciones)

e 0 (xy) [Hy 2O
/B (x9) Hy b (x) dx, — B] & (x,) =0

Como esto es valido para variaciones arbitrarias de ¥ (x;), se
obtiene

{Hlﬁ_/%ﬂﬁ—l“f@(lz) Hy b (x,) dxs—E}‘(’ (x)=0 (2)

Aqui la primera integral depende de las coordenadas del primer
electrori y representa evidentemente la energia potencial mutua de
los dos electrones. La segunda integral es una constante y debe entrar
en el pardmetro de energia. Se vé que (2) es idéntico a (1). El
caso considerado es aquel en el cual el método del self consistent
field da en cierto sentido su méiximo de aproximacion a la realidad.
Esto se debe a la circunstancia de que la funcién ondulatoria del
helio en su estado fundamental ¥ (x;) .V (x;) ya es simétrica en

() Tock, Zeitschr. fiir Phys. vol. 61, 126.
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las coordenadas de los dos electrones. Si esto no es el caso, la ver-
dadera funcién ondulatoria no puede ser un simple producto de fun-
ciones sino una suma de tales productos. En cuanto Hartree trabaja
con funciones no simétricas, su método es defectuoso. El error come-
tido asi consiste en no tomar en cuenta las fuerzas de intercambio.

Si el namero de electrones es tres, se forman fres nuevos

(x8)[2 dx3
términos. A la energia potencial hay que agregar / M al
2 dx, dx,

pardmetro de enercm/-lb xg) Hg ¥ (x5) dxg y b//."h () 171 \bri:">

y asi sucesivamente. Ademdas las funciones no pueden ser mas todas
iguales.

Si el ntumero de electrones de un Atomo es muy grande, el
método del self consistent field resulta también pesado, entonces es
mas recomendable un procedimiento estadistico dado por Fermi (1).
Consiste en una combinacién de la ecuacién del potencial con una
relacién entre la densidad de un gas de electrones y el potencial,
obtenida por la aplicacién del principio de Pauli a la estadistica del
gas de electrones. Si v es el potencial y n la densidad de los elec-
{rones, tenemos la ecuacién de Poisson A v=/47ne v

s 3 3 3
22 m2 2 v2
n=-— ST"'"* lo cual en el caso de simetria esférica da:
13 3 5 3
d2vy 2 dv_ 22 2 m?2 e2 v2 .
2 3 )
dr? r dr 3 h3

Y

Esta ecuacién junto con las condiciones en los limites determina
completamente el potencial y el conocimiento del potencial como
funcién de la distancia al nacleo es suficiente para calcular cualquier
magnitud relacionada con el estado estacionario del 4tomo.

El método de méas vasto alcance — en cuanto toma en cuenta
también las fuerzas de intercambio — es el de Dirac (2) que se
basa sobre el empleo de la matriz de densidad. Como pensamos
comparar este método con el de Fermi conviene describirlo breve-
mente. El forma a la vez un ejemplo excelente para los calculos
semi-cldsicos que deben substituir frecuentemente el procedimiento
riguroso cudntico que muy a menudo no puede llevarse a cabo por

(*) Zeitsehr. f£. Phys. tomo 48 p. 73 (1928).
(®)) Proc. Cambr. Phil. Soec. tomo 26, p. 376 (1930).



la gran complejidad de los calculos. Sean ¥y (x,), b, (xy)... las
funciones ondulatorias del electrén 1, 2, ... Entonces ¥y (x4) .1 (x4),
Vg (xg) . ¥ (x5) ... son las densidades respectivas. La densidad .total
_serd: 2, (x;) ¥ (x,). Dirac considera esta suma como elemento

diagonal de una matriz. Todos los elementos de esta matriz se ob-
tienen sustituyendo por ¥, y ¥ (r) todas las funciones de un sistema
ortogonal y completo que satisface las ecuaciones del «self consistent
field» del dtomo de que se trata. Si designamos la densidad con la
letra p, esta matriz en la manera de escribir de Dirac es (q'/p/q”).

Ahora Dirac forma 1]1—((1 /p/a”) y obtiene al efectuar esta ope-
racién una ecuacion que fmmahnente es 1dent1ca a la’ ecuacién fun-
damental de la mecdnica cuantista: p —Hp—pH.

Esto le permite identificar H con el operador de la energia del

sistema. En el estado estacionario p =0, tenemos pues: Hp—pH=o0.

OIH bp o H dp

i 1
El andlogo clasico de esto es: o— 5p " op 5x =o0 (1) siendo p

el impulso conjugado a r y todas las cantidades conmutables. En

el estado fundamental del atomo para cualquier valor de r el espacio’

estd saturado en una region para la cual el momento p es menor

que cierto valor P. En el punto p=P p salta de repente de un va-
dp

.. o0
lor finito a O. Resulta pues que ¢ - =0y o muy grande

.. o H
para p=P. Por consiguiente debe ser (;—)=o0. Esto nos da
inmediatamente la relaci(')n siguiente entre P — el momento maximo
s s d P2 ae?
electronico — y r: o (r2 (= L P))=s uh" 2503 (4) (2).

V" dr ‘am  =h
Debo’ observar todav:la que en el transcurso del calculo Dirac ha

conseguido hacer invariante la ecuaciéon para transformaciones orto-
gonales de las funciones ondulatorias del sistema. Como la simetri-
zacion de la funcién ondulatoria es una transformacién ortogonal,
esto significa la introduccion de las fuerzas de intercambio. Estas
estin representadas por el término lineal en P. Queremos demostrar
ahora que si prescindimos de este término, el resultado de Dirac es

equivalente al de Fermi. Se trata, pues, de demostrar la identidad de
R d 2 2 .

(3) con ﬂ(l’z%)=§i$ r2p3. Por de pronto el h de Dirac

es la constante de Planck dividida por 2w, lo que nos da en el

(*) Ver DirAc: Die Prinz. der Quantemmechanik, pr. E. p. 98.
(*) En el citado trabajo de DIrRAC R tiene por error el exponente 2.
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numerador un factor 873, asi que ahora tenemos H(ri’ )=
12

22e2n2mr? 8 . d dv
: - ; ] seast: o (128 V)=
=58 P3. Por otra parte (3) puede escribir seasi: — (12 )=
13 3 5 3
2972m2 64 v2 2

————33; — La identificacion completa la conseguimos ahora

por un teorema que se encuentra en una forma primitiva en el pri-
‘mer trabajo de Bohr (). Cuando un elecirén se mueve en una
orbita circular en un campo central de fuerza de atraccion inversa-

menlc proporcional a ™ con una velocidad pequefia en comparacion
n--'1

con la velocidad de la luz, se tiene la relacion Eg,= 2
Si la orbita no es circular, la relacion es valida todavia para los
valores medios Ey y Epot, (para la generalizacién de este teo-.
rema vea Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien 4. ed. p. 771).
En nuestro caso el electron con el momento maximo P se mueve
todavia con una velocidad bastante inferior con respecto a la de la
luz (enr la primera 6rbita de Bohr del dtomo de hidrégeno la velo-
cidad es 3.107 cm) y las condiciones para la aplicacion del teorema

P2 n--1
—

son dadas. Tenemos pues: [ =

ve. Como n es siempre

negativo, para |n|>1 podemos escribir en lugar de éso:  P2=

1
=|u-F1]vem ¢4 P = (in41|vem)? . Si substituimos este valor
en la ecuacién de Dirac, obtenemos una concordancia perfecta de las
dos formulas si tomamos n=—3. El significado fisico de ésto es
que el resto del atomo tiene sobre el electron de momento méximo
el efecto de un dipolo la fuerza del cual como se sabe decrece con

la tercera potencia de la distancia.

En cuanto a la magnitud del efecto de intercambio, se vé que
8
, .. .. e?m
la razon del coeficiente de P al coeficiente de P? es ~ —— lo que

tiene la dimension de un momento. Si se considera que para la pri-

mera Orbita de Bohr en el dtomo de hidrégeno se tiene: pr=h y

e? 2 o e®m . .
-=£—r resulta que —— representa el momento de un electron de la

2

primera orbita de Bohr. Como esta cantidad ~ 3.10721 resulta que
el efecto de intercambio no es muy importante en un atomo pesado
en el cual P es grande.

(*) Phil. Mag. vol. 26, p. 24 (1913).
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