
EL LUGAR GEOMETRICO y LUGARES DE PUNTOS 
AREAS EN -EL PLANO 

POI' V. y A. FRAILE Y C.' CRESPO 

l. - TEORIA GENERAL 

l. - El concepto de lugar geométrico lleva en B,í el de plurali­
dad. 

Vamos a empezar sirviéndonos de unos ejemplos sumamente 
elementales que nos permitirán obtener una clasificación de los luga.,. 
res y establecer algunas conclusiones. 

Dados los puntos A y B, existe solamente un punto de su recta 
que equidista de ambos, siendo finita la distancia. Existen dos que 
cumplen 'esta condición situados en la circunferencia de diámetro A B; 
Y -existen infinitos situados en un plano que contenga a A ya B. 
He aquí otra forma de expresar estos tres casos: dos puntos de un 
espacio El se Teproducen aplicando un criterio y originan un nuevo 
punto; originan simultáneamente dos introduciendo otro espacio E' 1; 

crean simultáneamente una infinidadcontillua de puntos si se intro­
duce un espacio E2 • En el primer caso no hay lugar geométrico, 
por no existir pluralidad de soluciones. En los otros dos sí hay 
lugar geométrico. Sin ,embargo, sólo cuando se trata de una infini­
dad continua de~oluciones al problema suele- aplicarse el nOlnbre. 
lugar. 

Si ,en ,el primer ejemplo consideramos un haz plano de rectas de 
vértice A que contenga a la recta A B, Y en cada una de ellas apli-' 
camosaquel criterio de equidistancia, referido a los puntos A, fijo, 
y Bi de la 9ircunferencia de centro A y radio A B, obtenemos una 
infinidad continua de soluciones, y, .por lo tanto, un 1. g.; pero esta 
infinidad de puntos no se produce simultáneanlente, como en el 
ej-emplo tercero, sino que ~e obtiene aplicando infinitas veces el cri­
terio dado -en distintos ,espacios E¡; es decir, por generaci6n. Podemos 
generalizar diciendo que hay elos formas ele enunciar lugares geo­
métricos: ·establec¡er un criterio sobre entes fijos de un espacio En' 

. de manera que haya una infinidad continua de nuevos entes que le 
satisfacen simultáneamente; aplicar infinito número ele v,eces un 
mismo criterio sobre entes dados, parte ele los cuales son fijos y 
véU'iables los demás, cuando de este criterio se obtiene cada vez un 
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nuevo ente, o un conjunto numerable de nuevos entes, con la condi-, 
ción al menos de ser continuos los sistemas en los que se mueven 
los entes dados variables. Hay, pues, lugares que podremos llamar 
por síntesis y por generación. 

En el último de los tres ejelllplos que hemos establecido se trata 
de un lugar por ,síntesis. Puede obtenerse también de esta otra lna­
nera: sean los puntos A, B Y una recta l' que contiene a A. Solwe 
r ,existe un sólo punto, propio o impropio, que equidista de A y lB. 
Apliquemos ahora este criterio de equidistancia en cada una de las 
rectas del haz de vértice A y plano (1', B), con lo cual obtenenlos' 
la m,ediatriz del seglnento A B, lo mismo que antes, pero esta vez por 
generación. En esencia, no hemos hecho sino restringir la dimensi6n 
del esp~cio selectivo y, por medio de éste, generar el otro. 

Cuando se trata de lugares de pmitos es muy fácil probar que 
todo lugar por síntesis lo es también por generación. En efe~to:' 

supongamos que en un espacio lineal Ew de diIne11sión mínima B, 

óbt'eIiemos, por síntesis, un luga'r de puntos de n1 dill1ensio~les 
(n > m). Un cierto hiperplano Gn~l de En., cbrta al lugar se.gún mia 
o más variedades de dimensión m-1; otro hiperplano' Gn """:2 de 
Gn - J lo corta según variedades de m-2 c1tmensiones; etc. Final­
lnente, m: último hiperplano Gn- m de G n-m+I corta al lugar en 
un punto o un conjunto numerable de puntos.' EmincieInos ahora el 
lugar primitivo con la condición de estar las soluciones situadas en 
la variedad lineal G n-m y hagamos lo nusmo para todas las varie­
dadesde un haz (Gn~m)i de Gn- m+ I . Con ello habremos obte­
nido, por reiteración del criterio, la parte del lugar interferida' en 
Gn-,-m+r . Así sucesivamente hasta En. De esta forma, por suce­
sivas g'eneraciones, nos vIene dado el lugar primitivo. 

Por lo tanto, en adelante, nos referimos sólo a lugares (~e 

puntos por generación, y todoell? será general. 

2. - Proponer un lugar geométrico es' cosa, pues,' bien fácil: 
basta plantear un problema cualquiera en un espacio En sobre entes 
dados, A, B, C, ... , N, de modo que la solución sea un punto o 
un conjunto' numerable de puntos. Hag~l110s aho~a que A pertenezca 
a un sist'ÜIl1á 00 C(, de entes A; B a otro ex:) 13 de entes B; ... ; N "" 
un sistema ,00 y de entes N. Tomemos en dichos sistemas sendos ele­
mentos, y resolvamos sobre ellos el problema dado, haciendo lo 
mismo para todos los grupos A, B, e, ... , N. El conjunto de todos 
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los puntos obtenidos constituirá o no una o más variedades conti­
nuas de En, y será un lugar. 

No le s neoesario asignar a cada ente' primitivo un sistema para 
obtener un lugar geométrico: basta hacerlo con uno de ellos. Supon-' 
gamos que son p los entes primitivos, de los cuales 'q tienen sistema. 
Puede suoeder que, al resolver el problema :matriz, no sea arbitraria' 
la elección de elementos 'en los q sistemas, sino que, habiendo tomado 
arbitrariamente sendos entes en k de ellos, queden unívocam.ente 
determinados los q - k dem,entos r,estantes en sus sistemas respec­
tivos. Llalnaremos, conjuntos - variables a los sistemas- en los que 'es 
arbitraria la elección de elementos. 

En el teroero de los tresej-emplos puestos al principio, eúunciado 
por generación, son ,entes dados constantes A y B; el haz plano de 
rectag de vértice A es conjunto-variable; el criterio de equidistancia 
ref,erido \a: A ya B sobre cada recta r es el problenla nlatriz, y E2 

\ el ,espacio lineal donde se sitúa el lugar. 

Sea G el problema lnatriz de un 1. g. en En y Al' Ak, ... , Ap los 
entes primitivos dados, de los' cuales los q primeros pertenecen res­
pectivarúente a sistemas SAl' SA

2
, ••• , SAq , que', para simplificart 

suponemos que todos, ,ellos son conjuntos-variables. Hernos de repetir 
G sobr,e cada grupo Ai (i= 1, 2, ... , p), tomando para esto de un 

. modo arbitrario q elementos en los sistemas S. Si consideramos los 
grupos Ai de modo que no varíe sino Al en S Al " dejando fijos 
en sus' sistemas ~espectivos a A2, Ag, ••• , Aq, el conjunto de los 
puntos obtenidos constituye un lugar parcial correspondiente al con­
junto-variable SAl . El lugar total está formado, pues, por q siste­
mas incidentes -de lugares parciales. 

Cuando este lugar total es una variedad continua V de En, es 
claro que la dimensión de V será' como máximo al + 0.2 + ... +aq, 

siendo al' 0.2"", aq las dimensiones de los sistemas SAi . Enton­
oes ha de acontecer ,dos cosas: l. a G es de tal índole que no reduce 
el núm'ero de dimensiones de los lugares parciales, ,es decir, éstos son 

\ variedades continuas cuyo número de dimensiones es igual a la 
dim'ensión de sus conjuntos-variables correspondientes. 2.a La inci­
dencia de los q sistemas de lugares parciales es de dimensión cero. 

Las proposiciones, contrarias constituyen las' dos únicas causas 
que r,eduoen el número de dimension~s del lugar geométrico total. 
Tenemos un caso particular de la' segunda cuando es 0.1+0.2+",+ 
+aq > n, o sea, cuando la dimensión del espacio En es iilsuficienJe 
para contener la del lugar, no existiendo la causa· prihl'era. 
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La interpretación analítica de ambas causas que restringen la 

dimensión de V es también sumamente sencilla: sean y~~), y;I), .. '. 

y ~:) ,y~2); y~2), ... , y~:) ; ... ; y~q), y~q) ... , y~~) l~s parámetros 

arhitrariosesenciales que definen, respectivamente, los eleInentos o 
entes primitivos 'en los sistemas SAl SA

2
, ••• , SAq • Las coordenadas 

(no homogéneas) de los puntos del lugar V serán funciones 
_ ( (1) (1). (2) (2) (q) (q)) 

XJ..l.-Cf'~ YI ... : Yetl ' 'JI"·' Yet2 YI ; ... ; Yetq 
~ = r, 2, ... , n, 

y constituyen las ecuaciones paramétricas de dicho IUEar. 
Si 'existe la primera de las causas enunciadas respe~to de SAl' por 

ej'emplo, es que en las funciones cp no son esenciales los parámetros 

y ~I), ... , y~I), siendo, pues, posible sustituir todos o parte de ellos por 

otros parámetros en 'número menor. 
2. a La incidencia de los q sistemas de lugares parciales es de 

dim'ensióIi 1', lllayor que cero. Supongamos, para'" simplificar, que 
es r precisamente la dimensión de la incidencia. de los sistemas de 
lugares parciales correspondientes a SAl y SA

2 
• Entonces no cabe 

otra. cosa que ser sustituibles los al + a2 parámetros y (1 ) e y (2 ) 

de [rJ por al + a2 - l' nuevos parámetros, ya que el 'lugar parcial 
superior que resulta de considerar variables sólo a los entes primi­
tivos Al y A2 ha de ser una variedad de dicha dimensión al + a2 - r. 

Vemos, por lo tanto, la existencia única de .las causas referidas: 
que en las funciones cp no sean esenciales parte o todos los parámetros 
y de una mislna serie; que no lo sean parte o todos los' de series 
distintas, aun siéndolo los de cada serie. 

'En d prilner caso, si llamamos y' l' y' 2' .•. , y' /3 (13 < al) a 10ft 
,r • 1 (1) (1) (1) 1 palalUetros que sustItuyen a os Y

I 
,) Y

2 
, ••• , Yetl en as cp, es, 

en general~ posible sustituir también el sistmna 00 et 1 S Al de entes 
Al por otro 00 ¡3 de los mismos entes, definido con los y', de manera 
que junto con ,los q-r sistemas restantes y los p~q eleUlentos 
fijos se obtenga la misma variedad lugar. Es decir, los conjuntos­
variahles son reducibles a otros de dimensión menor. 

Este caso encierra la posibil~dad de guedar eliminados en las 
ecuaciones [r] algunos parámetros y (J) • 

La segunda causa de restricción del número de dÍlnensiones del 
lugar V se produce cuando las posiciones relativas de los sistemas 
SAl en En no son genéricas y sí particulares. Al estahlecer las ecua­
áones paramétricas [r] aparecen entonces, én cada una de las el", 



.- 49-

funciones idénticas de los mismos parámetros y de series diferentes; 
y estaf:ifunciones, claro ,es, constituyen nuevos parámetros, en nú­
mero luenor. 

Si se trata de la 'primera causa referida, por ejemplo, al con"'" 
junto.:.v.ariahle S Al' a todo punto de un lugar parcial respecto de S'A

l 

conesponde uno o más subsistemas 4e entes Al de dicho conjunto­
variabl'e. En, cuanto a la segunda hay también correspondencias 
parecidas. 

q 
Si el lugar V tiene la máxima dimensión ~ a,¡, la correspon­

j = 1 

clenciarecíproca no es de puntos de V a continuos de entes pri-
mitivos. 

3. - Para que un lugar de puntos sea una variedad continua .de 
En, su dilnensión nl ha ,de cumplir m < n - l. Por otra parte, sabe­
mos que ,el número de dimensiones de un lugar depende de la lnulti­
plicidad o dimensión de los sistelnas de entes primitivos arbitrarios. 
Es posible, pues, proponer lugá.res de puntos que sean n-dimensiona­
les ,en En, O sea, que constituyan recintos del 'espacio selectivo total. 

Como v'emos,el conoepto de lugar geométrico es lnuy general, y, 
sin embargo, ,en geometría plana sólo es corriente estudiar aquellos 
lugares que son líneas o elementos de líneas. Es cierto que se puede 
proponer inm,ediatamente lugares de puntos que constituyen recintos 
del plano; pero 'son tan triviales que no merecen, siqUiera ser enun­
ciados. A pesa~ de ello enunciemos dos: 

L° «L. g. de los puntos del plano cuya ,distancia a uno fijo es 
mayor que l' y lnenor 'que k (k> r) ». 

, 2.° «L. g. de los puntos "del plano homotéticos de los de un 
círculo dado e respecto de un punto fijo V (razón k)). 

La puerilidad de ,estos lugares de puntos áreas en el 'plano con­
siste, para' el primer ejemplo, en los conceptos mayor y m,enor que 
intervienen en el enunciado. Toda selección de puntos de un plano 
condicionada por varias lhnitaciones a un concepto simple de distan­
cia, oa otro análogo sim,ple, ~lefine, en efecto, un recinto, finito o 
infinito, de ese plano. 

Este lugar lo 'es por síntesis. Si ei campo selectivo lo restringi­
mos a una recta del plano que pasa ,por el punto fijo obtenemos 
también otI'o recinto de ella. 

En cuanto al ,segundo de los ejemplos, se trata, desde luego, de 
un lugar por generación: a cada punto del círculo dado corresponde 
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dno homotético de razón k Los datos para eng'endrar este lugar son 
'el centro de homotecia - ,ente primitivo fijo - y el punto gené­
rico del CÍrculo - ente primitivo que pertenece a un sistema 00 2 de 
elios -. El problema Inatriz es el criterio de homotecia referido 8l 

cada ente de e respecto de V. Sabemos ya que el lugar ha de ser 
bidimensional, y, por' lo tanto, un recinto del plano. 

Cualquier lugar área de puntos en el plano 'que se genera apli­
cando un problema matriz sobre un grupo de p entes, de los cuales 
'p~ 1 son fijos y, el otro varía en un campo 00 2 de ellos; es, casi 
siempre, trivial. Pero, eh e am.bio, no sueleIi ser ya pueriles los lu­
gares, si, en vez de hacer variar a un ente primitivo sobre un campo 
o sistema 00 2 de ellos, hacemos variar a dos arbitrariamente sobre 
sendos sistemas 00 1 .. En nuestro último ejemplo, basta que el punto 
móvil de C varíe sólo en una circunferencia, y que el centro de 
homotecia se elija también arbitrariamente 'en otra línea cualquiel:a, 
para que ,el lugar área. que resulte dej e de ser trivi~l. . 

Es claro que, si un,' problema matriz en el plano se refiere a p 
puntos-da'i;os, y hacemos variar sobre sendas líneas g'enéricas a lnas 
de dos de ellos de un modo arbitrario, se obtiene un lugar área de 
puntos; pero en los sistemas de lugares parciales ha de haber forzo­
sanl'entc incidencia de dimensión mayor que cero, por ser aquí q >2 
(q = número de líneas conjuntos-variables); esto es, él lugar parcial 
superior que resulta de considerar variables sólo a dos puntos datos, 
y otro parcial correspondiente a otra de las líneaS dadas, inciden 
según una línea. 

Er· definitiva: la regla que nos permite proponer lugares de pun­
tos áreas en él plano,eX'entos 'en general de trivialidad, consistirá, 
pues, eL 'elegir un problema gráfico cuya solución sea un punto o 
conjunto numerable de puntos, y cuyos. datos sean puntos (líl~eas) 

no inf.eriores a dos en número. Luego, hareInos variar a dos de estos 
datos ,de una manera arbitraria, sobre sendas líneas (haces), repi­
tiendo ,el problema elegido en cada nuevo grupo de datos. 

Sean A y B los entes primitivos' que son variables sobre los 
conjuntos 00 1. SA Y SB respectivamente. Un lugar parcial LA co­
rr,espondiente a SA se obtendrá cuando B queda fijo en SB y sólo 
varía A en SAo LA ·es un lugar línea corriente, y está perfecta­
mente definido por el valor o posición que tiene B en SB. A cada 
valor de B corresponde un LA; de modo que si hallamos ahora el 
lugar geométrico de LA, cuando B varia en su sistema, obtenemos 
el luga!' total. 

( Continuará) 


