EL LUGAR GEOMETRICO Y LUGARES DE PUNTOS
AREAS EN EL PLANO

Por V. y A. Frane y C. Cresro

I.- TeorIA GENERAL

1. — EI concepto de lugar geométrico lleva en si el de plurali-
dad. _

Vamos a empezar sirviéndonos de unos ejemplos sumamente
elementales que nos permitiran obtener una clasificaciéon de los luga-
res y establecer algunas conclusiones. -

Dados los puntos A y B, existe solamente un punto de su recta
que equidista de ambos, siendo finita la distancia. Existen dos que
cumplen esta condicion situados en la circunferencia de didmetro A B;
y existen infinitos situados en un plano que contenga a A y a B.
He aqui otra forma de expresar estos tres casos: dos puntos de un
espacio E; se reproducen aplicando un criterio y originan un nuevo
punto; originan simultaneamente dos introduciendo otro espacio E’;;
crean simultdneamente ana infinidad continua de puntos si se iniro-
duce un espacio E,. En el primer caso no hay lugar geométrico,
por no existir pluralidad de soluciones. En los otros dos si hay
lugar geoméirico. Sin embargo, sélo cuando se irata de una infini-
dad continua de Soluciones al problema suele aplicarse el nombre.
lugar.

Si en el primer ejemplo consideramos un haz plano de rectas de
vértice A que contenga a la recta AB, y en cada una de ellas apli-
“camos aquel criterio de equidistancia, referido a los puntos A, fijo,
y B; de la circunferencia de centro A y radio A B, obtenemos una
infinidad continua de soluciones, y, por lo tanto, un L. g.; pero esta
infinidad de puntos no se produce simultaneamente, como en el
ejemplo tercero, sino que se obtiene aplicando infinitas veces el cri-
terio dado en distintos espacios E;; es decir, por generacion. Podemos
generalizar diciendo que hay dos formas de enunciar lugares geo-
métricos: establecer un criterio sobre entes fijos de un espacio E,,
de manera que haya una infinidad continua de nuevos entes que le
satisfacen simultianeamente; aplicar infinito ntmero de veces un
mismo criterio sobre entes dados, parte de los cuales son fijos y
variables los demas, cuando de este criterio se obtiene cada vez un
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nuevo ente, o un conjunto numerable de nuevos entes, con la condi-

cion al menos de ser continuos los sistemas en los que se mueven

los entes dados variables. Hay, pues, lugares que podremos llamar
Y g

por sintesis y por generacion.

En el Gltimo de los tres ejemplos cue hemos establecido se trata

jemp I

de un lugar por sintesis. Puede obtenerse también de esta otra ma-

nera: sean los puntos A, B y una recta r que contiene a A. Sobre

r existe un sélo punto, propio o impropio, que equidista de A y B.

Apliquemos ahora este criterio de equidistancia en cada una de las

rectas del haz de vértice A y plano (r, B), con lo cual obtenemos

a mediatriz del segmento A B, lo mismo que antes, pero esta vez por

1 diatriz del segmento A B, | tes, | ta vez po

generacion. En esencia, no hemos hecho sino restringir la dimension

el espacio selectivo y, por medio éste, generar el otro.

del espacio selectivo vy, edio de éste, gene 1 otro

) Cuando se trata de lugares de puntos es muy facil probar que

todo lugar por sintesis lo es también por generacion. En efecto:
supongamos que en un espacio lineal E,, de dimensién minima n,
obtenemos, por sintesis, un lugar de puntos de m dimensiones
(n>m). Un cierto hiperplano G,_; de E, corta al lugar segim una
o mas variedades de dimension m—1; otro hiperplano Gy, de
Gy—; lo corta segin variedades de m-—2 Imensiones; etc. Final-
mente, ur. Gltimo hiperplano G,_,, de Gn 1 corta al lugar en
un punte o un conjunto numerable de puntos. Enunciemos ahora el
lugar primitivo con la condicién de estar las soluciones situadas en
la variedad lineal G,_,, y hagamos lo mismo para todas las varie-
dades de un haz (G,_,); de Gnmi:. Con ello habremos obte-
nido, por reiteracion del criterio, la parte del lugar interferida en
Gn—m+r . Asi sucesivamente hasta E;. De esta forma, por suce-
sivas igeneraciones, nos viene dado el lugar primitivo.

Por lo tanto, en adelante, nos referimos solo a lugares de
puntos por generacién, y todo ello serd general.

2. — Proponer un lugar geométrico es cosa, pues, bien facil:
basta plantear un problema cualquiera en un espacio E, sobre entes
dados, A, B, C,..., N, de modo que la solucién sea un punto o
un conjunto’ numerable de puntos. Hagamos ahora que A pertenezca
a un sistema oo de entes A; B a otro coP de entes B;...; N a
un sistema ooV de entes N. Tomemos en dichos sistemas sendos ele-
mentos, y resolvamos sobre ellos el problema dado, haciende lo
mismo para todos los grupos A, B, C,..., N. El conjunto de todos



los puntos obtenidos constituird o no una o mas variedades conti-
nuas de Ej, y serd un lugar.

No es necesario asignar a cada ente primitivo un sistema para
obtener un lugar geométrico: basta hacerlo con uno de ellos. Supon-’
gamos que son p los entes primitivos, de los cuales q tienen sistema.
Puede suceder que, al resolver el problema matriz, no sea arbitraria
la eleccién de elementos en los q sistemas, sino que, habiendo tomado
arbitrariamente sendos entes en k de ellos, queden univocamente
determinados los q—k elementos restantes en sus sistemas respec-
tivos. Llamaremos conjuntos-variables a los sistemas en los que es
arbitraria la eleccion de elementos.

En el tercero de los tres ejemplos puestos al principio, enunciado
por generacién, son entes dados constantes A y B; el haz plano de
rectas de vértice A es conjunto-variable; el criterio de equidistancia
referidoa A y a B sobre cada recta r es el problema matriz, v E,
el espacio lineal donde se sitia el lugar.

Sea G el problema matriz de un L. g. en By y Ay, Ay, ..., Ap los
entes primitivos dados, de los cuales los q primeros pertenecen res-
pectivamente a sistemas S , SA,...., SAq, que, para simplificar,
suponemos que todos ellos son conjuntos-variables. Hemos de repetir
G sobre cada grupd A; (i=1,2,...,p), tomando para esto de un

‘modo arbitrario q elementos en los sistemas S. Si consideramos los

grupos A; de modo que no varie sino Ay en Sj , dejando fijos
en sus sistemas respecuvos a Ay Ag ..., Aq, el conjunto de los
puntos obtenidos ccnsutuye un lugar parcial correspondiente al con-
junto-variable Sj . El lugar total estd formado, pues, por q siste-
mas incidentes de lugares parciales.

Cuando este luoar total es una variedad continua V de En, es
claro que la dimensién de V serd como méaximo oy - ay ... —-0q,
siendo oy, 0y, ..., aq las dimensiones de los sistemas Sy; . Enton-
ces ha de acontecer dos cosas: 1.2 G es de tal indole que no reduce
el ndmerc de dimensiones de los lugar»es’ parciales, es decir, éstos son
variedades continuas cuyo namero de dimensiones es igual a la
dimensién de sus conjuntos-variables correspondientes. 2.2 La inci-
dencia de los q sistemas de lugares parciales es de dimension cero.

Las proposiciones contrarias constituyen las dos tnicas causas
que reducen el namero de dimensiones del lugar geométrico total.
Tenemos un caso particular de la segunda cuando es a;4-os—-. ..
—|—mq>n,. o sea, cuando la dimensién del espacio E; es insuficiente
para contener la del lugar, no existiendo la causa primera.



La interpretacion analitica de ambas causas que restringen la

dimension de V es también sumamente sencilla: sean y(l) , y(1>, -

ygll) yl“); gp‘),.. . y<2) R gq), gq) el ygg) los parametros

arbitrarios esenciales que definen, respectivamente, los elementos o
entes primitivos en los sistemas Sa, Sa,,..., Saq. Las coordenadas
(no homogéneas) de los puntos del lugar V seran funciones

s, =u (3 .. ygll) s y® L yfé) @ y(q)) [1],

W=1, 2,..., D,

y constituyen las ecuaciones paramétricas de dicho lugar.
Si existe la primera de las causas enunciadas respecto de Sa , por
ejemplo, es que en las funciones ¢ no son esenciales los parimetros
(1), cees ( ), siendo, pues, posible sustituir todos o parte de ellos por

otros parametrbs en nimero menor.

2.2 La incidencia de los q sistemas de lugares parciales es de
dimensién r, mayor que cero. Supongamos, para simplificar, que
es r precisamente la dimensiéon de la incidencia de los sistemas de
lugares parciales correspondientes a SA, y Sa, . Entonces no cabe
otra cosa que ser sustituibles los a; —-a, parametros y(1) e y(2)
de [1] por oy} ay—r nuevos pardmetros, ya que el lugar parcial
superior que resulta de considerar variables sélo a los entes primi-
tivos A, y A, ha de ser una variedad de dicha dimensién a; - a, — 1.

Vemos, por lo tanto, la existencia Gnica de las causas referidas:
que en las funciones ¢ no sean esenciales parte o todos los parémetros
y de una misma serie; que no lo sean parte o todos los de series
distintas, aun siéndolo los de cada serie.

En el primer caso, si llamamos y';, 'y, ..., ¥ (B<<ay) a los
pardmetros que sustituyen a los ygl)_ s ygl),..., ch) en las o, es,
en general, posible sustituir fambién el sistema co®: Sa, de entes
A, por otro coB de los mismos entes, definido con los y’, de manera
que junto con los q—r1 sistemas restantes y los p—¢q elementos
fijos se obtenga la misma variedad lugar. Es decir, los conjuntos-
variables son reducibles a otros de dimensién menor.

Este caso encierra la posibilidad de quedar eliminados en las
ecuaciones [1] algunos parametros y().

La segunda causa de resiriccion del nimero de dimensiones del
lugar V se produce cuando las posiciones relativas de los sistemas
SA, en Ej no son genéricas y si particulares. Al establecer las ecua-
ciones paramétricas [1] aparecen entonces, én cada una de las o,
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funciones idénticas de los mismos pardmetros y de series diferentes;
y estas funciones, claro es, constituyen nuevos parametros, en na-
mero menor.

Si se trata de la primera causa referida, por ejemplo, al con-
junto-variable Sp , a todo punto de un lugar parcial respecto de Sa,
corresponde uno o mas subsistemas de entes A, de dicho conjunto-
variable. En cuanio a la segunda hay también correspondencias
parecidas.

Si el lugar V tiene la maxima dimensiéon & «;, la correspon-

I=1 .

dencia reciproca no es de puntos de V a continuos de entes pri-
mitivos. ‘

3. —Para que un lugar de puntos sea una variedad continua de
Ep, su dimension m ha de cumplir m = n — 1. Por oira parte, sabe-
mos que el namero de dimensiones de un lugar depende de la multi-
plicidad o dimensién de los sistemas de entes primifivos arbitrarios.
Es posible, pues, proponer lugares de puntos que sean n-dimensiona-
les en Ej, o sea, que constituyan recintos del espacio selectivo total.

Como vemos, el concepto de lugar geoméirico es muy general, y,
" sin embargo, en geometria plana sélo es corriente estudiar aquellos
lugares quec son lineas o elementos de lineas. Es cierto que se puede
proponer inmediatamente lugares de puntos que constituyen recintos
del plano; pero son tan friviales que no merecen 51qu1era ser enun-
_ciados. A pesar de ello enunciemos dos:

1.2 «L.g. de los puntos del plano cuya distancia a uno fijo es
mayor que r y menor que k (k>r)».

2.0 «L.g. de los puntos del plano homotéticos de los de un
circulo dado G respecto de un punto fijo V (razon k)».

La puerilidad de estos lugares de puntos areas en el plano con-
siste, para el primer ejemplo, en los conceptos mayor y menor que
intervienen en el enunciado. Toda seleccion de puntos de un plano
condicionada por varias limitaciones a un concepto simple de distan-
cia, o a otro analogo simple, define, en efecto, un recinto, finito o
infinito, de ese plano.

Este lugar lo es por sintesis. Si el campo selectivo lo restringi-
mos a una recta del plano que pasa por el punto fijo obtenemos
también otro recinio de ella.

En cuanto al segundo de los ejemplos, se trata, desde luego, de
un lugar por generacién: a cada punto del circulo dado corresponde
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ano homotético de razén k. Los datos para engendrar este lugar son
el centro de homotecia — ente primitivo fijo — y el punto gené-
rico del circulo — ente primitivo que pertenece a un sistema o02? de
ellos —. El problema matriz es el criterio de homotecia referido a
cada ente de G respecto de V. Sabemos va que el lugar ha de ser
bidimensional, y, por lo tanto, un recinto del plano.

Cualquier lugar area de puntos en el plano que se genera. apli-
cando un problema matriz sobre un grupo de p entes, de los cuales
p—1 son fijos y.el otro varia en un campo co? de ellos; es, casi
siempre, trivial. Pero, en cambio, no suelen ser ya pueriles los lu-
gares, si, en vez de hacer variar a un ente primitivo sobre un campo
o sistema co? de ellos, hacemos variar a dos arbitrariamente sobre
sendos sistemas col. En nuestro altimo ejemplo, basta que el punto
moévil de G varie sélo en una circunferencia, y que el centro de
homotecia se elija también arbitrariamente en otra linea cualquiera,
para que el lugar area que resulte deje de ser trivigl. ‘

Es claro que, si un; problema matriz en el plano se refiere a p
puntos-dafos, y hacemos variar sobre sendas lineas genéricas a mas
de dos de ellos de un modo arbitrario, se obtiene un lugar area de
puntos; pero en los sistemas de lugares parciales ha de haber forzo-
samentc incidencia de dimensi6n mayor que cero, por ser aqui q > 2
(q=ntmero de lineas conjuntos-variables); esto es, el lugar parcial
superior que resulta de considerar variables s6lo a dos puntos datos,
y otro parcial correspondiente a otra de las lineas dadas, inciden
segim una linea.

Er definitiva: la regla que nos permite proponer lugares de pun-
tos 4areas en el plano, exentos en general de trivialidad, consistira,
pues, er. elegir un problema grafico cuya solucién sea un punto o
conjunto numerable de puntos, y cuyos datos sean puntos (lineas)
no inferiores a dos en nimero. Luego, haremos variar a dos de estos
datos de una manera arbitraria, sobre sendas lineas (haces), repi-
tiendo el problema elegido en cada nuevo grupe de datos.

Searn A y B los entes primitivos que son variables sobre los
conjuntos ool Sp y Sp respectivamente. Un lugar parcial Ly co-
rrespondiente a Sp se obtendrd cuando B queda fijo en Sp y solo
varia A en Sp. Lp es un lugar linea corriente, y estd perfecta-
mente definido por el valor o posicién que tiene B en Sp. A cada
valor de B corresponde un Lj; de modo que si hallamos ahora el
lugar geométrico de Lya, cuando B varia en su sistema, obtenemos
el lugar total.

(Continuard)



