
SOBR'E ALGUNAS PROPIEDADES 
DE LAS DERIVAf)AS y CIERTAS PRIMITIVAS DE 

LOS' POLINOlVIIOS DE LEGENDRE 

por JosÉ BABINI 

1. Relación de simetría. 

S· Ds' l' 1 derl' "\radas cle, oI'clel1 s 1 (x. 2_ 1 ) II 1 con n lnc lcamos as. ce -;n-;¡ 
(n natural), tendrlenl0s, incrleUlentando por Taylor, y ¿lirecta­
miente: 

2U n 

'" ~Ds __ 1_ ~ (1'U ) (x2~ I)n-rhr(,2},::+h)r ~s! 11-211 uIL:;¡ 
s=o 1'=0 

n r 

-.-:._1 _ '" '" ('11:) (1111' ) (x2 _ 1 )n-1' hr+rn (2x)r-n1 . 
- 211 n! "-' L-t 

1'=0 111=0 

ele donde 

s 
1 --- L (~) (s~r) (x2 - I)n-r(2X)2r-s 

u 
1 

--- E (~:.) (s~r) (X2 - 1 )u-1' (2X) 2r~s 

. Si, .ell esta últilna fórIl1ula, se caInbia s por 2n - s y r por 
n-s-i-l' 

s<n; L (sj~r) (n~~tr) (x2 -:- I)S-1:(2x)2r~S 
'. ti 

s: _(x::-::t- n L. (::) C~r)(x2- I)n-r(2X)2r-s 
r>,~ = L 



Si ahora recordamO's que Dnn no es 111ás que el polinomio 
de Legendre P n le indicanlos con p[lr;, (- n :'S r< n) las derivadas 
(r > 'O) Y ciertas primitivas (r < 0') de ese polinomio, llegarenlos, 
haciendo s = n + r a la siguiente relación de súnelria 

p-r 
n ('). .)1' -- = x~- 1 

In-r 

válida para - n < r < n. 
Esta relación nos dice que las prinlitivas que entran en 

juego son lO's polinomios que admiten los valores - 1 Y 1; 

como oeros de orden r de multiplicidad (1). 

2. Generaliz,ación de una expresión de Dirichlel. 

Es conocida una fórmula de Dirichlet (2) que expresa Pn 
. . ~ . ~ 

en función de u = cos y v = sen -: siendO' x = cos q) = 
2 < 2 ' 

= 2 u 2 - 1 = 1 - 2 v2 • 

Para ,extenderla a pr:n, que es un polinOllliO' de grado n - r 
en x escribamos 

n--1' 

pr:n:= I: <P (n - r, m) . u 2 (n-1'-m) v2m 

111=0 

donde <p (n - r, m) es un sÍmbO'lO' numenco con dos Índices.' 
Diferenciando y considerando que dx = 4 u du = - 4 v dv, 

P 1'+1 dx = ~ r m (n _ r m) u2 (n-r-m) v2m [11-r-n1 
n .t..., T '_ 2 u2 

111=0 

de donde 

11-1'-1 

Pnr+1 = I: <¡? (n - r - 1, m) u 2 (n-r-J-m) v2m = 

111=0 

(1) El profesor Toscano, de Messina, ha tenido la amabilidad de comunicar­
me que la relación de simetria puede obtenerse también partiendo de los poli­
nomios de GEGENBAUER. 

(2) Véase, por ejemplo: W. LÁSKA, Sammlung von FOl'meln ... Pago 384. 
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n-r-I 

~ L [(n--r-m)q>(n--r,m)-
lTI=O 

- (lU + 1) cp (n -- r, ll1+ 1) J u 2 (n-r-I-m) V2l1l ; 

y, por lo tanto, el símbolo cp (n - r, ll1) satisface la siguiente 
r,elación recurJ'íente: 

2 cp (n - r - 1, ll1) = (n - r - m) cp (n - r, n1) -

- (m -+ 1) q> (n -- r, m·+ 1); 

que, ll1edianteel calubio de símbolo 

(_I)I1-r . 211-r . 

q> (n - r, ll1) = I n-r-m. ~ ~ (n - r, m) 

se convierte en 

~ (n-r- I,m) =~{n-r, ll1+ 1) -~(n-r,m) = 

11m = 1 ; 

y en general 
'" 

Como 

serán 

~(n-r,m)=AP tP.(n~r+p,m)= 

'p 

I: (;)(-- I)S~(n~r+p,m+p-s). 
s=o 

m = n; q> (2n, m.) 

m =-J-: n; q> (2n,m) =~ (2n,m) =0 
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y por lo tanto, si en la sU111atoria anterior se hace p = 1" + n 
el único térnlino no nulo será cuando s = l' +111, de -donde 

W (n - l' n1) = (n++1'.) ( __ 1)111-i_r -,-(-_I_)_n ¡_1I 
• , ¡Tl 1 2" 

2 u - r 
1)n-1'cp (n-r,n1), 

In+1' ( ) ( n ) cp (n-r,n1) = nI ~1' (- 1)111 r:~ 111+1'; 

y finah11ente 

In+1' "\" P r=-=- ./....¡ 
11 21' 11I 

rU+I11' =11-1' 

que es la generalización de la fÓrl11ula ele Dirichlet, a la cual 
se reduce para l' = o. Separando las derivadas de las primiti­
vas, 1:e11'en108 para l' > o, 

( - 1)m U 2(n-r-m) v 2111. 

n· 

11-1' . 2 r "\" (11) ( n ) Pn-r= ~ 111 111.,.......1' 1) rn U '2 (n-I--1'--:-m) V2m ; 

111=1: 

y can1biando en esta última n1 por 111 -1- l' 

y con10 (-1)r(2uV)2r=(i2_.r)r l;esulta 11,1leVaI11ente la re­
lación de siIlletría. 

3. Relaciones recurrentes. 

Entre las nunierosas relaciones recurrentes ql.18 puedel1es­
tablecerse m1tre las Pil1r ver,en10S únicaInente las generalizaciones 
de las ll1ás conocidas relaciones recutrentes entre las Pn'. 
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De 

( .) ) 1 '> " + 
P . D _L. D -L. ,X--l 11- X--l· X--l D I1 I' L I'= 11 1 1= n 11-----. --=-- -i 

n. .' n . 2 11 - 1 111-1 211 211 11-1 

+ X (n+r) D n+1'-1 + (ll-!-I') (n+1'-1) D n+1'-2 
n 11-1 211 11-1 

P l' I 1 ( ) pI' 2n n1'= (x2 - 1) P T --.1-
1 

2X n + l' 
, 11-1' 11-1 

+(n r) (n r - 1) pr-I . 
11-1 [3] 

De 

PI' . pI' ( ) pr 1 =x + n+r- l' -. n 11-1 ~ 11-1 14] 

De 

D 11+1'= (? _ ) DI1+I'-2 11 ~n 1 11-1 

P ,' ( ) P l'- 1 + p . 'll= 2n-1 . 111 C) 

11-1 -- [5] 

4. Expresión de p~~ por deterpúnantes. 

Si eliminamos P~~--,-11 entre [4] y [5] 

(n + r - 1) P1"1l-'2 - X (2n - 1) prll- 1 + (n - r) prn = o 

que, para r > 0, haciendo n = r + 1, r + 2, ... n. 



se obtiene 

(- It-r
-
1 In - r P:= 
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1 

x (21'+3) 

21'+2 

O 

o 

O 

2 

x (21'+5) 

21'+3 

O 

y C01110 p/= (2f - I)!! 

x (2r+1) 1 

2r+1 x (2r+3) pr ="(2r-l) !! 
n In-r 

O O 

O O 

O O 

3 O 

x (21'+7) .. O 

O 

2 

O .• x (2n-1) 

O 

O 

O •• x (2n-1) 

x (21'+1) p~ 

(21'+1) p~ 

O 

O 

O 

y utilizando la relación de sinletría se puede también expresar! 
mediante un determinante las primitivas P n_ro 

5. Ecuación diferenci,al. -

Si elinlinanlos P n r entre [3] Y [ú ] y cambi~nos r y n por 
r+I y. n+I, 

(1 - X2) pr{+2 - 2X (r + I)Pnr+ 1 + (n - r)(n+ r+ 1) Pnl·=O. 

lo que nos dice que la ecuación diferencial 

tiene conlO integral particular PnJ", de donde la integral general 
será, utilizand-o la relación de simetría 

fX dt 

y = A pr{ "(I-t2) pI" p-r 
. II n 

B 

siendo A y B las constantes de integración. 

~ (Original recibido en 1937) 


