
· SOBRE UN PROBLElVIA DE PROBABILIDADES 
GEOMETRICAS 

(Tema N<I 5, pág. 26) 

Dados al azar dos" pares de puntos XY, ZT, sobre el con­
torno de un polígono convexo, calcular la probabilidad de que 
el punto de intersección de las rectas que deteTn1in"an, sea inte­
rior al polígono. 

Solución: 

Supongalllos ,el pa:r¡ XY fijo en los lados a:. al¡ y considere­
mos la n1edida de los casos favorables para el par ZT. 

Fijado Z, ya sea en ui+l' o en ai+2;'" o en ak-l' la llle­
dida de los casos favorables para T es: 

siendo xe y las abscisas de X, Y· sobre los lados ai, ak res­
pectivalllente. 

Haciendo variar Z desde ai+l hasta ak-l' obtenemos: 

llll (ZT) = (ak+l + ak+2+'" + a:-l +x +y) 

(ai+l +" ai+2 + ... + aj{-l)' 

Fijmllos ahora Z en ai - x; la l1i.edida del conjunto de !l0-
siciones favorables de T es: 

/ 
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y al variar Z en a¡ ----:x resulta: 

n1~ (ZT) = (ak+1 + ak+2 -j-- ... + ai-'l + y) (ai -:- x). 

Finaln1ente, si fijamos Zen ak -y, obtenemos 'como rne­
did-J de los casos favorables para T: 

ak+1 + a.k+2 ... +- 3¡--1 + x 

y con10 Z puede variar en ak - y, es: 

Por ,tanto, la n1edida de todos los casos favorables para el 
par ZT, habiendo fijado previ,amente el par XY, es: 

m (ZT) = n11 (ZT) n12 (ZT) -+- lllg (ZT) = 

= (ak-l-l -j-- ... + a>'--l x -j-- y) (a¡+l + ... + ak-1) + 
,+ (ak+l + ... -t 3:-- 1 y) (a¡ -- x) + 

, + (ak+1 .+ ... + 3¡ -1 + x) (ak - y) 

o bien si ponenlOs: 

tenemos: 

'q ak+t -i- 3k+2 ... + a;~l = s 

ai+1 + ai +2 +- . . . ak-1 = () 

m (ZT) = (s + x + y) () + (s y) (a¡ - x) + (s + x) (ak - y) 

y efectuando operaciones: 

Hagamos variar ahora el par XY, prim1ero en los la,dos en 
que lo suponíanlos fijo y luego en todo el perímetro: 

m (XYZT) = ¡~ k~' j~a¡i ak[x (" - s+ak) +Y (" - s+a¡) ~ 
- 2 xy s· ( () + a¡+ ak) ] dx dy = 
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.i ..i; [a2~ ak (a - s) + Pi :\ (a - s a) + 
, i=I k=I - , 

+sakai(a ai+ak)]=' 

<;> a2¡ a2 k 
,+ üiakw )+-2- (ai+l 

(ak+l ... + ái- 1) a¡ ak] 

pero, por ser: 

n n 

i=I k=I 

n U' " S ~ 2: a2:a~k _ ~ 

i=I k=I 2 2 

n n 

~ ~ (ai+l +... ak-l) (ak+l ... -/-- ai-l) a: ak = 2 SI, 1, I. 1 

i=I k=I 

es, por tanto: 

m (XYZT) = :: S2,2+S2,1,1 +2~J.I,r,1 

y además, como es: 

9. f:i 
; S :2, 1, 1 -+ -2' SI, I, 1, 1 

resulta: 

ID (XYZT) = : [SI,IJ2 - SI, 1, 1, 1 
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La 11ledida de todos los par.es es: 

pei·,2 pcr.2 per:1 rS1J4 54.+4S3.1 +683.3 +1282,1, J+24S1, 1, 1, J 
-2- --2-=-4-=-'-4-= 4 

puesto que cada par XY, ZT se obtiene dos veoes; luego, la 
probabilidad buscada es: 

2 [Sr, 1 ]2-S 1, l. l. 1 

p= 
2[SI,1 F-I~SI,I,I.I 

[Sl]4 

En particular, para el triángulo resulta: 

~~ ra1 <J2+al as+a2 a3]~ 
P. '. [u

1
+a2+ag]± 

y para el cuadrilát'ero el resultado coincide con el que figura 
en la obra de C~uber, «Geometrische Wahrscheinlichkeiten und 
Mittelw'erte» (Ttaducción deSchuerman, 1902, pág. 32). 

Elba R .. Raimondi 

TEMAS PROPUESTOS 

31 .-Se sabe",que en la teoría de. probabilidades g,eométricas la po­
sición de una recta G del plano se determina por su distancia p a un 
punto f;ijo O y el ángulo q:> que lanornlal 'a la recta desde O forr 
ma con ima dirección fija. Además, para-medir un conjunto de rectas 
se toma la i~tegral doble de la expresión d G = d p d q:> que se 
llama la densidad de rectas. 

Sentado 'esto, consideremos una figura plana convexa K. Lla­
inemos <J a la longitud de la cuerda que la recta G determina \en 
ella y al' a 2 los ángulos (menor,es que TI) qu'e G forma CO~l las 
tangentes .a K len los extremos de dicha cuerda. Suponiendo qUé 

el contorno de la figura K tiene en todo punto tangente determmada 
y que car~ce de segmentos rectilíneos, demostrar que 

f (j dG= 2- L2 
sen al S'Bn (1,2 2 

s:üendo L la- longitud de K y estando la integración extendida a 
todas las r,ectas' G que cortan a . K. 

L. A. Santaló 


