
UN PROBLEMA DE PROBABILIDADES 
GEOMETRICAS SOBRE LOS 

. CONJUNTOS DE TRIANGULOS 

por ELBA R. RAIMONDI 

l. - Para poder estudiar problemas de probabilidad refe
rentlesa ciertas clases de triángulos dentro del conjunto total de 
ellos, ,es neoesario definir un espacio abstracto cuyos elementos 
seán los triángulos, \0 bien un 'espacio iSOlllorfo con él en el cual. 
pueda definirse una métrica. 

Vamos a examinar diversos' tipqs de isomorfismo entre la 
familia de los triángulos y los puntos del .plano. 

10. Poincaré (1) det'ermina \los lados de cada triángulo de 
perímetró dado dividiendo \el segmento que ticne esta longitud 
lnediante dos puntos ;interiores arbitrarios. Este conjunto de 
pares de puntos de un segnlento está a su Viez representado por 
los puntos interiores del triángulo equilátero cuya altura es el 
perímetro dado.· ' 

En,efecto: 
Consideremos. un triángulo equilát'ero cuya altur,a sea igual 

al segmlento dado (Fig. 1); si desde un punto 1 interior a di
cho triángulo trazamos las perpendicular,es a los lados, la suma 

A A 
····················· ....... 1 

.............. \! 

B '-----l-->L------>c ~--------------~c 

Fig. 1 Fig. 2 

de distancias a los tres lados es constante e igual a la altura 
·del triángulo; por tanto leIlas representan los tres 8egmentos 
parciales buscados del segmento dado. 

e-) Oalcul des Probabilités, París 1912, pág. 125. 
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Al unir los puntos ~nedios A', . B', C' de los lados del 
triángulo A B C se obtiene el triángulo A' B' C' dentro del 
cual .debe estar 1 para que con los segmentos x~y, z se pueda 
formar ,un triángulo, pues solam'ente 'en ese caso se y.edfica 
que: x<y+z~ y<x+z y z<'x+y. 

El .punto 1 r,epres'enta al par de. puntos interior·es al seg
miento ,dado y que lo dividen arbitrariam'ente en tres segmentos 
con los cuales se puede formar siempre un triángulo. 

2 o. Study ~epresenta (en Abh. d. math. phys. KI. d. Kgl. 
sachs. g,es. d. Wissensch. Leipzig 1893) cada triángulo por el 
punto de E3 cuyas coordenadas son los tres lados 'del mismo. 

Este 'es el método seguido por W oHf en el ({ J ournal für 
die reine und angewan~te Mathematik» Band 153 s. 66. 

30 • Utilizando un interesante teorema de Pompeiu (1) nos 
proponemos r.epresentar cada triángulo por un punto del ,plano 
de la manera siguiente: 

Sea el triángulo A B C ,equilátero e 1 un punto cualquier,a 
rIel plano (Fig. 2); si unimos 1 con los vértices del triángulo 
dado obtenemos los tres segmentos 1 A, 1 B, 1 C con los cuales 
podemos siempre formar un triángulo. 

Obj.eto .de ,esta nota es el estudio de estos métodos de re
presentación y su comparación entre sÍ, aplicando todos ellos ' 
al prob1ema conc~eto de calcular la probabilidad de que un 
triángulo del cual se dan arbitrariam,ente los tres lados, sea 

,acutángulo u obtusángulo (2). 
2. - Problema ! previo ,es el siguiente: 10. En cada uno 

de los t~es métodos citados ¿ aparecen todos los triángulos? 
2 0 • ¿Apaliece cada uno más de una vez? 

Inm,ediatam,ente se observa que en el método usado por 
Poincaré solam,ente se obtienen los triángulos de, perhnetro 
prefijado y cada uno de ,ellos una sola vez si se tiene en cuenta 
el orden de los lados, ,o bien seis veces si se pr,escinde de él~ tres 

,;:;1 ,es isóscdes, una si es equilátero. 
Como cualquier triángúlo es semejante a alguno de ést~s, 

la familia de todos !ellos queda normalizada por esta condi-

(l) "Bulletin de Mat. et de Ph. pures 'et appl.". Bucarest, 1935. 
(2) Este problema, para el primer método de representación, se encuentra 

ya resuelto por E. LE MOINE', Quelques questions de probabilités resolues géo
métriquement. Bull. Soco Math. France t. 11. 
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clOn de perím,etro. prefijado., que permite repr,esentar to.do.s lo.s 
semlejantes .entre sí po.r un mismo. punto.. 

En~el méto.do. de Study, po.r el co.ntrario. .. triángulo.s s-em,e .. 
jantles están rlepr'esentados po.r punto.s de una semirrecta de 
o.rigen O y se lo.gra no.rmalización análo.ga co.nsiderando. co.mo en 
el méto.do. de Po.incaré lo.s triángulo.s de perímetro. a + b +c = 1 
lo.s cual'es ,están' repr,esentado.s po.r la superficie del o.ctaedro. 
cuyo.s slemiejes x, y, z, valen 1 (no.rmalización octaédrica). 

Otro. mo.do.de no.rmalización s!ería éste: sustituir cada 
triángulo.po.r o.tro. triángulo. selnejante que cumple la co.ndición 
a2 + b2 + c2 = 1, les decir, basta dividir lo.s. lado.s' a" b, e, de cual-

quier triángulo. po.r JI a2+b2+c2 ; claram,ente s-e ve que lo.S punto.s 
r,epresentativo.s fo.rman en este caso. la superficie ·esférica de 
centro. O y radio. 1 (no.rmalización esférica). 

También co.n leste méto.do. se o.btiene cada triángulo. una 
so.la vez si se tiene en cuenta el o.rden de lo.s lado.s o. bien seis 
veoes si se prescinde de él. 

En el méto.do. que pro.po.nemo.s, basádo. en el teo.rema de 
Po.mpeiu, se o.bserva desde luego. que lo.s triángulo.s muy peque
ño.s no. 'están. r.epr,esentado.s; basta 'o.bservar ,en efecto. que en un 
triángulo. equilátero. el oentro. tiene· la pro.piedad de hacer mínima 
la suma de distancias a lós tres vértioes. En ef.ecto., reco.rdemo.s 
que el punto. ~e Fermat (o. de Steiner) de cualquier triángulo., 
esto. es, aquef cuya suma de distancias a lo.s vértices es mÍ
nima, les el punto. desde el cual se ven sus tres lado.s bajo. ángulo 
de 1200 y este punto. co.incide co.n el oentro., si el triángulo. es . 
equilátero.. 

No. hay, en cambio., co.ta superio.r para las dimensio.nes de 
lo.s triángulo.s definidos co.n e.ste méto.do., puesto. que' existen 
punto.s len el plano. cuyas distancias a lo.s tres vértices del 
triángulo. equilátero. superan a cualquier núm,ero.. ' 

También se ve inmediatamente que cada triángulo. tiene en 
la repr.esentación que estudiamo.s do.s semejantes; en efecto.: 

. ' PA 
para o.btener. un punto. P que cUlnpla las co.ndicio.nes ~= 

PB pe b . d d 1 1 ,. d f· ·d (.!=- asta co.nstruIr o.S .e o.S' ugares g-eo.metrlCos 'e InI o.s 
1-' y / 

po.r do.s de estas igualdades; co.nsiderando., por ejemplo., la pri-
mera: r.esulta una circunf.erencia cuyo. diám,etro. está situado. 
en la: r.ecta A B y s-epara armónicamente al par A B .. Análo.ga-



. PB pe 
m'el1tecol1slderando la segunda: -/3 = - resulta una circun-

. . y 
ferel1cia ,cuyo diám'etro está situado ,en B C y separa al par B C. 
Hay, por tanto, a lo sumo dos puntos Pv P2 intersecciones de 
anlbab . circun:5erencías, que repr1esentan dos triángulos selue
jantes al de lados a, f3,¡; si las circunferencias son tangentes, 
los puntos son coincidentes; si no se cortan, no hay solución. 

V,eanlos en qué condiciones se verifican cada una de estas 
soluciones. Para leIlo ~esolvamos el siguiente problema: 

Dadas tr.es circunferencias concéntricas de radios a < f3 < ¡ 
construir . un triángulo equilátero cuyos vértices estén en ellas 
(Fig. 3). 

Fig. 3 

El1egimos ,un punto cualquiera en la circunfer,encia de ra
dio ¡como vértice e; con centro en dicho punto hao.enlos gi
rar 60° la circun:Eer.encia de radio a la cual puede cortar a la 
circunf,enencia de radio f3 en dos puntos B y B'., Construyendo 
sobr,e Be' (o B' C) un triángulo equilát'ero tenmuosel' trián-
gulo pedido. . ' ... 

Según sea 

es decir, 

habrá respectivamente dos soluciones distintas, dos coincidenln'S 
o ninguna, por tanto siempre que sea f3 - a < ¡ < f3 + a 'es' decir, 



sllempr.e que los segluentos dados formen triángulo, habrá dos 
puntos distintos cuyas distancias a los vértioes de un trián
gulo lequilát,ero son proporcionales a a, ~, 1; cuando sea 1 = a+~ 

(pudiendo ser o no a = O) les decir, los segluentos dados for-, 
lnan un triángulo degenerado, habrá. dos soluciones coincidentes 
y finalmlente cuando sea 1> a +~, o sea, c'!1ando los segluentos 
no fornlan triángulo no habrá ninguna solución. 

Henlos comprobado que hay dos puntos que r.epres1entan, 
triángulos semejantes al de . lados a,~, 1, pero, ¿ cónlo :están 
situados respecto de la circunferencia circunscripta al triángulo 
equilátero? Qonsideremos uno de ellos y su inverso respecto. de 
la circun:Eerencia circunscripta; estos dos puntos definen trián
gulos semejantes, según la conocida propiedad: «Dos puntos 
inversos rlespecto de la circunferencia circunscripta al triángulo 
equilátero definen triángulos se me j antes»' (1), luego el segundo 
punto buscado dlebe coincidir con el inverso del primero. 

Por tanto, como todos los puntos interiores a la circunfe
r,elicia tiénen sus invlersos fuera de ella, los triángulos que 
definen los puntos interiores son semejantes a los que definen 

. I 
los lextl8l'iorles. 

En leste método de Pompeiu cada triángulo propiamente 
dicho y todos sus semejant,es están r1epresentados ,len el plano 
por seis punto~ y sus seis inversos respecto de la circunf,erencia 

(1) Dos puntos inversos respecto de la circunferencia circunscrita al trio. 
ángulo equilátero definen triángulos se
mejantes (fig. 4). 

Los puntos M y N por el teorema de 
Pompeiu definen triángulos, y tam
bién dividen armónicamente al diá
metro ROS pues se tiene: 

OM. ON = OR 2
. 

luego, la circunferencia de centro O es 
el lugar de los puntos: 

~: ~~: ;: = ~: = Oteo 
Fig. 4 por tanto, los triángulos definidos por 

dos puntos inversos son semejantes. 

Nota: Si el triángulo ABO no es equilátero pueden los dos inversos no deter
minar triángulo, pero si uno lo determina, también su inverso, y los triángulos 
obtenidos son semejantes. 
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circunscripta al triángulo,núm,ero que se reduoe a t1'\es SI el 
triángulo dado les isóscel'es y a uno si es equilátero. 

3. - Calculemos ,ahora la probabilidad de los triángulos 
acutángulos y obtusángulos len cada uno de los métodos citados. 

10. lJII étodo de Poincaré. Solam,ente los puntos interiores 
al triángulo cuyos vértioes son los puntos medios del triángulo 
equilátero y cuya altura es elperÍluetro dado, determinan 
triángulos; los puntos de los lados de dIcho triángulo deter
minan triángulos impropios, pues ¡ellos tienen un lado igual a la 
suma de los otros dos. 

Para encontrar :el lugar de los puntos que determinan 
triángulos rectángulos, acutángulos y obtusángulos, conside'r'e-

03 

Fig.5 

mos los ejes r,ectángulares O A y O e y busquemos las dis
tancias de un punto 1 (xy) ,a los lados a, b, e (Fig. 5), un 
cálculo fácil conduoe a este resultado: Los triángulos serán 
acutángulos~ rectángulos u obtusángulos segÚn que se verifique: 

o sea 

/¡x
2 

_ (~+ 1)' 2 2~O 
l2 1 V3"' + <: . 
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En forma análoga prooedemü;s con los otros dos lados y 
encontramos que los puntos que determinan triángulos rec
tángulos se hallan sobre una de las ramas de cada una de las 
tres hipérbolas cuyos centros lestán en las a~turas corrlespon
dilentes al lado considerado como eje de las x, y que pasan 
por los vértioes del triángulo interior al de altura prefijada; 
los puntos que determinan triángulos obtusángulos y acután
gulos son los interiores y exteriores r1espectivamente a las 
hipérbolas anteriorles. 

El área del recinto cuyos puntos determinan triángulos 
es: 

1 l21f3 1 . 
A = 4- -4- = 4113 = 0,14434. 

Para hallar el áre'a del recinto cuyos puntos determinan 
triángulos obtusángulos se calcula una integral doble que se 
Deduoe a la integral simple de una expresión irracional cuadrá
tica y resulta finalmlente 

Aob 1 (3 1 ) -=- - -- g·2 =003282 
3 vy 4 " 

o sea 

1 (9 ' 
A b - - - - 31g 2) - ° 09846 o - V"3 '4 - , • 

Finalmente, lel área del recinto cuyos puntos definen trián- ' 
gulos acqtángulos la obteIlJelnos por dif,erencia entre las dos 
halladas .y es: 

1 
Aac = V'3 (31g 2 - 2) =0,04588. 

LU!ego, la probabilidad de los triángulos obtusángulos en el 
triángulo parcial es: 

0,09846 
P ob = 0,14434 = 0,682 

la de los acutángulos:' 

0,04588 
Pac = 0;14434 = 0,318 
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Si consideramos el triángulb total tenemos: 

. 9 
P ob = -¡¡ -lg 2 = 0,17055 

Pac=3Ig2-2=O,07945. 

La probabilidad de formar triángulo con los tres segmentos 
obtenidos se sabe~ que es 1/4, si consideralTIOS el triángulo total, 
o bien 1 si consideramos el triángulo central A' B' C'. 

2°. Método de Study 

a) N ormaliz<ación octaédrica (Fig. 6). 

Zc 

Fig. 6 

Con leste método, si deseamos triángulos de lados positivos, 
dehenlos considerar la cara a + b + c = 1 del octaedro, y en 
dicha cara los puntos interiolies al triángulo A' B' C' cuyos la
dos son las inters!ecciones del plano a + b + c = 1 con los 
a + b - c = O, a - b + c = O, - ¡a + b +c = O, son los únicos 
que determinan triángulo; los puntos situados en los lados de 
dicho triángulo dan triángulos impropios; los triángulos r.ectán
gulos ,están determinados por los puntos situados en las inter
secciOÍlles del plano a + b + c = 1 con los conos c2 = a2 + b2, 

b2 = a2 + c2 ~ a2 = b2 + c2 ; los puntos comprendidos entre di-
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chas intersecciones y los lados del triángulo A' B' C' . dan trián
gulos obtusángulos y los r~estantes puntos determinan triángulos 
Hcutángulos. 

Con10 el área de la cara A B C del octaedro es: 

PV~ V~ . V-A------086602 por ser l= 2 -4-2-" , 

y la del triángulo donde se encuentran los puntos que detenui
nan triángulos les un cuarto de la del total, es i decir 0,21650, la 
Pl:obabilidad de que exista triángulo dentro del triángulo /1 B e 
es 1/4, y 'en el triángulo central es 1 

Fig. 7 

Calculemos el ár,ea de la superficie cuyos. puntos deter
minan triángulos obtusángulos; para ello hallamos el áftea 
de la proyección de dicha supe.rficie calculando la integral 
corr1espondiente y obtenelTIOs: 

Ap = 9/8 - 31g 212 = 0,08526, 

luego lel área buscada es: 

V3 [ 9 9,] _ 0,08526 1 r'766 
Aob = 2 -¡¡ - u 19 2 - 1/13 = 0, LJ- : 

r'estando 0,14766 de 0,21650, obtenemos 'e1 área del recinto 
cuyos puntos determinan triángulos acutángulos que es: 

V3 Aac = 2 [3 192 - 2] = 0,06884, 
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po.r tanto, la pro.babilidad de obtener triángulo.s o.btusángulo.s 
en 'el. triángulo. oentral es: 

y la de lo.s acutángulos es: 

0,06884 
Pac = 0,21650 -=0,318; 

SI consideramos lel triángulo total r,esulta: 

Pob= 9/4- 31g2 =0,17055 

Pac=3lg 2 -2 =0,07945. 

b) Norm,alización esférica (Fig: 8). 

Fig. 8 

Co.nsideremos el octante de la ,es:Dera x2 + y2 + z2 = 1 donde 
se lencuentran los puntos que determinan triángulos de lados 
po.sitivo.s; #de todos los puntos del octante sólo losinleriores 
al triángulo lesférico A' B' C' cuyos lados so.n las intersecciones 
de la les:Dera con' lo.s planos a+ b - e = 0, a - b + e = 0, 
- a + b + e = O, determinan triángulos; lo.s situados sobre los 
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lado.s de dicho. triángulo. dan triángulo.s' lÍlnites; lo.s que deter
minan triángulo.s rectángulo.s están situado.s en las interseccio""" 
files de la esfera a2 + b2 + e2 = 1 co.n lo.s co.no.s e2 = a2 + b2, 

b2 = a2 + e2 , a2 = b2 + e2 ; lo.s triángulo.s o.ptusángulo.s están 
determinado.s po.r lo.s punto.s compDendidos entr,e dichas inter
seccio.nes y lo.s arco.s de círculo. máximo cuyo.s punto.s dan los 
tr~áp.gulo.s límites, y lo.s restantes definen lo.s triángulo.s acu
tángulo.s. 

El ár,ea del o.ctante de la esf.era X2 + y2 + Z2 = 1 es: 

A.=; = 1,57079. 

HaHemo.sel ár,ea del triáIigulo. esférico. A' B' C' cuyo.s pun
to.s determinan triángulo.s; . para ello. calculemos el ár,ea de lo.s 
tres triángulo.s :esférico.s r,estant,es cuyo.s punto.s no. dan trián-
gulo.s y tenemo.s: ' 

co.s e' = cos 0-/2 '. Co.S b/2 =Co.S 450 . Co.S 45° = 1/2 

co.sA'=tgb/2. co.te'=0,57735 

A' =B' =540 43' 56" 

E = C' + A' + B' - 1800 = (900 + 2.54°43' 56" -1800) = 
'I¡ 

~ 190 2r 52" = 70072" 

S = Er = 0,33972, 

luego. . el ár,ea de lo.s tr,es triángulo.s es 1,01916, Y la. de la 
superficie buscada es: 

1,57079 -1~01916 =0,55163. 

Po.r tanto. la pro.babilidad de que exista triángulo. dentro. 
del triángulo. A' B' C~ es 1 y si co.nsideramo.s el triángulo. 
to.tal resulta: 

055163 .' 
p~= 1:fj7079 =0,351. 

El ár,ea de la superficie cuyos punto.s determinan trián
gulo.s acutángulo.s la obtenemo.s calculando. el área de lo.s tres 
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,cuartos de casquet'e de altura 2 -.; V2 que es ! [ 2 n (2 -; V2J} 
~¡¡ (2 - (2) = 0,46008 Y r,estándola del ár,ea del octante: 

Aae=; -~¡¡ (2-y2)=~ (2(2-4)=0,19054. 

Si al ár,ea de los tres cuartos de casquete, le r,estapIos la 
de los tr,es triángulos cuyos puntos no dan triángulos, obtene
mos lel ár,ea del r,ecinto donde se encuentran los puntos que 
determinan triángulos obtusángulos que es: 

Aob = 1,38025 -1,01916 =0,36109, 

luego, la probabilidad de obtener triángulo acutángulo en ,el 
triángulo A' B' C' les: 

0,36109 . ( 
Pae= 0,55163 =0,345 

y la de obtener triángulo obtusángulo es: 

0,36109 
Pob = 0,55163 = 0,654, 

pero SI con~ideralTIos el octante A B C resulta: 

30. Método basa1do en el teorema de P07npeiu. A cualquier 
punto del plano corriesponde siempre un triángulo; ve alTIO s 
ahora qué clases :de triángulos se obtienen con los distintos pun
tos del plano. 

Los puntos de la circunfer,encia circunscripta dan triángu
los límites, :es decir, que tienen un lado igual a la suma de los 
otros dos como lo demuestra M. N. Obr,echkoff en el « Bullt:~tin 
de Mat. 'et de Ph. pures ,et appl.}) Bucavest (1935 - 36 p. 4). 

Busquemos :el lugar de, los puntos que determinan trián
gulos r,ectángulos, acutángulos y obtusángulos. 
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Si consideramos los ejes rectangulares 01 B Y 01 A~ las coor

denadas de Jos vértioes son: A (l/2,0), B (O, lf3¡2 ),C ( -l/2,0). 

acutángulos 

Fig. 9 

Según sean los triángulos acutángulos, r,ectángulos u ob
tusángulos, debe verificarse "que: 

1 A 2 + 1 C2 ~ 1 B2 

(x-l/2f+y2+(x+l/2)2+y2~X2+ (y_ l ~2)2 

x2+ (y+ 1 ~3) _-l2 ~O. 

Análogal11lente con los otros dos lados. Encontramos así 
que los puntos que detenuinan triángulos rectángulos se hallan 
sobre las circunferencias 9:e radio l con centro sobr'e las media
trioes de cada lado y que pasan por los vértices respectivos; 
los puntos que determinan triángulos obtusángulos y acután-
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'gulos son los interior:e:s y exteriolies I'Iespectivamente a las 
circun:f.er,encias anteriorles. 

Como con leste método a cualquier punto del plano cOtI'res
ponde siempre un triángulo, resulta que si consIderamos los 

puntos del círculo de árlea re (l/3 . {3)2 = ; [2 = l2 .1,0472, la 

probabilidad de obtener triángulo es: 1. 
El área del recinto a cuyos puntos corresponden triángu

los obtusángulos, la obtenemos calculando el ár,e<\ de los tres 
segm!entos circulalies. de amplitud 60° y radio l, y la de los 

tries s:egmlentos de amplitud 1200 y radio ~ -VIl; luego, el área 

buscada es: 

l2 -
Aob= 12 ( 10 :c - 12 13) = l2 . 0,8859. 

" l-La di:Eerencia entr,e" el área del círculo de radio 3 -V 3 Y la 

recién calculada, nos da eláliea del recinto cuyos puntos repre
sentan triángulos acutángulos, y' es: 

l2 TI: l2 - l2 - . , 
Aac = 3-6 (5 re - 6 -V~)=6(6 -V3 -3re)= l2. 0,1613 

Por tanto, la probabilidad de los triángulos obtusángulos 
es: 

0,8859 
Pob = 1,0472 =0,846 

y la de los acutángulos: 

0,1613 
Pac = 1,0472 =?,154. 

Si en vez de considerar los puntos interiores' a la circunfe
rencia circunscripta, consideramos los exteriolies que determi
nan triángulos Slemejantes a los ya considerados, las probabili
dades liesultan: 

Pt =1 
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Las probabilidades obtenidas con los div1ersos métodos son : 

¡O. Poincaré 

IlA'B'C' 

Pt =1 

Pac '. 0,318 
Pob --..:.O,682 

2°. Study 

a) Normalización octaédrica 

Pt =1 
Pac = 0,318 
Pob = 0,682 

b) Normalización ¡esférica' 

Pt =1 
Pac =0,345 
Pob =0,655 

3°. Pompeiu\ 

P. int. circunf. 

Pt =1 
Pac =0,154 
Pob =0,846 

IlABC 

Pt =0,250 

Pac = 0,079 
Pob=0,171 

Pt =0,250 
Pac = 0,079 
Pob=0,171 

Pt =0,351 
Pac =0,121 
Pob =.o,230 

P. texto circunf. . 

Pt =1 

Pac=1 
Pob=O 

. La coincidencia de los resultados obtenidos al calcular 
la probabilidad de los triángulos acutángulos' y obtusángulos 
con ,el método de Poincaré y con el de Study cuando se norma
liza con la condición x + y + z = 1, s'e debe a que amhos mé
todos son ¡equivalentes, pues' si bien en el primero se forman 

. los triángulos con las distancias de un ppnto interior al trián
gulo equilátero a los lados del mismo, y en el segundo con las 
coordenadas de un punto del plano x + y + z = 1, dichos .. seg
m'entos son respectivamente proporcionáles, lU!~go las áreas de 
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. los triángulos obtenidos deben ser también proporcionales y 
por tanto las probabilidades son iguales. 

Fig. 10 

e, 
~\ 

I \~ 
I

I 

'1 
z:& 

o ! " "e' 
--V2-'~ 

T 

Fig. 11 

En ef,ecto, si considera~oS' como triángulo" de Poincaré la 
cara x + y + z = 1 del octaedro y llmnamos ~, 11., ~, las dis
tancias de P a los lados, y x, y, z, las coordenadas del misnlO 
punto, de la semejanza de los tres triángulos rectángulos se 
deduce: 

x y' Z I V2 
-=-=-=senCJ./= -= 
1; 11' ~ V3 

por tan~o, los segmentos son r1espectivamente proporcionales. 

TEMAS PROPUESTOS 

33. - Demostrar la identidad 

n Un = .:E up uq U¡+l - d .:E up U q+l Ur+l 
p+q+r=n-l p+q+T~n-2 

, donde con n !. Un = n (n, d se indica la factorial, ele grado y bas~ 

igual'es a n y diferencia d. 

J. Babini 


