UN PROBLEMA DE PROBABILIDADES
GEOMETRICAS SOBRE LOS
CONJUNTOS DE TRIANGULOS

por ErBa R. RarmonDpI

I. — Para poder estudiar problemas de probabilidad refe-
rentes a ciertas clases de tridngulos dentro del conjunto total de
ellos, es necesario definir un espacio abstracto cuyos elementos
sean- los tridngulos, 0 bien un espacio isomorfo con él en el cual
pueda definirse una meétrica.

Vamos a examinar diversos tipos de isomorfismo entre la
familia de los fridngulos y los puntos del plano.

19. Poincaré (1) determina 'los lados de cada tridngulo de
perimetro dado dividiendo el segmento que tiene esta longitud
mediante dos puntos iinteriores arbitrarios. Este conjunto de
pares de puntos de un segmento estd a su vez representado por
los puntos interiores del tridngulo equilitero cuya altura es el
perimetro dado. ' )

En efecto:

Consideremos un triangulo equilitero cuya altura sea igual
al segmento dado (Fig. 1); si desde un punto [ interior a di-
cho tridngulo trazamos las perpendiculares a los lados, la suma

A

Fig. 1 Fig. 2

de distancias a los tres lados es constante e igual a la altura
del tridngulo; por tanto ellas representan los tres segmentos
parciales buscados del segmento dado.

(*) Calcul des Probabilités, Paris 1912, pag. 125.
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Al unir los puntos medios A’, B’, ¢’ de los lados del
tridingulo ABC se obtiene el tridngulo A’B’C’ dentro del -
cual debe estar I para que con los segmentos ,y,z se pueda
formar un tridngulo, pues solamente en ese caso se verifica
que: z<y-z y<z-fzyz<z-fy.

El punto I representa al par de puntos interiores al seg-
mento dado y que lo dividen arbitrariamente en tres segmentos
con los cuales se puede formar siempre un triangulo.

20, Study representa (en Abh. d. math. phys. KI. d. Kgl.
sichs. ges. d. Wissensch. Leipzig 1893) cada tridngulo por el
punto de Ej; cuyas coordenadas son los tres lados del mismo.

Este es el método seguido por Wolff en el «Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik» Band 153 s. 66.

3o. Utilizando un interesante teorema de Pompeiu (1) nos
proponemos representar cada tridngulo por un punto del plano
de la manera siguiente:

Sea el triangulo A B C equilatero e I un punto cualquiera
del plano (Fig. 2); si unimos I con los vértices del tridngulo
dado obtenemos los tres segmentos I A, IB, I C con los cuales
podemos siempre formar un tringulo.

Objeto de esta nota es el estudio de estos métodos de re-
presentacién y su comparacion entre si, aplicando todos ellos
al problema concreto de calcular la probabilidad de que un
tridngulo del cual se dan arbitrariamente los tres lados, sea
acutangulo u obtusangulo (2).

2. — Problema previo es el siguiente: 1°. En cada uno
de los tres métodos citados gaparecen todos los tridngulos?
20, ¢Aparece cada uno mas de una vez?

Inmediatamente se observa que en el método usado por
Poincaré solamente se obtienen los tridngulos de perimetro
prefijado y cada uno de ellos una sola vez si se tiene en cuenta
el orden de los lados, o bien seis veces si se prescinde de él, {res
si es isosceles, una si es equilatero.

Como cualquier tridngulo es semejante a alguno de éstos,
la familia de todos ellos queda normalizada por esta condi-

(*) ‘‘Bulletin de Mat. et de Ph. pures et appl.’’. Bucarest, 1935.

(*) Este problema, para el primer método de representacién, se encuentra
ya resuelto por E. LEMOINE, Quelques questions de probabilités resolues géo-
métriquement. Bull. Soc. Math. France t. 11.




ci6n de perimetro prefijado, que permite representar todos los
semejantes entre $i por un mismo punto.

En el método de Study, por el contrario, tridngulos seme-
jantes estdn representados por puntos de una semirrecta de
origen 0 y se logra normalizacién aniloga considerando como en
el método de Poincaré los tridngulos de perimetro a b+ c=1
los cuales estan representados por la superficie del octaedro
cuyos semiejes x,y,z, valen 1 (normalizacién octaédrica).

Otro modo de normalizacion seria éste: sustituir cada
tridngulo por otro tridngulo semejante que cumple la condicion
a? b2+ ¢2=1, es decir, basta dividir los lados a, b, ¢, de cual-
quier tridngulo por } a2--b2--c?; claramente se ve que los puntos
representativos forman en este caso la superficie esférica de
centro 0 y radio 1 (normalizacién esférica).

También con este método se obtiene cada tridngulo una
sola vez si se tiene en cuenta el orden de los lados o bien seis
veces si se prescinde de él.

En el método que proponemos, basado en el teorema de
Pompeiu, se observa desde luego que los tridngulos muy peque-
fios no estan representados; basta observar en efecto que en un
tridngulo equilatero el centro tiene-la propiedad de hacer minima
la suma de distancias a los tres vértices. En efecto, recordemos
que el punto de Fermat (o de Steiner) de cualquier triangulo,
esto es, aquel cuya suma de distancias a los vértices es mi-
nima, es el punto desde el cual se ven sus tres lados bajo angulo

‘de 1200 y este punto coincide con el centro, si el triangulo es

equilatero.

No hay, en cambio, cota superior para las dimensiones de
los triangulos definidos con este método, puesto que- existen
puntos en el plano cuyas distancias a los tres vertlces del
tridngulo equilatero superan a cualquier ntimero.

También se ve inmediatamente que cada tridngulo tiene en
la representacién que estudiamos dos semejantes; en efecto:

: ' .. PA
para obtener un punto P que cumpla las condiciones —=
PB

P . s e e
T=7C basta construir dos de los lugares geométricos definidos

por dos de estas igualdades; considerando, por ejemplo, la pri-
mera, resulta una circunferencia cuyo didmetro estd situado
en la recta AB y separa armoénicamente al par A B. Analoga-



. PB__ PC .
mente considerando la segunda: = resulta una circun-

ferencia cuyo didmetro estd situado en B C y separa al par B C.
Hay, por tanto, a lo sumo dos puntos Py, P, intersecciones de
ambas circunferencias, que representan dos tridngulos seme-
jantes al de lados a,B,y; si las circunferencias son tangentes,
los puntos son coincidentes; si no se cortan, no hay solucidn.
Veamos en qué condiciones se verifican cada una de estas
soluciones. Para ello resolvamos el siguiente problema:
Dadas tres circunferencias concéntricas de radios ¢ <<f<Cy
construir un tridngulo equildtero cuyos vértices estén en ellas

(Fig. 3).

Fig. 3

Elegimos un punto cualquiera en la circunferencia de ra-
dio v como vértice C; con centro en dicho punto hacemos gi-
rar 600 la circunferencia de radio o la cual puede cortar a la
circunferencia de radio B en dos puntos B y B’. Construyendo
sobre BC (o B’C) un triangulo equildtero tenemos el trian-
gulo pedido. ’

Segln sea

B—a<<00' <B--a; 00 =B a; 100> B q,

es decir,
B—a<y<B-fo; y=B-oa; yv>a-p

habra respectivamente dos soluciones distintas, dos coincidentes
0 ninguna, por tanto siempre que sea f — a <Y<+ es decir,



siempre que los segmentos dados formen tridngulo, habri dos
puntos distintos cuyas distancias a los vértices de un tridn-
gulo equilatero son proporcionales a «, 8, y; cuando sea y=oa--p
(pudiendo ser o no a=0) es decir, los segmentos dados for-_
man un tridngulo degenerado, habra dos soluciones coincidentes
y finalmente cuando sea y>o -3, o sea, cuando los segmentos
no forman tridngulo no habra ninguna solucion.

Hemos comprobado que hay dos puntos que representan,
tridsngulos semejantes al de .lados «,B,y, pero, ¢como estin
situados respecto de la circunferencia circunscripta al tridngulo
equilatero? Consideremos uno de ellos y su inverso respecto de
la circunferencia circunscripta; estos dos puntos definen tridn-
gulos semejantes, segun la conocida propiedad: «Dos puntos
inversos respecto de la circunferencia circunscripta al tridngulo
equildtero definen tridngulos semejantes» (1), luego el segundo
punto buscado debe coincidir con el inverso del primero.

Por tanto, como todos los puntos interiores a la circunfe-
rencia tienen sus inversos fuera de ella, los tridngulos que
definen los puntos interiores son semejantes a los que definen
los exteriores. ’

En este método de Pompeiu cada tridngulo propiamente
dicho y todos sus semejantes estan representados en el plano
por seis puntos y sus seis inversos respecto de la circunferencia

() Dos puntos inversos respecto de la circunferencia circunserita al tri-
dngulo equildtero definen tridngulos se-
mejantes (fig. 4).

Los puntos M y N por el teorema de
Pompeiu definen tridngulos, y tam-
bién dividen armoénicamente al dia-
metro ROS pues se tiene:

OM. ON = OR®
luego, la circunferencia de eentro O ¢s
el lugar de los puntos:
AM_MR__BM _CM _ e,
AN RN T BN TGN
Fig. 4 por tanto, los fridngulos definidos por
dos puntos inversos son semejantes.

Nota: Si el tridngulo 4BC mno es equildtero pueden los dos inversos no deter-
minar tridngulo, pero si uno lo determina, también su inverso, y los tridngulos
obtenidos son semejantes.



circunscripta al tridngulo, nimero que se reduce a tres si el
tridngulo dado es isésceles y a uno si es equilatero.

3. — Calculemos ahora la probabilidad de los tridngulos
acutangulos y obtusingulos en cada uno de los métodos citados.

1°. Método de Poincaré. Solamente los puntos interiores
al tridngulo cuyos vértices son los puntos medios del tridngulo
equildtero y cuya altura es el perimetro dado, determinan
tridngulos; los puntos de los lados de dicho tridngulo deter-
minan tridngulos impropios, pues ellos tienen un lado igual a la
suma de los otros dos.

Para encontrar el lugar de los puntos que determinan
tridngulos rectingulos, acutingulos y obtusangulos, considere-

y

/
Tig. 5

mos los ejes rectingulares OA y OC y busquemos las dis-
tancias de un punto I (zy) a los lados a,b,c¢ (Fig. 5), un
cdlculo facil conduce a este resultado: Los tridnqulos serdn
acutdngulos, rectdngulos u obtusdngulos sequn que se verifique:
Lz 4 4 >
Fw ) E rrizo

O sea

da?

fat (%,+1)2+2§0.‘




En forma aniloga procedemos con los otros dos lados y
encontramos que los puntos que determinan tridngulos rec-
tingulos se hallan sobre una de las ramas de cada una de las
tres hipérbolas cuyos centros estan en las alturas correspon-
dientes al lado considerado como eje de las z, y que pasan
por los vértices del tridngulo interior al de altura prefijada;
los puntos que determinan tridngulos obtusdngulos y acutan-
gulos son los interiores y exteriores respectivamente a las
hipérbolas anteriores.

El 4rea del recinto cuyos puntos determinan tridngulos
es:

1 eys _ 1
A== —W:?——O,Mﬁ,?lt.

Para hallar el area del recinto cuyos puntos determinan
tridngulos obtusdngulos se calcula una integral doble que se
reduce a la integral simple de una expresién irracional cuadra-
tica y resulta finalmente

A;z ]7% (% —1g2 ) =0,03282,

O Sea

Ay = 715 (4 —31g2) =0,09846.

Finalmente, el 4rea del recinto cuyos puntos definen tridn-
gulos acutangulos la obtenemos por diferencia entre las dos
halladas y es:

Age= VLE (31g 2 — 2) =0,04588.

Luego, la probabilidad de los tridngulos obtusangulos en el
tridngulo parcial es:

' 0,09846
P 3

ob=— m - 0,682
la de los acutangulos:
0,04588
Pac = m = 0,318



Si consideramos el tridngulo total tenemos:
: Pyy—=— —lg2=0,17055

P,=31g2—2=0,07945.
La probabilidad de formar tridngulo con los tres segmentos
obtenidos se sabe. que es 1/4, si consideramos el tridngulo total,
o bien 1 si consideramos el tridngulo central A’ B’ €.

20. Método de Study

a) Normalizacion octaédrica (Fig. 6).

Fig. 6

Con este método, si deseamos tridangulos de lados positivos,
debemos considerar la cara a-+b-c=1 del octaedro, y en
dicha cara los puntos interiores al tridngulo A’B’C’ cuyos la-
dos son las intersecciones del plano a-4-b-4-c¢=1 con los
a+b—c=0, a—b+c¢=0, —a-+t+b-+c=0, son los unicos
que determinan tridngulo; los puntos situados en los lados de
dicho tridngulo dan tridngulos impropios; los tridngulos rectan-
gulos estdn determinados por los puntos situados en las infer-
secciones del plano a-b-4-c=1 con los conos c¢2=qa2-} b2,
b?=a?-¢?, a?=>2-4c?; los puntos comprendidos entre di-
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chas intersecciones y los lados del tridngulo A’ B’ C’ dan trian-
gulos obtusingulos y los restantes puntos determinan tridngulos
acutangulos.

Como el area de la cara A B C del octaedro es:

A= V2 086602, por ser I—72,

y la del tridngulo donde se encuentran los puntos que determi-
nan ftridngulos es un cuarto de la del total, es decir 0,21650, la
probabilidad de que exista tridngulo dentro del tridngulo A B C
es 1/4, y en el tridngulo central es 1

Fig. 7

Calculemos el 4rea de la superficie cuyos puntos deter-
minan {ridngulos obtusingulos; para ello hallamos el 4rea
de la proyeccion de dicha superficie calculando la integral
correspondiente y obtenemos:

Ap=9/8 —31g 2/2=0,08526,

luego el area buscada es:

' 18 [9 ‘ ] 008526 .
Aob=7 7;—9182 =5 =0,14766:

restando 0,14766 de 0,21650, obtenemos el area del recinto
cuyos puntos determinan tridngulos acutingulos que es:

A=V 13152 — 2] —0,06884,
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por tanto, la probabilidad de obtener tridngulos obtusangulos
en el tridngulo central es:

014766
Pob = W - 0,682,
y la de los acutangulos es:
L]
0,06884
Pac:— m=0,318,

si consideramos el triangulo total resulta:
Pyp=9/4—31g2=0,17055

P,—31g2—2—0,07945.

%

b) Normalizacion esférica (Fig. 8).

‘Consideremos el octante de la esfera 24 y24-22=1 donde
se encuentran los puntos que determinan tridngulos de lados
positivos; ,de todos los puntos del octante solo los interiores
al tridngulo esférico A’B’C’ cuyos lados son las intersecciones
de la esfera con'los planos a-+b—c¢=0, a—b-+c=0,
—a-b--c¢=0, determinan tridngulos; los situados sobre los

~
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lados de dicho tridngulo daa tridngulos limites; los que deter-
minan tridngulos rectangulos estin situados en las interseccio-
nes de la esfera a2+ b2-c?=1 con los conos ¢?=a?-} b2,
b?=ua? 42, a?=02-+4¢?; los tridngulos obtusingulos estin
determinados por los puntos comprendidos entre dichas inter-
secciones y los arcos de circulo méximo cuyos puntos dan los
tridngulos limites, y los restantes definen los tridngulos acu-
tangulos.
El 4rea del octante de la esfera x2-4-y2 - 22=1 es:

A— % —=1,57079.

Hallemos el area del triangulo esférico A’ B’ G’ cuyos pun-
tos determinan tridngulos; para ello calculemos el area de los
tres tridngulos esféricos restantes cuyos puntos no dan tridn-
gulos y tenemos: )

cos ¢’ =cosa/2.cos b/2=cos 45° . cos 450 =1/2
cos A’=tgb/2. cot ¢’ =0,57735
A’ =B =540 43’ 56"
E=C+4 A"+ B — 1800 = (900 4 2.54° 43’ 56 — 180°) =
Y
=190 27° 52" =70072"
S=E,=0,33972,

luego ‘el area de los tres tridngulos es 1,01916, y la de la
superficie buscada es:

1,57079 — 1.01916 =0,55163.

Por tanto la probabilidad de que exista tridngulo dentro
del tridngulo A’B’C’ es 1 y si consideramos el tridngulo
total resulta:

055163
p,—

t=— W:0,351.

El area de la superficie cuyos puntos determinan fridn-
gulos acutangulos la obtenemos calculando el 4rea de los tres
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. 2—J2 3 -2
cuartos de casquete de altura 5 que es Z[?n =

%1—1 (2 —V2)=0,46008 y restandola del &rea del octante:

7 3n 7
Ap=5—7 (2—V2)=7 (212 —4)=0,19054.

Si al 4rea de los tres cuartos de casquete le restamos la
de los tres tridngulos cuyos puntos no dan tridngulos, obtene-
mos el area del recinto donde se encuentran los puntos que
determinan tridngulos obtusingulos que es:

Aoy =1,38025 — 1,01916 =0,36109,

luego, la probabilidad de obtener tridngulo acuténgulo en el
triangulo A’ B’ € es: b

0,36109

— 0,55163 =0,345

Pee

y la de obtener tridngulo obtusingulo es:

0,36109
p ,

ob = 555168 0,654,

pero si consideramos el octante A B resulta:
P,.=0,121
P =0,230.

30. Método basddo en el teorema de Pompeiu. A cualquier
punto del plano corresponde siempre un tridngulo; veamos
ahora qué clases de tridngulos se obtienen con los distintos pun-
tos del plano.

Los puntos de la circunferencia circunscripta dan tridngu-
los limites, es decir, que tienen un lado igual a la suma de los
otros dos como lo demuestra M. N. Obrechkoff en el «Bulletin
de Mat. et de Ph. pures et appl.» Bucarest (1935-36 p. 4).

Busquemos el lugar de-los puntos que determinan tridn-
gulos rectangulos, acutangulos y obtusangulos.
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Si consideramos los ejes rectangulares 0; B y 0, A, las coor-

denadas de los vértices son: A (1/2,0), B(0,1/3/2),C(—1/2,0).

acutdngulos

isésceles

~~—~

rectingulos

Fig. 9

%

Segtin sean los tridngulos acutingulos, rectangulos u ob-
tusangulos, debe verificarse que:

TA2 - 1C221Be

(2 — 2Pt y2 4 (2 - Y24 y? 224 (y— L2
22 (y+ 1) - 20.

_l_

Anélogamente con los otros dos lados. Encontramos asf
que los puntos que determinan tridngulos rectingulos se hallan
- sobre las circunferencias de radio I con centro sobre las media-
trices de cada lado y que pasan por los vértices respectivos;
los puntos que determinan tridngulos obtusingulos y acutan-
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'gulos son los interiores y exteriores respectivamente a las
circunferencias anteriores.

Como con este método a cualquier punto del plano corres-
ponde siempre un tridngulo, resulta que si consideramos los
puntos del circulo de drea = (1/3.Y3)2= 3 I2=1I2.1,0472, la
probabilidad de obtener triangulo es: 1.

El area del recinto a cuyos puntos corresponden tridngu-
los obtusangulos, la obtenemos calculando el 4rea de los tres
segmentos circulares de amplitud 60° y radio I, y la de los

tres segmentos de amplitud 720° y radio %]/3‘; luego, el area
buscada es: '

Agy= 15 (107 — 12 y3)=12.0,8859.

La diferencia entre el area del circulo de radio —27 V3yla

recién calculada, nos da el 4rea del recinto cuyos puntos repre-
sentan tridngulos acutingulos, y es:

A="0— 2 (52—6 y3)=2(6y3—3n)=1.0,1613

Por tanto, la probabilidad de los triangulos obtusangulos

es:
P850 o500
y la de los acutangulos:
w0 =575 = 0:154.

Si en vez de considerar los puntos interiores a la circunfe-
rencia circunscripta, consideramos .los exteriores que determi-
nan tridngulos semejantes a los ya considerados, las probabili-
dades resultan:

P =1
Pac—_—j
Py—0
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Las probabilidades obtenidas con los diversos métodos son:

19, Poincaré

AABC AABC
Py =1 Py =0,250
P,,—0,318 P,.—0,079
P, =0,682 P,,—0,171
2°. Study

a) Normalizacién octaédrica

P, —1 P, —0,250
P,.=0318 P,.=0,079
P, —0,682 P, =0,171

b) Normalizacion esférica -

P —1 P; —0,351
P,.=0,345 P,.—0,121
P,,=0,655 P =0230

3°. Pompeiu

P. int. circunf. P. ext. circunf.
P, =1 P, =1
P,.—=0,154 P=—1
Py,=0,846 Pyp=0

La coincidencia de los resultados obtenidos al calcular
la probabilidad de los tridngulos acutingulos y obtusingulos
con el método de Poincaré y con el de Study cuando se norma-
liza con la condicién z-}y-z=1, se debe a que ambos mé-
todos son equivalentes, pues si bien en el primero se forman
los tridngulos con las distancias de un punto interior al tridn-
gulo equilatero a los lados del mismo, y en el segundo con las
coordenadas de un punto del plano -4 y-z=1, dichos seg-
mentos son respectivamente proporcionales, luego las 4reas de
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.los tridngulos obtenidos deben ser también proporcionales y
por tanto las probabilidades son iguales.

Iz

Fig. 11

En efecto, si consideramos como tridngulo, de Poincaré la
cara z--y--z=1 del octaedro y llamamos &, n, %, las dis-
tancias de P a los lados, y z, v, z, las coordenadas del mismo
punto, de la semejanza de los tres tridngulos rectangulos se
deduce:

~ | =
wll 29

T_ Y% _geno—
13 n [4

por tanto, los segmentos son respectivamente proporcionales.

TEMAS PROPUESTOS

33. — Demostrar la identidad
nu, =3 uptg trfy —d 2 0y Ughy Urfy
pFgtr=n—1 PFgtr=n—2
donde con nlu,=n™? se indica la factorial de grado y base
iguales a n y diferencia d.

J. Babini



