SOBRE UNA APLICACION DEL METODO DE
CONDENSACION DE SINGULARIDADES

(Tema N¢ 11, Vol. VII, pag. 27)

Se trata del problema siguiente:

Construir una funcion £(x) con un conjunto denso de
discontinuidades y que sea la derivada de otra funcidn en todo
un intervalo.

La cuestion se presta a ser resuelta por el método de con-
densacion de singularidades.

‘Para ello busquemos una funcién f(x), que sea derivable
en todo punto de un intervalo (a,b) y cuya derivada sea con-
tinua en todos los puntos del intervalo salvo en uno %, Con-
sideremos un conjunto numerable y denso en todo el intervalo,
representemos sus puntos por z» y consideremos la sucesion
de funciones

(@) = (@ 4= 20— ).

La funcién fn(x) serd derivable en todo punto del intervalo
(a,b) y su derivada serd continua en todo punto salvo en el x,.

Multipliquemos estas funciones por ndGmeros convenientes
an de manera que la serie !

2 dn fn($)
sea convergente y la serie derivada sea uniformemente con-
vergente, esta ultima serie ' !
2 ian f,n(ﬂ?)
nos dara la solucién del problema.

Para aclarar més esta idea general, vamos a dar una so-
lucién concreta del problema. Consideremos la funcién

f(z) =a?sen ?(Il_- para z==0 y f(o)=o.

" En todo punto distinto del z=o0, f(z) admite como deri-
vada

() = en - — cos — L
f (%) =2xsen 5 — €08~ para z-0,

-
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para £=—0 es

o2
f(0)=1lim %% sen L. —o.
x—>0 & z
La funcién f'(x) es evidentemente continua en todo punto
Z7~0; para x=o0, la funcién presenta una discontinuidad de
segunda clase.

Consideremos ahora la funcién, definida en el intervalo

(o, 1).

Fs)=Z fa(a),  fala) = 2 (o —ra)?sen

L—Tp

siendo los r, los nimeros racionales del intervalo.

La serie de las fa(x) tiene sus términos menores en va-
lor absoluto, cualquiera que sea ®, que los de la serie cuyo

4 . I -
término general es . La serie es pues convergente.

La derivada de fr(x) es

1 I I
fa(z)= - [ 2 (x —rn)?sen P ] para x==ry

y 'n(ra) =0

que como hemos visto es continua en todo punto salvo en el r,.

La serie de las derivadas es uniformemente convergente,
r 0 * .
ya que sus términos son en valor absoluto menores, cualquiera

que sea x, qué los de la serie cuyo término general es "k Lue-
n

go la derivada F’(x) sera:
F(z) =2 f,().
I

Para cualquier punto irracional del intervalo (o, 1) F’(x)
es continua puesto que las funciones f'»(z) son continuas en
que hemos visto es continua en todo punto salvo en el ra.
dicho punto y la convergencia es uniforme.



19 —

“En un punto racional r, podemos descomponer a F’(x)
en la forma

F (@) =f (@) + 3 f,(z)

(el simbolo X(P) expresa que no figura el sumando de orden p).

El segundo sumando es una serie uniformemente conver-
gente de funciones continuas en el punto r,, luego es una fun-
cién continua en dicho punto y como el primero f,(z) es
discontinuo en r,, se deduce que F’(z) es también disconti-
nua en él. .

F’(z) es continua en todo punto irracional, discontinua en
todo punto racional y es la derivada en todo punto de F(z),
luego es una soluci6n del problema.

Manuel Balanzat

VARIA

9. Sobre el método de Fredholm.

‘‘Los problemas de la fisicamateméitica se llevan, casi todos, a un tipo.
comfin. A Fredholm corresponde el mérito de haber encontrado un método ge-
neral y riguroso que es aplicable a todos. Consiste, en Gltimo anilisis, en tra-
tar las ecuaciones integrales y diferenciales lineales como un sistema de una
infinidad de ecuaciomes de primer grado con una infinidad de ineégnitas. En-
tonces la solucién aparece como el cociente de dos expresiones, anilogas a
determinantes.

Estos defterminantes se presentan, a su vez, en forma de series; el primer
término de cada una de estas series es una integral simple, ‘el segundo una
integral doble y asi sucesivamente. Aun cuando las series son extraordinaria-
mente convergentes, aun cuando la ley de formacién de los términos es elegante
y simple, se presentan para el caleulo numérico, dificultades casi insuperables.

También el método de Fredholm, excelente para demostrar rigurosamente
la posibilidad del problema lo que era considerado en ese entonces como extre-
madamente diffeil, quizid excelente para descubrir ciertas propiedades amnaliti-
cas de la solucién, aun cuando en este aspecto no lo haya demostrado, no ha
sido empleado por el cileulo numérico y no parece que se lo empleard en su
forma actual.”’

Prefacio a ‘‘H. Poincaré, Ocuvres’’ de W. Ritz
Paris; 1911.



