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por ROBERTO FRUCHT 

INTRODUCCION 

Vari'Os autores (véase ,el br'eve resumen histórico en el § 1) 
han observado que con dos grupos de perlnutaciones P r y H 
respectivamlente en r y s variables, se puede formar un nueViO 
grupo de permutaciones en rs variables, la .« corona» p,]' [H }. 
Para la- definición de este grupo véase el § 2, para ejemplos 
de «coronas »el § 3. D,espués de haber indicado, en el § 4, 
la 'fórmula general para ,el producto de ~os permutaciones de 
una corona, ,yen el § 5 unas consecuencias de dicha fórmula, 
paso, en el § 6-, a la consideración ele ciertos shbgrupos de una 
corona, que 'están 'en analogía con los subgrupos «m,erOlTIorfos» 
considerados en 'el caso de Uíl producto directo por R. Remak 
en Lit. 5) (*). 

Como a est'Os subgrupos da origen un subgrupo invariante 
J del grupo H, los denoto por Pr[H,. J}. Tomando para PI' el 
grupo de 'Orden 2, para H el grup'O simétrico en n cifras y 
para ,el subgrupo invariante J el grupo alternado en n cifras, 
'Obtengo (en ,el § 7) un grupo interesantísimo del .orden (nI )2, 
que sólo para n < 3 ,es isom'Orfo al producto de dos grupos si
métricos en n cifras. En 'el § 8 se demuestra, además que dicho 
grupo es ison1orfo al grupo de las permutaciones de los ele.
mentos de un determinaIJ.t.e del orden n, las que n'O alteran el 
valor del determinante. 

§. 1. Breve reSl.lmen histórico. 

Pareoe que el primero que haya considerado, en un caso 
particular, la ley de formación de cor'Onas de grupos, haya 
sid'O A. Scholz en Lit. 8); él 'Observó que con dos grupos 
abstractos S y T, r;espeétivam!ente de los órdenes C5 y T, se 
puede f'Ormar un nuevo grup'O abstracto del .orden C51:(j , llamado 

C~) Con la palabra "Lit." me refiero siempre a la lista de "Literatura 
citada" al final de este artículo. 
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por él S ++ T; est'e grupo no 'es nada más que el caso parti
cular de una cor-Ona de ,grupos 8[T}, 'cuando para S se toma 
la representación del r,espectivo grupo abstracto por permuta
ciones r,egular,es. El ejemplo de grupos cíclicos había sido con
siderado por Scholz ,en una publicación pr'eoedente (Lit. 7)' 
ba j o el nombre «M,etahelsche Dispositionsgruppe». 

Otro caso particular, el de las coronas del tipo Sn[ H} (de
signando por Sn siempr,e el grupo simétric,o en n variables, del 
'Orden nI), ha sido considerado, casi simultáneam'ente, por B. 
Neumann (Lit. 3) Y W. Specht (Lit. 10). El prim'ero c0'n
oentra su interés ,en la generación de Sn[H} - y ,en particular 
de Sn [Sm} - por pocos 'elementos, :estableciendo entre ellos 
relaciones que definan el grupo; en cambio Specht, siguiendo 
un consejo de 1. Schur, ha ,estudiado ,el problmua de la r'epre
sentación de Sn[H} por luatrioes (sustituciones lineales homo-:
géneas), y ,el mismo problema también para el caso de la co
rona luás general P r[H} , en una segunda publicación (Lit. 
Il)(**). 

Más tarde, ,e independient'em,ente de las publicaciones ci
tadas, G. Pólya llegó al conoepto de las coronas de grupos, en 
una publicación (Lit. L~) igualmente inter:esant,e para quien se 
'Ocupe de grupos, topología combinatoria, teoría de funciones 
complejas o química 'Orgánica. Pólya da una definición muy 
intuitiva de la corona Pr[H] y aplicaciones interesantísimas a 
la topología com,binatoria, observando que el grupo de auto
morfismos de un ({ álbero» se puede obtener aplicando a cierto 
número de grupos simétricos Sm

1
, Sm

2
, ••• Sm,,, un número 

¡finito de v'eoes, las dos 'Operaciones: formación del producto 
directo y de la corona. 

C'On la traducción ({ cor'Ona» del término alemán ({ Kranz» , 
yo quisiera seguir la terminología de Pólya, que me par'ece ser 
muy feliz. Pero obs,erv'Oque ,en lo que sigue no supongo el 
oonocimiento del artículo de Pólya ni de las otras publicaciones 
citadas más arriba, sino que desarrollaré completamente el con
oepto de la c0'r'Ona, !en la forma más adecuada para el estudio de 
las cuestiones a cuya. s0'lución quisiera contribuir con la pre
sente publicación. 

(*.~) Cabe observar que Neumann y Specht designan la corona por Sn (H) 
resp. P r (H). La notación PrfH] y la misma palabra "corona" (en alemán 
, 'Kranz ") se encuentran por primera vez en la publicación de Pólya (Lit. 4). 
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§ 2. Definición de la cororw Pr[HJ. Descomposición en com
ponentes. 

Dados dos grupos de permutaciones ,Pr y H, respectiva
mente en r y s variables, consideraluos en una sala r mesas 
distintas; cada una sea rode;¡da de s sillas distintas 'en cierto 
orden bien determinado. Distribuimos ahora 1's personas, nu
meradas desde 1 hasta rs, sobre las sillas, de modo que cada 
silla sea ocupada exactamente por una persona. S01uetiendo las 
r nIesas (con sus sillas, sin alterar, .por ahora, el orden relativo 
de estas últiIuas alr,ededor de cada mesa) a las pernlutaciones del 
grupo P r' Y sonletiendo suoesivamente las sillas de cada mesa 
a permutaciones del grupo H, las 1's personas sufrirán ciertas 
penuutaciones cuyo conjunto formla un grupo de permutacio,
nes en rs variables. 

Esta es una 'explicación intuitiva del cono~pto de la corona 
Pr[H J. Una definición exacta s'erÍa la siguienVe: 

Daelos, C01UO antes, un grupo de pernllItaciones en l' 

variables P r , del orden re, y otro en s variables, H, del orden 
11. consideramos r «'ejemplar-es» de H, es decir rgrupos 11(1), 

H(2), ., ',' H(r), cada uno isorl1orfo (*) al grupo H, y con ellos 
formamos el producto directo H(l) X H(2) X ... X H(r), les decir, 
el grupo del orden 111' ,en rs variabl,es, por ejemplo en las varia
bles 

X (1') 
S 

que resulta cuando para cada p = 1, 2, ... , 1', las variables 
:V1 (p), x 2(p)" ... , x/p) son s01llietidas a las permutaciones del 
grupo H(p). 

En otras palabras, sih1(1) es una penllutación de H(t) 

(correspondiente, 'en base del iSOluorfislllo H(l) rv H, a la per-

ex.) Empleo las palabras "isomorfo" e "isomorfismo" siempre en el sen
tido de una cOl'l'espondencia recíprocamente unívoca entre los elementos de dos 
grupos G y H , la que mantiene la ley de multiplicación, y denoto este, 
isomorfismo abreviadamente por G rv H. 
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mutación h1 de H), h2(2) una de H(2) (correspO'ndiente a la h2 
de H), etc., el eleIuentO' h1 (1) .h2(2) .. . h/r) de H(l) X 11(2) X ... X 

H(r) es la permutación' de las rs variables x~p)' ,que se compone 

de la penuutación h1 (1) de las variables X ó (1) que forman la pri
mera fila del esquenla (l.), de la perluutación h2(2) de las va
riables x ó (2) de la segunda fila, etc. 

Ahora bien, si .el grupo PI' tiene el orden TI = 1, de~inimos: 
Pr[H}=H(1)XH(2)X ... xH(r); si el orden TI de PI' es mayor 
que 1, a cada pernlutación p de PI' haceITIos corr,esponder la 

permutación p(o) de las variables x~p) que resulta cuando las 

r filas horizontales del esquema (1.) son som'etidas a la per
mutación p (sin alterar el orden de las variabl,es en cada fila), 
y consideramos las perluutaciones 

de las variables x ~p) del lesquenla (1.), es decir, aquellas, ¡en 

donde primermuente las. filas del esquema son sometidas a una 
permutación de PI' Y después las variables en las, filas a pe~
mutaciones que corresponden a las del grupo H. Estas TIy\r per
mutaciones del tipO' p(O). 11)1) . h2(2) . .... hr(r) forman la co

rona Pr[H). 
Se ve fácihnente que la corO'na P1'[H} 'es realmente un 

grupo. Sin anticipar la fórmula para el. producto de dos per
mutaciones de P; [H}, la que será indicada en el § 4 (y que 
sirvió a Specht comO' definición ele la corona), se comprende «a 
priori» que ,el r,esultado de dos permutaciones sucesivas del tipo 
descrito es también una permutación del luismo' tipo (lo que 
es sufici,ent'e para que un conjuntO' de permutaciones forme 
un grupo). 

Cabe observar que es univocá la r,epres,entación de las per
mutaciones de la corona P 1'[H }en la forma 

en donde p(O) es una permutación de las filas (sin alterar en ellas 

el orden relativo de las variables) y h ~P) es una pernl utación de 

las variables de la p-ésima fila del 'esqu81ua (1.) (p = 1, 2, ... r). 
Diremos que p(O) es la c01nponente de la permutación u respecto 
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de P r Y h~p) la ~ompolnente de u r,especto de H(p) (p , 1: 2, 

... r J. Está claro cómo hay que proceder para encontrar las 
componentes de una permutación u de las variables del esque
ma (1.) la que 'pertenece a la corona P r[H 1: prim'eramente se 
considera sólo la permutación p que sufren las filas horizontales 
del ,esquema (sin tomar en cuenta, por ahora, lo que pasa con 
las variables nüsmas en las filas); escribiendo dicha permuta-

ción de las filas como permutación de las variables x ~p), ob

tenemos la componente peO) de u respecto de Pro Las otras 
componentes se determinan después fácilmente como las per
nlutaciones de las variables ,en cada fila que hay que agregar 
a p(O) para obtener u. 

Un ej,emplo de esta descomposic:ión en conlponéntes seguirá 
en ,el § 3. 

§ 3. Ejemplos para coronas. 

a) Consideremos un octaedro yegular (Fig. I) Y su grupo, 
es decir el grupo de los lllovimientos (rotaciones) que lo dejan 
invariante. Como se . sabe, est'e grupo 'es isomorfo al grupo 
simétrico 8 4 en4 variabl,es, porque hay isomorfirmoentre 
dichos lllovimientos y todas las permutaciones de las 4 r,ectas 
que unen los oentros de grav,edad de dos triángulos opuestos del 
octaedro. 

A 

e 

F 

Fig. 1. 

Ahora pasamos a la consideración del grupo que resulta 
cuando a los movimientos del octaedro agregamos todavía las 
transformaciones compuestas de un movimiento y de la « re
flexión al centro», la que reemplaza cada vértice del octaedro 
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por el dialnetrahnente opuesto (por ejemplo A por D J B por EJ 

eto. ). La r,efl.exión al centro forma, con la identidad, un grupo 
8 2 del orden 2, Y 'es conmutable con cada movimiento; por 
consiguiente, ,el nuevo grupo que estamos considerando, es iso
morfo al producto directo 84 X 82 del orden 48. 

Por otra parte, el 111ismo grupo se puede interpretar tam
bién como corona 8s[821, 'considerando· como variables· de 
permutar los 6 vértioes del octaedro; como los 6 vértioes se 
p~eden dividir <ell .3 pares de 2 vértioes diametralmente opues
tos,: 

(I1.); I A 

B 

C 

D 

E 

F 

y como el grupo considerado cOlnpr,ende todas las permutacio
nes de las filas del esquelna(II.) - grupo: 8s - con suce

~ siva.s perlnutaciones, según S2' en las filas, resulta, por defini
ción, la corona Ss[S21. 

Así el «grupo alnplificado del octaedro» :ens.eña la exis
tencia de un iSOlnorfismo entre el producto directo 84 X 8 2 Y la 
corona 8s[821 (*) Y venlOS en 'este caso que una corona, con
siderada como grupo abstracto, puede ser iSOlnorfa a un pro
ducto directo. 

Aprovechemos leste primler ejenlplo «concreto» de una co
rona para ilustrar, en un ejemplo, la desconlposición. en com
ponentes de una permutación de la corona. Sea u una rotación 
del octa;edro alrededor del eje «vlertical» CF por el ángulo 90°, 
seguida por la sustitución de cada vértioe .por el diamletralmente 
opuesto: 

(
A B C DE F) 

u= EAFBDC • 

¿ Cuáles son las C0111pOnent'es de u? Como u permuta A 
y D, las «variables» de la primera fila, 'en B y E, las de la 

(-lt) La existencia de este isomorfismo explica porqué en una publicación 
mía anterior (Lit. 1), el grupo considerado ahora, aparece sólo en la forma 
del producto directo 84 X 82, mientras Pólya, en la pág. 214 de la publicación 
ya citada (Lit. 4), da la preferencia a la interpretación como corona 83[82], 
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segunda, ,etc., v,emos que la permutación de las tres filas es la 
siguient,e: 

( 1
09

) p= 2;; 
y por eso: 

o _ (A D) (B E) (C P) _ (A BCD E P) 
p( ) - BE' A D . C F - B A CE D P . 

p(O) no es todavía igual a u .. sino que es neoesario hacer seguir 
a p(O) las siguientes permutaciones en las distintas filas para 
llegar a u: . 

en la prim,era: ninguna (tenemos B-+ A Y E -+ D 'en p(o) 

como ,en u) 
,en la segunda: permutación de B en E y vicev,ersa 
'en la teroera: permutación de e en F. y vioeversa. 
Por eso, las componentes de u respecto de, H(l), H(2) iy 

H(3) son, respectivamente, la identidad, h2(2) = (~ ~) y h3(3) = (~~) 
.b) Introduciendo todavía un sistema de coordenadas car

tesianas, con ,el oentrO' del octaedro regular como origen O y 
-+ -+ -+ 

con OA .. OB, OC, como ejes positivos de las Xv X 2' x 3 ; yernos 
que el grupo S3[S2J se puede rieprlesentar tanlbién como grupo 
de transformaciones de coordenadas del tipo: 

en donde 

=83
2 = 1. 

(1
0 3) 

a ~ 'Y ¡ es una penTIutación cualquiera y 81
2 = 8 2

2 = 

De un modO' general, todas las transformaciones en m va
riables: 

(r= 1, 2, ... , m), 

siendo (1 2 ... m ) una penTIutacipn cualquiera :en n~ cifras y 
al a2 .•. aro 

cr
2 = 1 (r = 1, 2, ... , 1n), forman un grupo del orden 2m . mI, 

el grupo «lliperoctaedral», que se puede interpretar como corona 
Sm[S2J (véase Specht, Lit. 10). En leste caso, las 2,n variables 
de permutar son los puntos del espacio de m dimensiones los 
que tienen todas sus coordenadas iguales a cero, con excepción 
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de una que les igual a 1 O' a - 1; las oOirnponientes de las 
permutaciones de dichO's puntos respecto de Sm son las permu
taciones de los 7n ejes de cO'ordenadas sin tomar en cuenta su 
sentidO' positivo O' negativO'.· 

Las pern1utaciO'nes de la corona Sm[S2J se pueden tam
bién caracterizar comO' las permutaciO'nes de las variabl'es 
Xl' X 2 , ••• , X 2m, que dejan invariante el polinonlio: 

O' el otro (( dual» al prin1ero) (*) : 

En el caso particular 'de ln = 2 obt'enemos un grupp' 
S2[S2J del 'Orden 8, que ·es isomorfb al grupo diédricO' del 
mismo O'rden (= grupo de movimientos de un cuadrado en el 
espacio ). 

e) Las coronas Sm[S2J que acaban10s de considerar repre
sentan sólo un caso particular (n = 2) de las coronas Sm[SnJ 
del orden mI (nI )m. Evidentelnente, Sm[SnJ se puede obtener 
comO' grupo de las permutaciones de lnn variables Xv X 2' ..• 

Xmn que nO' alteran el valO'r del polinomio: 

'í¡ 

(Xl + X 2 + X 3 + ... + Xn ) (Xn+1 + Xn+ 2 + ... + X2n) 

(X2n-l-l+'" +X3n) ... , . (X(m-l)n+l + ... +Xmn ) 

o . del O'tro (( dual» al prim.ero): 

En otras palabras, se trata de todas las permutaciones que per
mutan entre sí las filas horizontales del esquelTI.a: 

(*) Hay aquí un principio de dualidad análogo al que rige, en la lógica 
formalística, para las operaciones "9'" y "v". 
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(111. ) 

de cualquier manera, perInutando, además, las variables de 
cada fila de todos los lnodos posibles. Por ,eso, Specht llama 
Sm[SnJ el grupo imprimitivo completo del tipo (ln J n). 

d) El grupo. «hiperoctaedral» Sm [S2J se puede considerar 
también como caso particular de la corona -Sm[CnJ del orden 
m! nm, designando por Cn el grupo cíclico. del orden n. Sm[CnJ 
se puede caract'erizar, en el ,grupo simétrico Smn (que com
pr,ende todas las permutacio.nes de las cifras 1, 2, 3, ... mn-1, 

. mn), como el subgrupo de las permutaciones conmutables con 
un producto de m ciclos de a n cifras, po.r lej'emplo. con: 

(1,2,3, ... 17,) (n+ 1, n+2, n+3, ... , 2n) " 
(2n + 1, 2n + 2, ... , 3 n). .,. . « m - 1) ,n + 1, ... , mn). 

Consider,emos todavía el caso particular de que n + 1 = P 
sea un núm.'ero primo. En leste caso, Sm[CnJ =Sm[Cp- 1J se pue
de int'erpr1etar también co.mo el grupo de ciertos automorfismos 
d0 un grupo abeliano del orden pm que es el producto directo de ln 

grupos cíclicos del orden p. Sean av a2 , ••• , am m elementos 
de~ orden p que engend~an dicho. grupo abeliano (o, en otras 
palabras, que forman una base del grupo aheliano.). Entre todos 
los automo.rfismos del grupo. aheliano, habrá ciertos que permu
tan 'cada elem'ento a f-L (/-L ~ 1, 2, ... , m) en un elenlento a r 

o ,en una potencia al de un elemento ar (r=/=/-L o. r=p.). Evi
dent'em,ente, estos automorfismo.s forman unfa corona Sm[Cp- 1J? 
del orden m!(p - 1 )m, y trat~ndose de un subgrupo del grupo 
de todos los automorfismos del grupo aheliano considerado, 
r,esulta que ln!(p-l)m debe ser un divisor del orden de este 
último grupo., es decir de 

(pm_l)(pm_ p)(pm_ p2) . .. , . (pm_pm-l) 

= pI+2+3, ... +m~I.(p-l)(p2~1)(p3_1) .... . (pm-l_1)(prri_l) 
m(m-f' 

=P-2-. (p -l)m. (1 + p) (1 + p+ p2) 

(1 + p + p2 + p3). .., . (1 + P + p2 + ... + pm-l ) 
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Simplificando aún por ,el factor COl11ún (p - 1 )m, obtenemos 
así un teorema de la teoría de los números: 

P,ar,a cada número entero positivo 111 y cada número primo 
p el producto 

m(m-1J 
p-2-. (1 + p) (1 + P p'J) 

(1 + p + p2 + p3). ... . (1 + p -t- p2 pS + ... + pm-i) 

es divisible por In 1 
Cabe observar que este teor,eIlla resulta también como con

Becuencia inmediata de la siguiente fórmula demostrada por I. 
Schur (Lit. 9): Con las notacionesabr'eviadas 

y 

l
'm]= (xm-l)(xm-i-1)(xm-2-1) . .... (xm-f-L+1-1) 

f-L, (x - 1) (x2 - 1) (xS - 1) . . (x~t - 1) 

para O < ~t :::;; nl es 

m-1 

X
mfl;-l; .. Sl s'Jss . . ' ... sm-i =.1n!. 1: (-1)f-L [; ]X~('~-l) (Sm:-l) 

f-L=O 

Esta fórnlula enBeña que para cualquier número entero x (y no 
sólo un número priI110 p) el producto 

m(IlI-1)' , m(m-1) 

X-2-. Si S2SS . .... sm-i =X-2-. (1 +x) (1 +X+x2) 

(1-r-x+x2 +x3) . .... (1 +x+ X2 + ... +xm-i) 

es divisible por mI 

e) Un subgrupo del grupo SnlCnJ es la corona Cm[CnJ 
del orden m nm (siendo, por supuesto, Cm 'el grupo cíclico del 
orden m). Para Cm[CnI Be puede dar la siguient'e interpretación 
«cinemática» (variando ligeram1ent1e un ejemplo indicado poi· 
Pólya) : 



- 52-

Cada uno de los m, vértices de un polígono regular que 
Plieda girar -en su plano alrededor de su centro, s-ea reemplazado 
por una circunfer-encia del pequeño radio r~ situada en el mismo 
plano y que pueda girar alr,ededor de su centro. Sobre cada 
circun:ter,encia márquense todavía 11, puntos equidistantes. (Una 
ilustración del caso: m=5, 11,=4, se ,encuentra en la Fig. 2). 
Fijando cierta posición prünitiva del polígono y de las «rue
das», consideramos ahora todos los movimientos planos de 
ellos que conduzcan a una posiCión que difiera de la primitiva 
sólo por una permutación de los m n puntos marcados sobre 
las n circunferencias (<<ruedas»). Dichas permutaciones for
man un grupo isomorfo a Cm! CnJ, considerando como variables 
de permutar los 7n Ji puntos marcados; más exactam1ente dicho: 
loo de una circunferencia forman siempre las variables de una 
fila del esquema (IlI.). 

Fig. 2 

En lugar de las permutaciones de las 7n 11, variables, po,... 
deInos considerar también las· sustitucion'es mono7niales en m 
variables Zl' Z2' ... , Zm que corr,espondan a las In ruedas, dis
tinguiendo los n puntos de U71!a rueda sólo por factores 1, S, 

82, ... , sn--l, 'en donde s 'es una primitiva raíz n-ésima de la 
unidad. 

ASÍ, el grupo Cm!CnJ se podría engendrar por las dos 
sustituciones monomiales: 

(

Zl Z2 Zg Zm_l Z ) 

Z2 Zg Z4 .•• Zm z~ 
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y 

f) De un modo más general, cada corona del tipo Pr[CnJ 
se puede escribir como el grupo de sustitucion1es monOlniale~ 
en r variables que se obtiene cuando a cada permutación de Pn 

escrita 'en r variabl,es Zv Z2' ... , Zr: 

hacelTIos corresponder las nr sustituciones 111011Olniales: 

con e p n = 1 (p = 1, 2, ... r). 
Recíprocmnente, cada grupo de sustituciones lnonomiales 

en r variables, cuyos «factores» ep son raíces n-ésünas de la 
unidad, es un subgrupo de la corona Sr[Cn) del orden rlnr (*). 

§ 4. La ley de multiplicación en P r[HJ. 

Volvemos ahora al caso g,eneral de, una corona cualquiera 
Pr[H} , formada'" con dos grupos de perlnutaciones P r y H, 
respectivamente 'en r y s variables, y preguntamos: ¿ cuál es el 
producto de dos permutaciones de Pr [H}, por ejemplo el pro
ducto 

s~endo h~p) Y k~p) dos p~rmutaciones de H(p) (**) (p=l, 2, ... , r) 

(*) Para los que conocen la teoría de los "graphs", añado que la corona' 
Sr[H J se puede interpretar como el grupo de automorfismos del'" graph' , 
formado por r "ejemplares" de r ,cuando H es el grupo de automorfismos de 
un "graph conexo" r. En' una publicación anterior (Lit. 2), he demostrado 
que para cada grupo abstracto H existe una infinidad I de estos "graphs' 1 que 
tengan un grupo de automorfismos isomorfo a H. 

(**) Que correspondan a las permutaciones hp y kp de H en virtud del iso-

morfismo H(P) C'.) H. 



- 54-

y p(o) y q(O) las. permutaciones de las variables x~p) que resul-. 

tan cuando aplicamos dos permutaciones p y q de Pr a las r 
filas horizontal'es del esqueIna (l.)? (En otras palabras, quere- . 
mos determinar ,el producto de las permutaciones con las com
ponentes p(o), h/1), h2(2), ... , h/r) y q(o), k/1),k2(2), ... , /);//')). 

Supongamos que q sea la perlnutación que transforma ·la 
cifra p en ~p (p= 1, 2, ... , r): 

(IV.) q= (
1 

~1 
2 ... r) 
~2 •.• ~¡' 

En este caso, q(o) será la lnisma permutación, pero aplicada a 
las r tilas del esquema (1.), y por consiguiente, transformará 
x ~p) en x ~[3p) (p = 1, 2, ... , r; () = 1, 2, .... , s). 

En prinler lugar deberrninar,emos la penllutación (q(O) t- 1 . 

h1 (1) q(O), es decir la transformada de la perhlutación h1 (1) 

por la pernlutación q(O). h1 (1) pernluta sólo las variables x~1) 
de la prÍlnera fila de (1.); pero, a raíz de la pennutación pre
cedente (q(O) )-1 se 'encuentran allí las variabLes que pertene
cían prilllitivmnente a la fila ~1.; y por la sucesiva aplicación 
de q(o), dichas variables vuelv1en a ocupar la fila ~1' después 
de haber sufrido la permutación h1 (1) en la primera fila. En
tonces,el ,efecto de la permutación (q(O))-l h1 (1) q(O) será 'el si
guiente: las variables Xl ([31), xi(31), ... , Xs ([31)de la fila ~1 son 
permutadas entr,e sÍ, como si hubiéramos aplicado a ellas la 
permutación h1 ([31) (es decir la permutación que corresponde a 
la permutación h1 de H, en virtud del isomorfismo H([31)C'-J H); 
las variables de todas las. otras filas no sufren ninguna permu
tación. Así vemos que es: 

De manera análoga siguen las relaciones 

y multiplicando todas éstas, para p = 1, 2, ... , r, obtenemos 
el resultado 
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Introduciendo todavía la permutación q-l, inversa a la 
(IV.) : 

(IV'.) 1 
(

1 2 3 '" r) q- = . , 
'1'1 12 13 ... 1" 

obtenemos la siguient,e fórmula para la transformación de 
h1 (1) h2(2) ...•. hr(r) con q(O): 

Esta fórmula penuite ahora ¡el cálculo del producto de 
d 

. ( 
os permutacIones 

y 

u v = p(O) h1 (1) h 2(2) . .... h)r) q(O) k 1 (1) k 2(2). '" . k/r) 

= p(O)q(O). (q(O»)-l. (h1(1)h2(2) . ..• • hr(r)). q(O; .k1(1)k2(2) . ••• • k/r) 

= p(O) q(o) .' hY1 (1) hY2 (2) ..... hlli (r) . k1 (1) k2(2) . .... k/r) 

= p(O) q(O) . h y1 (1) ki1) . h Y2 (2) k 2(2) ..... hyr,(r) k/r). 

Observando que es 

p(O) q(O) =( pq)<O) 

y escribiendo más brevement'e (hyp k p ) (p) para la permuta

ción h~) k ~) de H(p) que corresponde a la hyp kp de- H 

(en virtud del isomorfismo H(p) r'-! H), sigue hi ley de multi
plicación en P r[H] : 

(VI.) (p(O) h1 (1) h 2(2). ... . hr(r») (q(O) k 1 (1) k2(2). .., • kr(r») = 

(p q)<O) (hY1 k1)<1) (h y2 k2Y2) . .... (hyrkr)<r). 

Esta fórmula ¡enseña que len la multiplicación de dos per
mutaciones de Pr[H}, las con~ponentes respecto de Pr se mul-
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tiplican, pero nO' las otras componentes, sino que la compo
nente del producto I"espectO' de H(p) , es igual a (hyp l-c p ) (p), es 
decir a la permutación corr,espondiente al productO' de hyp 

(y no de hp ) por l-c p , en dO'nde "( p es la cifra en que la per
mutación q-t permuta la cifra p (*). 

§ 5. Observacio.nes gle7verales sobre co.ro.nas. 

a) La fórmula (VI.) aplicada al casO' 

(
1 2 3 ... r ) 

p=q= 1 2 3 ... r ' 

permite comprobar la exactitud de un teO'r,e¡na que ha sido 
establ,ecidO' por Specht: 

~as perrr1J.utacio.nes ,de P r [H] cuya c01npo.Twnte respecto. ele 
P res igual a la identidad (o. en o.tras palabras; las permutacio.
nes que pennutan sólo. entre sí las variables de la primera fila, 
las de la segurúda fila, ,etc., sin que haya una permutación de 
las filas ,del eS(j:.uema (l.) entre sí) fo.rrrvan un subgrupo.inva
riante Er[H] de Pr[HJ, ,del o.rden '11r, e iSOlno.rfo. al pro.ducto. 
directo. H(l) X H(2) X ... X H(r). 

Además rige el isomO'rfismo 

Pr[H] 
ErfH] r-vPr , 

y por eso podemos lenunciar el siguiente teorelna más general: 

Si P r po.see un subgrnpo. P' 1" del o.rde,n JC' y del índice 

:'" también P r[H] po.see un subgrqpo. P' r[H] del mismo. índice 

:' (o. del o.rden JC' • 11r ). Si P' r es un subgrupo. inv:ariante de 

P r' también la Co.rOlW P' r[H] es un subgrupo. invariante de la 
co.ro.na P r[H]. , 

ce") Ahí está la diferencia entre la corona Pr[H] y el producto directo 

P r X HW X H(f) X . .. X H(r) ; 

pues. en el caso de un producto directo, s~ multiplicarían no sólo las componen- I 

tes respecto de Pr , sino también las otras. 
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Ejemplo: "El grupo simétrico Sm posee en el grupo alter
nado Am un subgrupo invariante del índice' 2; por eso, también 
la corona Sm[Sn] (considerada en § 3, "o) posee un subgrupo 
invariante del índice 2 en Am[SnJ. Est,e último grupo se puede 
caracterizar COlno el conjunto de las permutaciones de Xv x2, 
... , xmn' que dejan invariante el polinomio 

( Xl X2 .•. Xn - Xn+l Xn+2 · .... X2n) 

(Xl X2 · ... . Xn - X2n+l X2n+2 · ... . X3n) . 

(X(m-2)n+t X(m-2)n+2' ... . X(m-t)n - X(m-t)n+t X(m-t)n+2' ... . Xmn). 

b) Hasta ahora hen10s considerado las coronas P r[H] como 
grupos de pennutaciones, por ejelnplo de las variables del 
esquen1a (1.); pero, ahora la fónnula (VI.) nos da talnbién la 
posibilidad ele con1parar diferentes coronas y, eventualmente, 
constatar su iSOlnorfisn10 COlno grupos abstractos. 

Por ejmnplo, si conocmnos un grupo ele perlnutaciones H' 
en s' variables que sea isomorfo al grupo ele pennutaciones H 
en s variabl,es (pero s' -::-/= s), poelen10s fonnar, con un grupo ele 
pennutaciones P r en r variables, las coronas Pr[H] y Pr[H'], 
que serán diferentes COlno grupos de pennutaciones (lo serán ya 
en virtud del distinto riún1ero de variables de pennutar que es 
respectivamente igual a rs y rs'). Pero la fórlnula (VI.), en 

que no 'entra por "nada la cuestión si las cOlnponentes hJ p) 

Y k~) sean perlnutacione"s ea s o s' variables, enseña que hay 

isomorfisn10 entre Pr[H] y Pr[H'], considerando las elos co
ronas como grupos abstractos: 

Pr[H] f"'V Pr[H'j, cuando H f"'V H'. 

Ejemplo: Designmnos por R/ss)Ia r,epresentación del gru
po Ss por permutaciones «regular,es» en 6 variables (*); la co
rona S2[Rr/ss)] s'erá un grupo de permutaciones del orden 72 

("(") Quiere decir que representamos dos elementos (de órdenes 2 y 3 respec
tivamente) que engendran el grupo abstracto 8 3, por las siguientes permutacio
nes en 6 cifras: 

" respectivamente 
(
123

1

456) (123456) 
465132 231564 
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en 12 variables, pero, como grupo abstracto,. iSOlnorfo a la 
corona S2[S3]' grupo de permutaciones ,en 6 variables. 

c) En cmnbio, S1, l' =i= t Y rt (= orden de H) > 1, no hay 
nunca isomorfis7no entre Zas coronas P r[H] 'y Qt[H], aunque PI' 
y Qt sean dos grupos de permutaciones (respectivmnente en l' 

y t vlariables) iS01norfos entre si. 

De,7nostración: No puede haher iSOlnorfismo, porque el 
orden de Qt[H], TI rtt~\ es distinto del orden de Pl'[H], TI ~{ (por 
ser r =::j:= t Y rt > 1). 

E}emplo: RiSs) [S2} del orden 6.26 = 38ft no es iSOlnor
. fo a S3[S2]' grupo del orden 6.23 = 118. 

el) El teorenla que acabaInos de demostrar ,enseña que el 
conoepto de corona no· es un conoepto de la teorja abstracta de 
grupos, como 10 sería, por rejenlplo, 'el de producto directo 
(siendo 

G X H ("'U G' X H'" 
cuando 

ASÍ, con dos grupos abstractos G y H se pueden formar 
dif,errentes (y no iSOlnorfas) coronas: Gr1 [H], Gr2 [H}, 
Grg [H], ... , tomando varias representaciones del InisIno gru-

. po abstracto G por pennutaciol1'es (distintas por el núm'ero 
de las variables de pennutar ) (**) . Si se deseara conseguir que 
hubiese solmnent'e una corona G[H] para dos grupos abs
tractos G y H, sería menester ,elegir, una representación de G 
por pennutaciones~ entre todas posibles; tOlnando, por ejemplo, 
la repres1entación de G por permutaciones regulaI'les, llegaría
IUOS (cOlno. ya observé en el § 1), al « producto» G =1=1= H de 
Scholz (Lit. 8). D,e 10 contrario, :el concepto de corona es 
sólo un concepto «senli-abstl'acto», perteneciendo por la mitad 
al CalUpO de los grupos de permutaciones. Según mi opinión, en 
,eso hay que ver una ventaja; pues, de esta Inanera dos r,epre-

(**) Naturalmente, se podrían formal' también coronas del tipo H S1 [GJ~ 

H S2 [GJ, ... Cabe observar que p¡:l¡l'a coronas no vale una "ley conmutativa" 
(como para productos directos: G X HI."'VH X G ); por lo general, las dos co
ronas Gr [Hs J y H s [GI' J serán grupos distintos (y no isomorfos). 
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sentaciones Gr1 y Gr2 del rnisn10grupo abstracto G por 
permutaciones conduoen, por lo general, a dos coronas Gr1 [H] 
y Gr2 [H] dif,erentes (les decir; no iSOlnorfas entre sí). 

e) Sin !embargo, se obtiellen casos interesantes de coronas 
sólo cuando lestas últiInas r,esultan ser grupos transitivos de 
pernnltaciones. A leste respecto: se podría fácihnente demos
trar el siguiente t'eor,ema: 

Pora que el grupo de peT'lnutaciones Pl'[H] sea transitiv@ 
en sus rs variables es l1Jecesario y suficiente que los dos 
grupos de permut,aciones P r Y H sean transitivos en sus r 
(resp. s) variables. 

f) Está claro que :el grupo d~e pern1utaciones P rfH] es 
siempre in~primitivo; los calnpos ele imprimitividad .son for
n1ados por las filas horizontales del esquelna ~I.). 

§ 6. Subgrupos Pr[H; J] ,de una coronel. 

Pasalnos ahora a la consideración de ciertos subgrupos 
interesan bes de una corona' P r[ H]. 

Ya ,en § 5a) ,hemos conocido los subgtupos P/[H], que 
. corr,esponden unÍvocmnente a los subgrupos Pr' de PI" 

Otros subgrupos de Pr[H] se obti,enen admitiendo! para 
las componentes respecto de H(l), H(2), ... , H(r), sólo pern1u
taciones que. (en los iSOlnorfismos H(p) f"'.J 11) corr,esponden a 
un subgrupo H~ elé H (*). 

Combinando los dos lnétodos indicados. para la fOrlnación de 
subgrupos, obt'endren10s coronas del tipo P'r[H'] COlno sub
grupos ele P/'[H] (con Pr' subgrupo de PI' y H' subgrupo 
de 11). 

P,ero,' así corno len.d caso ele un producto dir,eeto, los sub
grupos lnás inter,esantes son los que no son lnás productos di
rectos (**), también las. coronas poseen cierta clase lnás inte
resa,nt,e de subgrupos que (por lo general) no son más coronas 
(y que ,están ,en óerta analogía a los « productos sub directos » 
estudiados por Hemak en ,el caso de productos dir,ectos (**). 

(*) TOll1[wdo para H.' el subgrupo E del, orden 1,. obtendremos P r [E], 
el subgrupo (del orden:rr) de las permutaciones de P r [H] cuyas componen
tes - con excepción de la respecto de P r , S011 todas iguales a la id~ntidad. 

('''''') Véanse a este l'especto las publicaciones de R. Remak sobre produc
tos directos y sus subgrupos (Lit, 5 & 6). 
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Supongamos que -el grupo H (del orden 11) posea un sub

grupo irwariante J del or'den e (y del Índice y = : ). Dividi.,. 

mos los d-ementos de H ,en y conjuntos de a e elem1entos,. 
r.eun~endo en un conjunto los ,eleluentos que son entre sí con
gruentes 1uód. J (*). Eligi1endoen cada conjunto un repre
sentante hp.. (fJ-=1, 2, ~ .. , Y), obtenemos la siguiente des
composición de los elmnentos de H, en los Y conjuntos: 

(VII.) H =Jh1 +Jh2 + . .. +Jhy 

En 'este desarrollo, siendo J un subgrupo invariante de H, 
se pued'e definir una 1uultiplicación ~le los conjuntos mis-
1UOS (**) : 

(VIII.) (Jha ) . (Jhf.> ) = Jhp(a,f3) 

porque todos los productos de un eleluento cualquiera de un 
de1Jern1illado conjunto Jha con un el~lnel1to cualquiera de un 
conjunto Jhf.> pertenecen a un n1ismo conjunto, cuyo «llÚlUe
ro» depe'nc1e sólo de los números Ck y ~. 

Ahora construir'eluos en P r[ H] un subgrupo P r[ H; JJ de 
la sigu~ente 1uanera: Si u = q(O) /.el (1) k2(2) ... k/l') ,es una per
mutación de PTIHJ Y si a k1 (1) (la cOluponellte de u respecto 
de H(1) corresponde (en virtud del isomorfismo [f(1) ('-l H) la 
permutación k1 de H, c1et'erminamos el conjunto lhk, en (VII.) 
al que perteneoe· dich~} 'eleluento . k 1 ; u haga parte de P r[ H; JJ 
sólo si perbel1'eoen al' lnisrno conjunto lhk, también todas las 
otras perm,utaciones 11,2, k3 , .•• , kr ele H, que corresponden (en 
virtud de los ison10rfis1uos H(2) ('-lH, H(3) ('-lH, ... , H(r)('-lH) 

a'las penuutaciones k2(2), k3(3)1, ••. , k/r) (que son las com~ 
ponent1es de u respecto de H(2), H(3), ... , H(1')). 

En otras, palabras, Pr[H; J j cOluprende J por definición, 
sólo las perluutaciones de P,.[HJ cuyas componentes respecto 
de 8(1), H(2), ... , H(rJ correspondan a elmnentos kv k 2, .. .', 

kr de H que pertenezcan todos a un lnismo conjunto Jhk (o 
todos a Jhv o todos a Jh2, etc.). 

(*) DO's elementO's h y 7e de H se llaman cO'ngruentes mód. J, cuandO' 
h le -1 ,(el prO'ductO' de h pO'r el inversO' de 7e) pertenece al subgrupO' invariante.J. 

(**) Es la misma que da origen al grupO' .!!.. • 
, J 
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El número de las permutacion~s del tipo considerado es 
igual a 

hay que den10strar aún que elias forman un grupo. Para eso, 
escribimos la l,ey de 111ultiplicación (VI.) ,en Pr[H} en la 
forma 

(VI. ') (p(O) k1 (1) k2(2). ... . k/rJ.) ( q(O) II (1) l2(2). ... . l/r)) 

= (pq)(O) (kYl ll)(l) (k l ? l2)(2) . .... (ky,. lr )Cr), 

con 

(IV.') q_l_(l :2 3 '" r) 
11 12 13 .,. 1" 

'\ 
en donde se tratará; ahora, de dos per11llltaciones del tipo parti-
cular que lesta1110S considerando: para los elementos hv k 2, ••• , 

k r de H, que corresponden a las cOlllponentes k 1 (1), 

k;J(2), ... , k/r), ,exist'e un conjunto Jha a que todos ellos per
teneoen, y hay un conjunto Jhf3 al que perbenecen todos los 
e},emtelltos lv l2' ... , lr de H, que corresponden a las compo-
nent'es II (1), l2(2), ... , l/r). La fÓrlllula (VI. ') ,enseña que el 
producto de nuestras dos per111utaciones tiene, respecto de H(l) 1 

H(2), ... ,H(r), las component'es (kllI1)C1),(k¡2l2)(2), .. . ,(k'r ll')Cl'). 
Los el,en1lentos correspondientes de H son los productos k l1 ,ll' 
k l2 l2' ... , k lr lr, y como cada klp pedeneoe al conjunto Jha , 
y cada lp al conjunto Jhf3 , todos ,esos productos k l1 Iv k Y2 12, 

... , k lr lr pert'eneoen a un mism,o conjunto Jh p(a.f3) , definido 
por (VIII.). Así hemos demostrado que ,el producto de dos 
permutaciones de Pr[H; JJ tiene la misma propiedad que ca
raderiza Pr[H; J}, o que Pr[H; J} es un grupo: 

Gdda subgrupo invariante J de H, del índice', = :. da 

origen a un subgrupo P r[H; J] 'de la corona P r[H], que es del 
orden 'TC¡er= 'TCrler-l y comprende las permutaciol1es de Pr[H] 
cuyas componentes respecto de H(l), H(2), ... , H(r) corresponden 
a r ele7nentos de H que son congruentes entre sí mó'd. J. 

Eje7n:plo: "Si d 'es un divisor de n, en la corona Cm[Cn} del 
,ordenmnm podemos formar ,el sul?grupo Cm[Cn;Cd} del orden 
mndm-l. Por ejemplo, lel grupo C5[C4} del orden 5. 45 = 5120 
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(yéase Fig. 2) posee el subgrupo CflC4 ; C2 j del orden 5 .4.24= 
320, cuyos lel:emlentos son rotaciones cualesquiera del pentágono, 
con suoesivas rotaciones de las 5 «ruedas}) con ángulos que, 
simultáneamlent'e para las 5 ruedas, son o un luúltiplo par o 
un múltiplo impar de goo. 

Si H posee varios subgrupos invarialües J~ J', ... , podemos 
por supuesto, formar variossubgrupos Pr[H; J j~ Pl'[H; J' j, etc. 
de Pl'[H}. Se cleluuestra fácihnente que P,IH;J'j será un 
subgrupo de P,.[H; J j, si J' es un subgrupo de J. 

Dos casos extremos se pueden 'presentar para Pr[H'; J j: que 
J es igual al lentero grupo H~ y que J = E (= SUbgl~UpO del 
orden 1) cOlupr'ende sólo la identidad de H. Evidenteluente es 
Pr[H;Hj=P,IH}. :Más interesante 'es el otro caso: Pr[H; E] 
es ,del orden 1t11 y c01nprencle~ por definición J las perrnutacion,es 
de P r [H] que tienen la forma q(o) k(l) k(2) ... k(r), en donde las 
componentes le(1), k(2), ... , leer) respecto de H(l), H(2), ... , H(r) 
cOl'respond,en todos a un núslno elemento le de Ii. 

FOrIuando ,el producto de dos perluutaciones de dicho sub
grupo PI'[H;,Ej, la ley de luultiplicación (VI.') enseña que 
en 'este caso particular (kl = k2 = ... = kl' = 1-1-; II = l2 = ... = 

lr = l), se 111ultiplican no sólo las cOluponentes respecto de PI" 
SIno también las r,especto de H(l), H(2), ... , H(I'): 

(peO) k(l) k(2). '" . k(I')) . (q(O) l(l) l(2) . . l(")) = 

(pq)C0) (kl)Cl) (kl)C2). '" . (kl/"). 

Aden1ás 'enseña ,esta fÓrIuula (o también la fórmula _(V.) 
del § ú) que los eleInentos q(O) del subgrupo P,. [E j son conmu
tables con los eleIuentos del tipo k(1)k(2) . .... leC") (los que tienen 

. la cOluponente respecto de Pl' igual a la identidad y las otras 
corr,espondientes a un mismo el:en1ento de H). COlUO estos ele
mentos fOrIuan un subgrupodel orden 11, isomorfo a H, el 
subgrupo Pl'[H;Ej,es iso1110rfo al producto directo de Pl'[Ej 
(o Pi-) y H: 

(IX.) P,.[H;Ej ~Pl'XH. 

Ejen~plo: En S3 [S2j- que ,es, según § 3, a), el grupo am
plificado del octaedro - el subgrupo S3 [S2; E] será iSOluorfo 
al producto directo S3 X S2' En la Fig. 1, este subgrupo es el 
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que deja invariante la recta que une lel oentro del triángulo 
ABe con el deL triángulo DEF. 

TOlnando Pr=82 (con r=2, rr=2), H~8in. (con rt=n!) 
n' y J = An (Iel grupo aHernado, con e = ;y "( = ,2), como sub-

grupo P r [H; J J de la corona P,. [H J obt'enemos el subgrupo 
\ 8 2 [8,n; AnJ de 8 2 [8nJ, que se puede caract,erizar como el con

junto de ·las pern1utaciones ,en 2n variables Xv x 2, ••• , X 2n que 
dejan invariante ,el polinomio: 

II (XTc - X\ ). II (Xn+k - x n+ A). (1<k<A<n) 
lc<A li<A 

Este grupo 8 2 [81n ; AnJ ofr'eoe un interés particular por tener 
el mislno orden (nl)2 como un producto dir,ecto de dos grupos 
simétricos en n variabl'es. Por ,eso se podría creer que 8 2 [8n; An] 
fuera isomorfo a un producto directp del tipo T X U con 
T rv U rv 8n . Pero, COlno demostraremos ,en este párrafo, hay 
isomorfisn10 sólo para n = 2 Y n = 3; ya para n = 4, el grupo 
S2 [Sn; An] ,no es isomorfo a Sn X Sn' sino de distinta estruc
tura. 

En el caso de n = 2, siendo A9 = E. del orden 1, se trata 
del grupo 82 [82 ; El que, ·en virtud~ de la fórmula (IX.) del § 

6, ·es isomorfo al pr'oducto directo 8 2 X 8 2 • 

Para demostrar también el isomorfismo: 

(X.) 

conviene considerar los dos. grupos COlno subgrupos de 86, deno
tando las variabl'es de permutar breven1ent'e por las cifras de 
1 a 6 .. bastará indicar un automorfismo A del grupo 8 6 que 
tenga la siguiente propiedad·: A deja invariante la permutación 

. a=(1, 2) (4, 5), 

pero transforma 

b=(l, 5, 2, 6, 3, 4)=(1,4)(2,5)(3,6).(4,5,6) 

en 

e = (2, 3) (4~ 5, 6) 
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y, por consigui,ent'e, transforma 'el subgrupo 82 [83 ;A3], engen
drado por ,a y b, en 'el subgrupo 83 X 83 , engendrado por a y 
c. COlTIO dos subgrupos que son transfonTIables por un auto-

,morfismo, son ison10rfos entre sí, con la indicación del auto
morfismo A habremos den10strado la fórmula (X. ). 

Pues bieli, un autOlTIorfisn10 A de 8 6 que tiene las pro
piedades indicadas es el que transforn1a las permutaciones (*) : 

b=(l, 5, 2, 6,3,4) 

Y . d=(1, 5) 

en 

b' = (2, 3) (4,5, 6) = e 

y d'=(1,3) (2,6) (4,5); 

con leso (**) queda demostrada la fónTIula (X.). 
Pasando al proxln10 caso: n = 4, delnostraremos que 

8 2[84 ; A4] no es ison10rfo al producto directo 84 X 84, aunque 
el orden de los dos grupos sea el lTIisn10: (41)2 = 576. Denota
remos las variables de 82 [81 ; AJ) por las cifras de 1 a 8; 
las permutaciones de 82 [8¡; A.4 ] tendrán entonces la forma 
p(o) k 1 (1) k 2(2), en donde k 1 (1) Y kl2) son, respectivamente, per-

, mutaciones de 1, 2, 3, 4 Y 5, 6, 7, 8, wnbas pares o mnbas 
irnpares; p(O) 'es o la identidad o la pern1utación (1, 5) (2, 6) 
(3,7) (4,8). 

¿ Cuántas pern1utaciones de 82 [84 ; A4] tienen el orden 3? 
COlTIO las componentes de las permutaciones de 82 [84] respecto 
de Pr = S2 se lTIultiplican 'ea la 'lTIultiplicación - véase la fór-. 
mula (VI.) - para un elmuento de 82 [84 ; A4] que tenga el 
orden 3~ la componente respecto de Pr = 8 2 no puede tener el 
orden 2 y por eso, debe ser la identidad. Así vemos que los 
el'emlentos del orden 3 son: 

(*) las que engendran ya todo el grupo simétrico Sa, de modo que A es, 
completamente definido por la indicación de las permutaciones b' ya' que co
rresponden a b y a. 

(*.*) Siendo e = b' por definición, basta demostrar que A deja invarian-
te la permutación a = (1, 2) (4, 5), lo que se puede averiguar por cálculo di
recto del elemento (b'-1 a'b')-1 a' (b'-1 it'b'). (b'd'b'-1)-1 a' 
(b' a' b '-1) que corresponde (en virtud del automorfismo A) a 

a= (b-1 db)-l a (b-1 ab). (bab-1)-1 a (bab-1). 



- 65-

los 8 ciclos del orden 3 'en las prinleras 4 variables: (1, 2, 3), 
(1,3,2), (1,2,4), (1,4,2), (1,3,4), (1,4,3), (2,3,4),(2,4,3); 
los ml las otras 4 variabl'es: (5,6,7), (5,7,6), (5,6,8),(5,8,6), 
(5,7,8), (5,8,7), (6,7,8), (6,8,7); 
Y además, los 64 productos de uno de los prilneros 8 ciclos 
con uno de los segundos 8 ciclos; no hay otros elen~entos del 
orden 3 !€in S2 [S4; A4J. 

Todos ,estos son tmllhién los 'elenlentos del orden 3 en el 
grupo S4 X S4' fOrlllado por los productos de perlllutaciones 
cual'esqui'era en las cifras 1, 2,. 3, 4 con permutaciones cuales
quiera de 5, 6, 7, 8. ' 

¿ Cónlo se distribuyen 'estos 80 elmlleJ:.ltos del orden. 3 en 
clases de ,elelnentos conjugados (*), sea en S2 [S4; A4], sea en 
S4 X S4? En S4 X S4 t'enmllOS 3 clas'es deel,em,entos conjugad9s : 
una formada por los 8 ciclos: (1,2,3), (1,3,2), (1,3,!¡), étc. 
otra fornlada por los 8 ciclos: (5,6,7)" (5,7,6), (5,7,8), etc. 
y una tercera fornlada 'por los 6ll proc1uctos: (1,2,3) (5,6,7), 
(1-,2,3)(5,7,6), (1,3,2)(5,6,7) ,etc. 

P'ero, en S2 [S4; Á4J los 16 ciclos Zlel orden 3 for,man una 
única clase de ,el'mnentos conjugados; por ,ejemplo es: 

(1,2,4)=[(3,4)(5,6)]-1. (1,2,3). [(3,4)(5,6)] o (5,6,7)= 
[(1,5)(2,6)(3,7)(4,8)]-1.(1,2,3).[(1,5)(2,6)(3,7)(4,8)], 

en donde (3,4) (5, 6) Y (1,5) (2, 6) (3,7) (4,8) son permuta

ciones de S2 [S4; A4]. 

Así velllO~ que en S2[S4; A4] existe una clase con 16 ele
lnentos conjugados del orden 3, hecho que no sepr,esenta en el 
grupo S4 X S4' len donde las clases formadas por el,ementos!de 
orden 3, tienen o 8 o 64elelnentos. Por 'eso, los dos grupos 
tienen una ,estructura diferente y no puede haber isomorfislno 
entr,e ellos. 

D,e un modo nlás general, se puede dmllostrar que para 
ningún valor de n > 4 hay isomorfisn~o entre S2 [SIl¡; AnJ Y 

Sn X Sn; pues, en S2 [Sn; !tn] todos los 4 (~) ciclos del orden 

3 forman una única clase de elementos conjugados, mientras en 

, 
(*) Dos elementos 1.¿ y v de un grupo se llaman conjugados. si en el mismo 

grupo hay un elemento z tal que Z-l uz = v. 
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Sr¡¡, X Sn no hay, 'entre los ,elementos del orden 3, nInguna clase 

con 4 (;) elementos conjugados. 

§ 8. Las permutacioTlJes que no alteran el valor de un deter
minante. 

Sea 

el debernlinanle fonnado con 11,2 variables independientes a111 

G12 , •.. , ann. ¿ A cuál,es permutaciones se pueden someter las 
variables aleA sin alterar el valor del polinomio \ Dn (a111 a12 , 

... , ann)? 
Para ,11, = 2, por ,ej'emplo, vmnos que las 4 permutaciones: 

y no hay lnás que ,estas lt permutaciones con la propiedad bus
cada; ,eIlas forman un grupo abeliano, producto dir:ecto de dos 
grupos cíclicos del orden 2. 

Talnbién para n> 2, las permutaciones de las n2 variables 
a kA que dejan invariante el detenninante Dn (.a11' '012 , ••. , Onn), 
evidentel11'ente forlnan un grupo; demostrare1110s que este gru
po 'es del orden (n!)2 e iSOlnorfo al grupo S2 [Sn.; An,} conside
rado ,en el § 7. 

Denwstr,ación: . Cuando dos variables aa~ y ayb no perte
neoen·a una miS111a 'fila (3iendo a:cj=¡) ni a una misma colum
na (siendo, admnás, ~ b) del determinante, en el desarrollo 
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del det,erminante en una suma (y resta) de nI productos, exis
te por lo lnenos un producto que comprenda los dos factores a et13 
y ayb; en cambio, cuando es a = y- O ~.-.-:.. b, ninguno de dichos 
nI productos les divisible por el producto a etf3 ayb. Una pern1uta
ción p de las variables Ok"A que no altera el valor de su eleter-
111inanúe .. puede permutar esos nI productos sólo entre sí, y por 
consiguient,e, la propiedad de dos variables de 'pertenecer a una 
misma línea (*) 'es invariante frelüe a la pennutaciónp, o en otras 
palabras, cuando dos variables psrtenecen a una misn1a fila o 
columna, talnbién después de haherlas sOlnetido a la pennutación 
p, se encontrarán en una misn1a fila o colulnna. 

Este razonanliento se puede fácibnent!e extender a 3, 4, 
... ,n variables ele una línea (fila o columna), demostrando que 
variables ele una nliSlna línea quedan variables de una línea (de 
la mislna u otra). En otras palabras, una permutación p dé las 
variables ¡([le)... que no aher.a su determinante D;¡¡, (a11, a12' . : ., annD, 
prpd"f;we U:flJa pennutación de las 2n líneas del deternúnante 
:enlre sí, y más exadmnente, una perm,utación (( ilnpri7nitiva») 
o de las filas entre -sí y de las colurnnas entre sí, o bien cam,
biánHose ,las filas por columnas y éstas por aquéllas. 

Aun .1nás, con10 cada el'elnento de un determinante está 
caract,erizado unÍvocalnente por el nlllnero de su fila y el de 
su cohllnna" bastará indicar la descrita pennutación de las, 
líneas : (filas y colulnnas) producida por p,' para caracterizar 
compl,~tan1elüe la ~permútación p n1islna. Así vemos que el 
grupo de las pennutaciones de las variables akA que deja inva
riante su deternlinante, es ison10rfo a un subgrupo elel grupo 
de todas las pennutaciones de las filas entre sí y de las coluln
nas ,entre sí o de los, can1bios de filas por colulnnas y recípro
cammüe. Este grupo es una corona S2 [Sa}, consi;derando las 
filas y las colun1nas del c1etenninante COlno las 2n variables 
de 'J):ermutar. 

Nuestro grupo les unsubgrupo de este grupo S2 [Sn] (y 
no ya el grupo lentero); pues, no todas las pern1utaciones des
critas de filas y colulnnas dejan invariante el detern1inanLe, 
sino que hay 'unas que carnhian el signo del determinante, 
dejando invariante sólo ,el cuadrado de Dn (a 11, a12~:' .. , tClnn). 

Como cada permutación ilnpar de las filas o colun1nas cambia 

eX-) La palabra "línea" designa indistintamente una fila o una columna. 
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el signo del deternlinante, para evitar un canlbio del signo de 
D~ (a1V a12 , ••. , ann), o hay que limitarse a pernlutaciones pares 
de filas y columnas, o hay que combinar una permutación 
impar de las filas con una peflllutación Ílnpar de las columnas, 
y len ambos casos se puede hacer preceder un call1bio de las 

. filas por las collllllnas y de éstas por aquéllas (sin alterar su 
orden relativo). Pero, el conjunto de estas peflllutaciones for
ma justamente 'el subgrupo S2 [SIL; fin] de S2 [S;",J. 

En reSUluen: Las perrnutaciones de las n2 variables aliJo... 

que no alteran su deiernúnante 

f01'1nan'un grupo del orden (nl)2, iS01norfo a S2[Stn; An] (pero, 
para n > [~, no isomorfo a SIn X Sn)' Las perlnutaciones que 
dejan invariante ,el cuadrado ~ D'n (a11, a12, ... , ann) ~2, ¡orInan 
un grupo (lel orden 2(nl )2, ison~or¡o (t la corona S2 [SIn]. El iso
mor¡isn~o resulta consider:anclo las pennutaciones ele las filas y 
colum.1ws de Dn (a1V a12' ... ,ann). 

Por fin, se puede observar que las perlllutaciones de las n2 

variables aleA que dejan invariante no sólo su determinante, 
sino también el producto a11 a22 ,a33 • .,. ~ ann de 103 elementos' 
de la diagonal principal, fornlan el subgrupo S2 [Sn; E] que es 
(en virtud de la fórmula (IX.). del § 6) isonlorfo al producto 
directo S2X Sn (*). 

C)(-) Después de la corrección de las segundas pruebas de la presente publi
cación, apareció en Tmnsactions of the American Mathematical Society, Vol. 
51, NI' 1 (enero de 1942) un interesantísimo attículo de Oystein Ore: Theofy 
of '1nonomial groups, que tiene ciertos puntos de contacto con la pTesente nota; 
pues lo que OTe estudia bajo el nombTe de complete monomial group of degree 
1n, o symrnetry 2::

m 
(H) of degree m of H, no es nada más que la corona S [H] 

en nuestTa terminología. 
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