
UN PROGRESO' EN LA TEORIA ELEMENTAL 
DE LAS SUPERFICIES CURVAS 

Por ROBERTO FRUCHT 

Es sabido. que la teo.ría clásica de las superficies curvas 
del espacio. 'euclidiano de tres dimensiones se basa en la co.nsi": 
deración de dos «tensores (o. formas cuadráticas) fundamen
tales}) y sus invariantes. 

El primer tenso.r fundamental mide el cuadrado. de la dis
tancia ,entre do.s puntos «infinitamente vecino.s}) de la super
fide: 

ds~=Edu2+ 2 Fdudv+ Gdv2, 

siendo. u y v co.o.rdenadas curvilíneas cualesquiera eh la super
ficie; d segundo. tenso.r, que escribimo.s -(siguiendo. a Blasch
ke (1) 'en la fo.rma: L du2 + 2 M du dv + N dv2, se obtiene po.r 
ejemplo. cuandó se co.nsidera, ,en un punto. de la superficie y en 
una dir,ección du : dv que pasa po.r él, la curvatura de la «sec
ción no.rmal}), siendo. ,esta curvatura' igual al co.ciente de ,las do.s 
«fo.rmas cuadráticas fundam-entales}): 

I _ Ldu2+2Mdudv+Ndv2 

R - Bdu2+2Fdudv+Gdv2 . 

Con lo.s 6 co.eficientes E, F, G, L, ]J.l, N que, pDr 'supues
to., so.n funcio.nes de u y v, ,se pueden calcular, en cada punto. 
de la superficie, do.s impDrtantísimos invariantes, la curvatura 
de Gauss: 

(1) Véase el capítulo "Anfangsgruende del' Flaechentheorie" en el libro 
de· W.' -Bi'~schke: "Vorlesungen neb~r 'Differentialgeometrie 1: Ele;mental'e 
Diffel'entialgeoÍlú~h:ie'" (3'" edición; Berlín 1930). 
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LN-M2 
K= EG~F2 

(que se anula para superficies desarrollables), y la curvatura 
media: 

(4) 11 _ EN-2FM+GL 
~ 2 (EG-F2) . 

(que se al1:ula para las superficies mínimas). 

P,ero esos 6 coeficientes no son funciones completam,ente· 
independientes entre sÍ. Es un resultado célebre (dhéorema. 
egr,egium ») de Gauss' que la curvatura [{ 'se puede lexpresar 
también en función sólo. de E~ F~ G~ Y sus derivadas parciales, 
hasta el 20 ., orden, p . .e. en la forma (1): 

(5) [{ ~ 

1 
F1J- ~GIl 
~G 
2 v 

o ~E 
2 v 

~E 
2 v E 

~G 
2 u F 

E 

F 

~G 
2 n 

F 

G 

F 

G 

En otras palabras, L, M, N no son completam·ente indepen-· 
. di'entes de E~ F~ G~ puesto que la expresión LN - M2, en vir-· 
tud de la relación (3), es función de E~ F, G Y sus derivadas: 

(6) LN - M2= (EG - F2)I{, 

usando la letra [{ ahora como abreviación para el segundo 
mi'embro de la fórmula (5). 

Hay otra interdependencia más entre los 2 tensores funda
m-entaJes de una superficie: las llamadas ecuaciones de Co-
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aL oM oM oN 
dazzi p'ermiten 'expresar las diferencias ---- y -----

OV oa VV VU 

en función de E, F, G {y ·sus derivadas) y de L, M, N nlÍs
mas; se pueden escribir ¡en la forma (1) : 

E 
oE' 
-L oa 

(7) 
aL ojlf (~_ oF) H 1 oF 
ov -Tu= ov oa 2 (EG-F2) F ~ !JI 

G 
oG 

N oa 

E 
oE 

L ov 
o lJ( 'oN ( oF oG . 1 oF 

(8) ~-Tri= ~-~) H - 2 (EG-F2) F -111 ov 

G 
oG -N ov 

«No hay otra interdependencia 'entre los dos tensores fu n
damental'es, fuera de las expresadas por las identidades (6), 
( 7 ), .( 8)) dioen los textos de ge01ll'etría diferencial. Nada di
oen, por lo general, sobre l~ curvatura I11edia Hen función de 
E, F, G y sus ,derivadas" aunque se presenta aquí casi espon
tánealll'el1te 'el siguiente problel11a nluy interesante: ¿Dado el 
t,ensor (1) de una superficie, puede H ser una función cual
quiera, o es la curvatura I11edia tanlbién una función bien 
deterl11inada de. E, F, G y sus derivadas - tal C01110 es el 
caso de la curvatura de Gauss en virtud de la identidad (5)? 

Par'ece que ,este problema no ha sido tratadO' ell la gieo
metría difer·encial clásica y que la respuesta ha sido dada, por 
prinlera vez, 'en un trabajo del yugoslavo A. Vakselj (2) (tra
bajo que oontiene tal11bién otras contribuciones interesantes a 
la t,eorÍa de las superficies). IndependientClll'ent'e de Vakselj 
(y sin conooer su publicación), algunos años I11ás tarde ha tra
tado el InisnlO problema el nortealll'ericanoH. W. Alexander, 

(2) A. VAKSELJ: "Beitmege Z1W Flaeohentheorie ", Math.Zeitschrift, Bde 
38, Heft B (Berlín 1934). 
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en la primera parte de una interesante' publicación (3). Los 
dos matemáticos llegan al luismo resultado sorprendente: 

La c1,lrvatura media H de una superficie no está, deter-
'min'ada por E, F, G Y sus derivadas, pero, tampoco ·es com~ 

pletamente independiente de ellas; sino que hay dos ecuaciones 
difer,enciales parciales de 'tercer orden las que debe cumplir JI 
en función de las coordertadas u y v, con coeficientes' que de-
penden sólo de E, F, G Y su.:; derivadas. ' 

D:esgraciadmuente, estas 'ecuaciones diferenciales son tan 
complicadas que ninguno de los dos autores citados las inaica 
de manera explícita para coordenadas generales, de modo que 
no se podría pensaren su resolución. También los cálculos 
efectuados por los dos autores son denlasiado largos para po
der r,eproducirlos aquí, y r,equi,er,en bastant,e práctica en cálculo 
tensorial para poder seguir y conlp~ender cada detalle del 
desarrollo (4). ' , 

Por 'eso 'esperamos que' no serán sin interés las siguientes 
consideraciones ,elementales sobre cierta clase de ecuaciones 
diferenciales (a las que perteneoen las ecuacione's de Codazzi); 
pues ,ellas dejarán apareoer menos sorprendente la existencia 
dedos ;ecuaciones diferenciales parciales de tercer' orden "para 
~a curvatura m·edia H. Dernostraremos de un modo~,eneral 
que crwlquier función de L, "~t N cumpl,e (por lo general) ¡con 
dos' ecuaciones diferenciales parciales de tercer orden (con cüe
ficientes que pueden depender de 'E, F, G Y sus derivadas). 
Claro está que tales consideraciones geiwrales no quieren ni 
pueden de ninguna ,manera reemplazar los desarrollos de 
Vakselj y Alexander (4).' 

* 
* * 

(3)H. w. ALEXANDER: "The role of tlie rnean curvat1lre i1~ the imme'l'sion 
the01'Y o[ s1lrfaces", Transactionsof the American Math. Society, vol. 47, N9 2 
(March 1940). 

(4) Para quien quiera estu~iar los trabajos originales observo que en la 
fórmula (4.4) de Alexander hay, según mi opinión, un pequeño error: hay que 

reemplazar. el término' - :11 K. por + :11 ""(K, N 2). La lectura del trabajo 
2 N4 2 N4 . 

de Vakselj se ve dificultada por el hecho de que el autor cambia la nota
ción durante el desarrollo; p. e. nuestro segundo ten,sor fundamental (L, M, N) 

que en los primeros párrafos de Vakselj se llama aik, desde el § 5 en adelante 

se llama a ik, siendo pues a ik otro tensor distinto. 

/ 
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Vamos a considerar el siguiente sistema lineal de dos ecua
ciones difer'enciales parciales de primer orden para dos funcio
nes de dos variabl'es que llamaremos L(u~ v) y M(u~ v), ;envista 
de la, aplicación que har'emos más tarde a nuestro problem·a de' 
geometría diferencial. Pero, por ahora suponemos sólo que se 
trate de un sistema de dos ecuaciones que sean lineales en las 

oLoL oM oM . 
derivadas DU'~' oU ,--¡;¡¡ y cuyos coeficientes Ai y Bi sean fun-

ciones cualesqui'era de u~ v~ L~ Al: 

(9) 

Ahora bien,' 10 que nos Ínteresa no es la resolución del 
sist,ema (9), 'es decir la det'erlninación de posibles funciones· 
L Y M que cumplan con 'esas ,ecuaciones difer,enciales; !.~i.no que 
quer'emos obtener, con prooesos de eliminación y derivación~ 

ecuacione~ diferenciales par..a urva fLÍnción cualquiera <p de las 
funciones « incógnitas» L y M, la que puede depender además, 
de manera 'explícita, de las variables independi,entes u y v (5). 
D'emostrar,emos lo siguiente: 

Introduciendo~ len m:ia función <p(u~ v~ L~ 111) de 4 va-
'?¡ 

riabl'es, para las 2 variables L y M soluciones L(u~ v) y M(u., v) 
del sistema (9), <p pasará a ser una función <p(u~ v~ L(u~ v), 
M (u~ v)) de las 2 variables u y 'v sólo; como tal cmnplirá por 
lo general (es decir salvo en casos excepcionales) con dos ecua
ciones ¡diferenciales parciales ,de tercer orden bien determinadas 
las que son lineales ,en las derivadas de tercer orden o sea de 
la forma: 

siendo a~ b~ c~ :d~ e funciones de u~ v~ <p y sus derivadas par
ciales hasta el segundo orden. 

(5) Se entiende que <p debe poseer deTivadas continuas hasta el tercer orden. 
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Para demostrar ahora la existencia de 2 tales ecuaciones 
diflerencial'es para una dada función <D de L y M obs'ervalnos 
len prim'er lugar que también para ID y L como funciones « des:... 
conocidas}) habrá un sist'ema de dos ecuaciones dif,ere~ciales 
del mismo tipo. (9), siempre que la definición de la función <D 
admita una resolución respecto. de M, de la forma: 

M = f( u, v~ <D, L) ; 

pues, 'en este caso bastará reemplazar, en el sistema (9), la 
función ]JI por lel valor (10); se entiende· que hay que reem

oM 
plazar también OU por su valor: 

. !etc. 

Se ve fácilmente que el resultado de esta substitución de 
M, será otro. sistema del IuisIUO tipo (9), pero esta vez para 
las I funciones L y <D. Introduciendo letras minúsculas para 
los nuevos coeficientes, en 

tendr,enlos 'el sistenla de ecuaciones diferenciales para L y <D 
en función de u y v; las ai y b¿ serán funciones bi'en determi- . 

. of 
nadas de u, v, L, <D (por eJmuplo: al = Al + aL . A3 etc.). 

Siem pre que I ~~ '~: I c/c o, podremos resolver el sistema (1 2 ) 

aL aL 
r,especto de -su: y ov; por ,ejeIuplo será: 

(13) 

aL agb2-o2b;t o <I> a4b'!-o2b/J o <I> a57)2-0'2b5 

-¡;¡;. - alb2-~(l2b~ '?iU -- a1b2-':(l2bl • ~ -- a j b2-o2b1 ' 

;, 
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'1 ' h b ' aL 1 d d 1 yana oga ecuacion a ra para D1)" ntro ucien o toe avía nota-

ciones abreviadas para los negativos cocientes de det'erminantes 
que se presentan, podremos escribir más brevmuente: 

a<P 
a 2 D1) a;) 

U <1> 

/3 2 UV +- /3 3 ; 

nótese que tanlbién las ai y /3i serán funciones bien debermi
nadas de u, v, L, <r>" 

D'erivando la primera de las 2 ecuaciones (14) respecto 
de v~ y la segunda respecto de u, e igualando los segundos 
mienlbros así obtenidos, resultará como « condición de integra
bilidad» del sisbema (14): 

o escrito detallada~lente (y recordando el hecho de que las U.i 

y /3i son funciones de u, v, L, (f) ): 

( 16) 

aL aL 
Heenlplazando todavía ¡;¡; y ~ por los segundos mimn-

bros de las ecuaciones (1 ll), la condición (I6) llegará a ser una 
[',elación -de la forma 
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si reuniInos bajo la abreviación T todos los términos que no, 

cont'engan segwvdas derivadas de ID. Siendo, por lo general, 
al' a2, ~v ~2 Y T funciones talnbién de L, 'en (17) tenenlOs, 
pues, una relación entre la función L, las variables u, v, la 
función ID y sus derivadas hasta ,el segundo orden. No entrando 
n1ás las derivadas de la función L, podemos imaginar resuelta 
la relación (17) respecto de L, .obteniendo ele esta lnanera L 
como función de u, v, <D y sus derivadas hasta el segundo 
orden. En otras palabras, por lo general (6) la ecuación (17) 
admitirá una resolución de la fonna: 

( 
a([) ~ a2~ ~ 

L = ep a, 'V, ·ID, -S-U' ()v' vu2' va av ' 

Por fin, poden10s derivar esta última funcióncp respecto 
aL aL 

de a y v, obteniendo para ~ y ~ ciertas .exp.f'esiones que 

dependerán de a, v, ID y las derivadas de ID hasta el tercer 

d ( sera' aL _ ~.:e.- -L ~ a ([> + J2l ~ <1> _+ 
or, en p.e. aa - aa ' a <T> • aa a<T>a' au2 

Volviendo ahora al sistem.a de ecuaciones (1 [r), en sus 
primeros miembros podremos sustituir a las derivadas parciales 
aL aL 
-,,- y -" - sus valores que aCaballl'OS de desarrollar, y si todavía úa uV . 

en los segundos miembros de (I~}- 'en las funciones Ui y 
~i que pueden depender de L - r,eemplazamos L simnpre por 
la ,expr.esión cp indicada por la relación (18), el sistmna (1 ú) 
se transformará ,en dos ecu;(lciones diferenciales parciales de 
tercer or,den para <P (en función de a y v) sólo (es decir sin 
entrar más las funciones L y M de las que han partido nuestras 

(6) No ofrece ningun interés el caso de no ser posible una resolución de la 
forma (18) por no figurar L en la relación (17); pues en tal caso tendríamos 
en (17) hasta una ecuación diferencial de segundo orden para ([> (cuya deriva
ción respecto de Uf y V nos daría inmediatamente dos ecuaciones diferencial,~s 

de tercer orden para ([>. 
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co.nsideraciones). Aun sin efectuar to.das 'esas substitucio.nes, se 
ve claralnente que las dos ecuaciones difer,encial,es o.btenidas so.n 
lineal'es 'en las 4 derivadas de teroer orden 

* 
* * 

¿ Cómo. se aplican ahora las 'co.nsideracio.nes generales que 
acabamos de haoer, al caso. de la curvatura media H de una 
superfide? 

Considerando. E, F, G como. funciones conocid!as de las 
. variables u y v, podemos usar la relación (6) para expresar N 
en función de L y M: 

( 19) 

[( sirve aquí co.mo. abr,eviación . para el 2 O. mielubro de la 
identidad (5). 

Heemplazando. este valor de N.· en las ecuacione,s (7) Y 
(8) de Codazzi, estas últimas nos darán un si~tema de ecuu
cionesde la fdrma 

aL 
av 

aM 
au 

, · . aE 
=A(u,v,L,M,E,F,G, -¡;Z;, ... ) 

M2+(EG-F2)K aL 
L2 au 

. 2M aM aM aE 
l --L . -~-+-:-- =B(u,v,L,~l,E,F,G., --;:-,' .~.) 

~u ' uV· uu 

en donde A y B sirven como abreviacio.nes para funciones
«complicadas», pero. ~ien determinadas de u, v, E, F, G (y sus 
derivadas), L, M. 

Por 10' tanto, si E, F, G so.n funciones dadas de u y ·v, en 
(20) t,enemo.s pa;ra las dos fl,lnciones L(u,v) y M(u,v) un sis
tem'u de ,ecuaciones di:Eerendales lineales' del tipo (9). (Por 
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2M 
ejemplo será A1 =0, A2 =1, B3 =- L ,'etc.). 

Por consiguiente, habrá por lo general dos ecuaciones di
fer,encial'es parciales de tercer orden para cualquier función <1> 

de L y M, Y también para cualquier función de L, ~1, N, 
puesto que N, 'en virtud de (19), es lexpresable por L y JI. 
Por ejemplo, podr,emos tomar, como función <1>, la curvatura media 
H, la que, por su definiCión (4), es una función de u, v, 1.1, !JI 
Y N, si co.nsideramos E, F, G como funciones dadas de u y v. 
Si,em pre que todas las suposiciones hechas más arriba (en el 
desarrollo general) s'ean cumplidas, nuestras consideraciones ele
luentales nos enseñan que la existencia de dos ecuaciones dife
renciales parciales de tercer orden para la curvatura m'edia es 
una cons,ecuencia formal de las identidades (6) , ( 7) Y (8) 
entre los dos tensores fundamentales de una superficie. 

D,esgraciadam,ente, 'el cálculo ,efectivo. de las dos ecuaciones 
dif.erenciales para H, según el método gelieral cohsiderado por 
nosotros, no parece ser posible por varias dificultades de orden 
práctico (p .e., siempre en el caso de H 'como función <1>, no 
parece posible' ,encontrar, de la manera indicada, una reso
lución explícita del tipo (18) para la relación (17), por ser 
demasiado «complicada» la función T que entra en esta última). 

Univ,ersidad Técnica F. Santa :María 
Valparaíso (Chile), 1941. 

TEMAS PROPUESTOS 
36. - Estudiar la sucesión r,ecurr¡ente U v u2' us, ... defini- . 

da por la relación 

yen 'especial obtener la relación existente ,entrle p 1 térnli-
nos cualesquiera uno' Un l' ... , U np · 

J. Babini 

37. - Estudiar las propiedades de la función introducida 
por Legendr1e (Exercices vol. 1, p. 262) definida así: 

(x,n)m= ~+( ~ )m+( +1 )m+ ..... . , x x n . x 2n 


