UN PROGRESO EN LA TEORIA ELEMENTAL
DE LAS SUPERFICIES GURVAS

Por ROBERTO FRUCHT

Es sabido que la teoria clasica de las superficies curvas
del espacio euclidiano de tres dimensiones se basa en la consi-
deracion de dos «tensores (o formas cuadraticas) fundamen-
tales» y sus invariantes.

El primer tensor fundamental mide el cuadrado de la dis-
tancia entre dos puntos cinfinitamente vecinos» de la super-
ficie:

(1) ds2=FEdu?+ 2 Fdudv | Gdv?,

siendo u y v coordenadas curvilineas cualesquiera en la super-
ficie; el segundo tensor, que escribimos (siguiendo a Blasch-
ke (1) en la forma: Ldu?- 2 M dudv- N dv? se obtiene por
ejemplo cuando sé considera, en un punto de la superficie y en
una direccion du : dv que pasa por él, la curvatura de la «sec-
cién normaly, siendo esta curvatura igual al cociente de las dos
«formas cuadraticas fundamentales»:

1 _ Ldu?-aMdudv{-Ndv®
(2) R Edu?t-oFdudv-+Gdv? -

Con los 6 coeficientes E, F, G, L, M, N que, por supues-
to, son funciones de u y v, se pueden calcular, en cada punto
de la superficie, dos importantisimos invariantes, la curvatura
de Gauss:

(*) Véase el capitulo ‘‘Anfangsgruende der Flaechentheorie’’ en el libro
de W. Blaschke: ‘‘Vorlesungen ueber Differentialgeometrie I: Elementave
Differentialgeometrie’’ (3 edicién, Berlin 1930).
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LN—M?
(3) K= pr—pm EG—F2

(que se anula para superficies desarrollables), y la curvatura
media:

EN— 2FM-+-GL
(4) H= =" Fc—F%

(que se anula para las superficies minimas).

Pero esos 6 coeficientes no son funciones completamente
independientes entre si. Es un resultado célebre («théorema
egregium») de Gauss que la curvatura K se puede expresar
también en funcion sélo de E, F, G, y sus derivadas parciales.
hasta el 20. orden, p. e. en la forma (1):
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En otras palabras, L, M, N no son completamente indepen-
dientes de E, F, G, puesto que la expresion LN — M2, en vir-
tud de la relacién (3), es funciéon de E, F, G y sus derivadas:

(6) LN — M?—= (EG — F2)K,

usando la letra K ahora como abreviacién para el segundo
miembro de la férmula (5).

Hay otra interdependencia mas entre los 2 tensores funda-
mentales de una superficie: las llamadas ecuaciones de Co-
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«No hay otra interdependencia entre los dos tensores fun-
damentales, fuera de las expresadas por las identidades (6),
(7), (8)» dicen los textos de geometria diferencial. Nada di-
cen, por lo general, sobre la curvatura media H en funcion de
E, F, G y sus (derivadas, aunque se presenta aqui casi espon-
taneamente el siguiente problema muy interesante: ¢Dado el
tensor (1) de una superficie, puede H ser una funcién cual-
quiera, o es la curvatura media también una funcién bien
determinada de E, F, G y sus derivadas — tal como es el
caso de la curvatura de Gauss en virtud de la identidad (5)?

Parece que este problema no ha sido tratado en la geo-
metria diferencial clasica y que la respuesta ha sido dada, por
primera vez, en un trabajo del yugoslavo A. Vakselj (%) (tra-
bajo que contiene también otras contribuciones interesantes a
la teoria de las superficies). Independientemente de Vakselj
(y sin conocer su publicacién), algunos afios méas tarde ha tra-
tado el mismo problema el norteamericano H. W. Alexander,

(®) A. VARSELJ: ‘‘Beitraege zur Flaechentheorie’’, Math. Zeitschrift, Bde
38, Heft 3 (Berlin 1934).



en la primera parte de una interesante publicacién (3). Los
dos matematicos llegan al mismo resultado sorprendente:

La curvatura media H de una superficie no estd deter-

‘minada por E, F, G y sus derivadas, pero tampoco es com-
pletamente independiente de ellas; sino que hay dos ecuaciones
diferenciales parciales de tercer orden las que debe cumplir H
en funcion de las coordenadas u y v, con coeficientes’ que de-
penden solo de E, F, G y sus derivadas.

Desgraciadamente, estas ‘ecuaciones diferenciales son tan
complicadas que ninguno de los dos autores citados las indica
de manera explicita para coordenadas generales, de modo que
no se podria pensar en su resoluciéon. También los calculos
efectuados por los dos autores son demasiado largos para po-
der reproducirlos aqui, y requieren bastante practica en calculo
tensorial para poder qegulr y comprender cada detalle del
desarrollo (%). .

Por eso esperamos que no seran sin intérés las siguientes
consideraciones elementales sobre cierta clase de ecuaciones
diferenciales (a las que pertenecen las ecuaciones de Codazzi);
pues ellas dejaran aparecer menos sorprendente la existencia
de dos ecuaciones diferenciales parciales de tercer orden para
la curvatura media H. Demostraremos de un modo general
que cualquier funcidn de L, M, N cuample (por lo general) icon
dos ecuaciones diferenciales parciales de tercer orden (con coe-
ficientes que pueden depender de E, F, G y sus derivadas).
Claro estd que tales consideraciones generales no quieren ni
pueden de ninguna .manera reemplazar los desarrollos de

Vakselj y Alexander (%).

(® H. W. ALEXANDER: ‘‘The role of the mean curvature in the immersion
theory of surfaces’’, Transactions of the American Math. Society, vol. 47, N¢ 2
(March 1940).

(*) Para quien quiera estudiar los trabajos originales observo que en la
férmula (4.4) de Alexander hay, segfin mi opinidén, un pequefio error: hay que
reemplazar el término — él_if. por -+ AIV'(KA']:V ). La lectura del trabajo

2N 2
de Vakselj se ve dificultada por el hecho de que el autor eambia la nota-
cién durante el desarrollo; p. e. nuestro segundo tensor fundamental (L, M, N)
que en los primeros parrafos de Vakselj se llama a;x, desde el § 5 en adelante

se llama ay, siendo pues a; otro tensor distinto.




Yamos a considerar el siguiente sistema lineal de dos ecua-
ciones diferenciales parciales de primer orden para dos funcio-
nes de dos variables que llamaremos L(u,v) y M(u,v), en vista
de la aplicacién que haremos méas tarde a nuestro problema de
geometria diferencial. Pero, por ahora suponemos sélo que se
trate de un sistema de dos ecuaciones que sean lineales en las

oL oL oM oM N .
derivadas - a7 00 on? op Y cuyos coeficientes A; y B; sean fun-
ciones cualesquiera de u, v, L, M:

M
10u+1"bv +A3bu+4 +4;=0

1 Du +BZ D) +B" ou +B4b +B5”‘“O

(9)

Ahora bien, lo que nos interesa no es la resolucién del
sistema (g), es decir la determinacién de posibles funciones
L y M que cumplan con esas ecuaciones diferenciales; sino que
queremos obtener, con procesos de eliminacién y derivacion,
ecuaciones diferenciales para una funcién cualquiera © de las
funciones «incdgnitas» L y M, la que puede depender ademaés,
de manera explicita, de las variables independientes u y v (?).
Demostraremos lo siguiente:

Introduciendo, en wuna funcion ®(u, v, L, M) de 4 va-
riables, para las 2 variables L y M soluciones L(u,v) y M(u,v)

del sistema (g), @ pasard a ser una funcion &(u, v, L(u,v),

M(u,v)) de las 2 variables u y v sélo; como tal cumplird por
lo general (es decir salvo en casos excepcionales) con dos ecua-
ciones dzferencuales parciales de tercer orden bien determinadas
las que son lineales en las derivadas de tercer orden o sea de
la forma:

* @ »® 0 »® o

%0
a bug +bbu20v+cauav +(lbv3 —|——e=0,

siendo a, b, ¢, d, e funciones de u, v, ® y sus derivadas par-
ciales hasta el segundo orden.

(°) Se entiende que @ debe poseer derivadas continuas hasta el tercer orden.



Para demostrar ahora la existencia de 2 tales ecuaciones
diferenciales para una dada funcién ¢® de L y M observamos
en primer lugar que también para @ y L como funciones «des-
conocidas» habra un sistema de dos ecuaciones diferenciales
del mismo tipo .(9), siempre que la definicién de la funcién @
admita una resolucién respecto de M, de la forma:

(10) M=f(u,v, ®,L);

pues, en este caso bastard reemplazar, en el sistema (g), la
funcion M por el valor (10); se entiende que hay que reem-

0
plazar también g Por su valor:

oM of of a0, Oof bL
(11) e = w29 sut AL

letc. b

Se ve facilmente que el resultado de esta substitucion de
M, sera otro sistema del mismo tipo (g), pero esta vez para
las’ funciones L y &. Introduciendo letras mintsculas para
los nuevos coeficientes, en

oL oL o, . 20
alﬁ%azﬁﬂ-as Fg:ha@;Jras:O
(12) oL

by - ou +b2 v +b3 Du “!_1’4” +by=o0

tendremos el sistema de ecuaciones diferenciales para L y @
en funcion de u y v; las ai y b; seran funciones bien determi-

0
nadas de u, v, L, ® (por ejemplo: aI:Al—}—%.Ag etc.).

Siempre que bl b2 /-0, podremos resolver el sistema (12)
oL . ]
respecto de 5~y .=; por ejemplo serd:

(13)
0L agby—asba 20 _ayby—ash, 2@ asby—asb;

ou T agbg—aghy T ou | a;bg—ash; 00 T a;by—azh,
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y analoga ecuacion habra para<—. Introduciendo todavia nota-

oV
ciones abreviadas para los negativos cocientes de determinantes
que se presentan, podremos escribir mas brevemente:

oL >0 D(l)

Su =M og T%o T%
14
(14) oL o

o

| v =Py N, ou ”f_B‘")v ~+ By

notese que también las «; y B; seran funciones bien determi-
nadas de u, v, L, @.

Derivando la primera de las 2 ecuaciones (1)) respeclo
de v, y la segunda respecto de u, e igualando los segundos
miembros asi obtenidos, resultard como «condiciéon de integra-

bilidad» del sistema (14):

o r)(l S
(15) Dv(lbu_’_lbv )“r)u (By 5 B2y T Bs)s

o escrito detalladamente (y recordando el hecho de que las a;
y B; son funciones de u, v, L, ¢ ):

(16)

52 O 20/ day doy DL TP N X

%1 By o “’““201)27(0@ oL PR av)'au RREEE
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oL oL .
Reemplazando todavia Su ¥ 5y Por los segundos miem-

bros de las ecuaciones (14), la condicion (16) llegara a ser una
relacién de la forma

D) (I) 2o
<I7> - Bl auz + ( 2) au + 042 av2 _r—
TT(U,'U, O, %u@ 5 D(p L>m0



si reunimos bajo la abreviacion T todos los términos que no
contengan sequndas derivadas de ¢. Siendo, por lo general,
Gy, g, By, By y T funciones también de L, en (17) tenemos,
pues, una relacién entre la funcion L, las variables u, v, la
funcion @ y sus derivadas hasta el segundo orden. No entrando
més las derivadas de la funcién L, podemos imaginar resuelta
la relacién (17) respecto de L, obteniendo de esta manera L
como funcion de u, v, ¢ y sus derivadas hasta el segundo
orden. En otras palabras, por lo general (¢) la ecuacion (17)
admitird una resoluciéon de la forma:

.

. 20 20 20 00 00
(18)  L=¢ (w0, du’ v’ du?’ du dv ’ 2)'

Por fin, podemos derivar esta dltima funciéon ¢ respecto

oL oL

de u y v, obteniendo para - -y 7 - ciertas expresiones gue

dependeran de u, v, ® y las derivadas de @ hasta el tercer

oL 09 | Dcp X )
orden (p .e. serd - = - o +D®u .-0—@-—# )

Do Xo_ 5 20 o
+D(Dv ‘ouodv ' 0oQuu’ oud See)-

Volviendo ahora al sistema de ecuaciones (14), en sus
primeros miembros podremos sustituir a las derivadas parciales
o, oL
ERAEDY
en los segundos miembros de (14)—en las funciones «; y
B; que pueden depender de L — reemplazamos L siempre por
la expresion ¢ indicada por la relacién (18), el sistema (14)
se transformard en dos ecuaciones diferenciales parciales de
tercer orden para ® (en funcién de u y v) sélo (es decir sin
entrar mas las funciones L y M de las que han partido nuestras

sus valores que acabamos de desarrollar, y si todavia

(®) No ofrece ningun interés el caso de no ser posible una resolucién de la
forma (18) por mo figurar L en la relacién (17); pues en tal easo tendriamos
en (17) hasta una ecuacién diferencial de segundo orden para @ (euya deriva-
cién respecto de w y v nos daria inmediatamente dos ecuaciones diferenciales
de tercer orden para P .
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consideraciones). Aun sin efectuar todas esas substituciones, se
ve claramente que las dos ecuaciones diferenciales obtenidas son
lineales en las 4 derivadas de tercer orden ‘
R
hER ) e} hERS hEd )
oud ’ duZov ’ ou w2’ o3

¢Como se aplican ahora las consideraciones generales que
acabamos de hacer, al caso de la curvatura media H de una
superficie?

Considerando E, F, G como funciones conocidas de las
variables u y v, podemos usar la relacion (6) para expresar N
en funcion de L y M:

(19) N= LI-{M‘Z—F(E(‘}—F‘?)K};

K sirve aqui como abreviacién para el 2°. miembro de la
identidad (5). ‘ ‘

Reemplazando este valor de N en las ecuaciones (7) y
(8) de Codazzi, estas tltimas nos dardn un sistema de ecua-
ciones de la forma

0L oM °E
W—-—*Du :A(U’UJL,M,E,F,G, ,5&,’ "')
M:4-(EG—F?)K oL
(20) Iz © du
oM oM oM OE
—L " 5u T o =B@vLMETFG 5 ...

en donde A y B sirven como abreviaciones para funciones
«complicadas», pero bien determinadas de u,v,E,F,G (y sus
derivadas), L, M.

Por lo tanto, si E,F,G son funciones dadas de u y v, en
(20) tenemos para las dos funciones L(u,v) y M(u,v) un sis-
tema de ecuaciones diferenciales lineales del tipo (g). (Por
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ejemplo serd A;=o0, A,=1, .B3:——~2f, etc.).

Por consiguiente, habra por lo general dos ecuaciones di-
ferenciales parciales de tercer orden para cualquier funciéon @
de L y M, y también para cualquier funcion de L,M,N,
puesto que N, en virtud de (19), es expresable por L y M.
Por ejemplo, podremos tomar, como funcién @, la curvatura media
H, la que, por su definicién (4), es una funcién de u,v,L, M
y N, si consideramos E,F,G como funciones dadas de u y v.
Siempre que todas las suposiciones hechas mas arriba (en el
desarrollo general) sean cumplidas, nuestras consideraciones ele-
mentales nos ensefian que la existencia de dos ecuaciones dife-
renciales parciales de tercer orden para la curvatura media es
una consecuencia formal de las identidades (6), (7) y (8)
enire los dos tensores fundamentales de una superficie.

Desgraciadamente, €l calculo efectivo de las dos ecuaciones
diferenciales para H, segan el método general considerado por
nosotros, no parece ser posible por varias dificultades de orden
practico (p .e., siempre en el caso de H -como funcién @, no
parece posible encontrar, de la manera indicada, una reso-
lucion explicita del tipo (18) para la relaciéon (17), por ser
demasiado «complicada» la funciéon 7' que entra en esta ultima).

Universidad Técnica F. Santa Maria
Valparaiso (Chile), 1g41.

TEMAS PROPUESTOS

36. — Estudiar la sucesion recurrente uy, g, us, ... defini-
da por la relacién

Ao Up Qg Upfy .o oo —+apup1p=0 ap /-0,

y en especial obtener la relacion existente entre p-1 térmi-

nos cualesquiera wu, , u,, ..., Up, -

J. Babini

37. — Estudiar las propiedades de la funcién introducida
por Legendre (Exercices vol. I, p. 262) definida asi:

(z, n)'”:W+ (@Ln)™ - (@ Fan)™ e




