
SOBRE UNA PROPIEDAD DE LAS ,ECUACIONES 
ALGEBRAICAS CON RAICES REALES 

Por FERNANDO L. GASP AR 

1. - Sea la ecuación 

(r) 

y sean Xv x2, .. . ,Xn, sus n raíces supuestas distintas 'y reales.' 

Vamos a dmnostrar que existen infinitos sistemas de poli­
nomios ortogonal,es len el conjunto de puntos Xv X2', ... , Xn .• 

formado por dichas raíces, que todos estos sistemas son finitos,. 
que 'el últinlo polinomio de cada uno de lellos es de grado n, 
y que es ,el mismo, siendo, len m,enos de una constante multi­
plicativa, el polinomio 

que tiene, precisamente, aquellos oeros. 

En ,efecto; asignemos n pesos y i (llamados también ,pond'e­
raciones <O frecuencias) en los puntos de abscisas Xi y sea 
1Pr(X) ~ un sistema de polinonlios, ortogonal en ¡ese ,conjunto 
de puntos. respecto. de los pesos y i, cuya lexistencia vamos a de­
lnostrar; por tanto, deberá verificarse 

n 

.:E YiPj (Xi) P/c (Xi) =0 (j ~/= Ir) [3] 
i=r 

Si Xv X2' ... , Xn son los ceros del polinomio [2] es 

n 

.:E (ao + al Xi + ... + an X/
1

) = O 
i=I 
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por la nulidad de cada uno de los sumandos; por la misma 
razón, les 

n 

.:E Yi (ao+ al Xi+ . .. + an xLn)x/=o (S=O, 1,2, ... ) 
i=I . 

Llamando I-ts a los ln01nentos de los pesos Yies. 

n 

I-ls =.:E Y i Xi
s 

i=I 

Por tanto, resulta 

n 

.I Yi (ao + al Xi ••• + a n Xi
n) x/ = 

i=t 

(S=O, 1, 2, ... ) [5J 

de donde, la fórmula de recurrlencia de orden n 

I-ls+n = - : (ao I-ls + a1 1-ls+1 + ... + an- 1 I-ls+n-l) [6] 
n 

que 'expr1esa los momentos I-ls como combinación lineal. ele los 
n anterior,es; los coeficientes ele la combinación lineal son 
los n prim1eros coeficientes del polinomio [2], ordenado según 
las potencias crecientes de X, divididos por ,el coeficiente de x n• 

En lel caso particular de que no exista ·ponderación, esta 
r,ecurrencia r,esuIta inm'ediatam'ent,e como aplicación del cono­
cido teorema de álgebra, relativo a las propiedades ,de las fun­
ciones simétricas 'ent~ras de las raÍoes de una ,ecuación alg1e­
braica (1). 

Ahora bien; si ,existe el sistema {P r( x) ~ ortogonal res­
pecto de los pesos yi, en el conjunto de puntos Xv. x 2' ••• , X1P 

los polinomios que lo forman pueden ser siempre. escritos en 
forma de determinante, len función de los momentos I-ls (2); el 

(1) REY PASTOR,J., Lecciones de Algebra, 2'1> ed., (Madrid, 1935), pág. 153. 
(2) GASPAR, FERNANDO L" Sob1'e la finit'l¿d de los sistemas de polino'inios or­

togonales en dominio discontinuo y la ley de 1'ecurrencia q'lte la iiefine. Rev. de 
la Fac. de C. Econ. 3<.1 serie, T. VIII, N9 2 (Rosario, 1939). 



de grado n, en menos de una constante multiplicativa sería, pues. 

1 X x2 ... xn 

1-10 1-11 1-12 •. ·l-1n 
Pn(x) = e 1-11 1-12 1-13 •• ·l-1n+l 

Si ,en [5] dan1,os a s los valor,es 0, 1, 2, ... , n ~ 1, obte­
nemos n ,ecuaciones, de . condición a que dehen satisfaoer los 
coefic1entes ui;' leliminando las' (}Ji !entr,e la. ,ecuación. dada [1] Y 
las n ,ecuaciones lineal'es y homogéneas anteriqr,es, se 'Obtiene la 
¡ecuación 

1 X X2 ... xn 

/--Lo 1-11 1-12 ••• I-1n 
1-11 1-12 1-13 ••• I-1n+1 = o. 

El prim1er miembro de esta ecuación, es un polinomio de. 
grado n ,en x que se anula para los valores Xl' x 2' •••• , Xn , que 
son las raÍoes de la ecuación [1] ; este polinomio que no ,es otro .. 
en m'enos de una constant,e multiplicativa, que el Pn(x) ,escrito en 
forma de detlerminante según [7] les, pues; 'el mismo polinomio [2 J; 
suprüniendola última fila y laúltin1a columna se tiene un poli­
nomio de gr.ado n-I; suprimiendo las dos últimas filas y las dos 
últimas columnas se tiene otro degrado n 2 y así suoesivamen-: 
te, sl!primiendolas n; últimas filas y n últimas columnas queda 
la unidad. Vamos a demostrar que estos n + 1 polinomios, in~ 
cluy,endo el Po(x) = 1, son los que forman el sistema {Pr(x)} 
y que, por tanto, cUlnpl,en la condición [3]. 

Consider,emos ,el par P j( x), Pk( x) con j < k < n. P j( x) 
será una función de la forma ~o +~1 x ... + ~j xi; lescri­
biendo ,en [3] a Pj(x) ,en ,esta forma y a Pk(X) ,en forma, de de­
terminant,e, es inmediato vler que la condición de ortogonalidad 
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se cumpl,e. Resulta 

n. 

~ y i P j ( Xi) PIe (Xi) = 
i=I 

1. Xi 

e ¡..to 
=0 

i=I .•.•.•.....•..........•...•. 

pues el segundo mimnbro se descOlnpone en una suma de j + 1 

deternlinantes de orden k + 1, todos nulos por tener, cada uno 
de 'ellos, la primera fila igual a la 2a., o a la 3a ., ... , o a la 
(j + 1 )-ésima; por tanto, la nulidad, en este caso, está de­
mostrada. 

Si les j = k = 11" la nulidad tmnbién se verifica, pues se 
tiene la SUIna den + 1 detlernlinantes de orden n + 1 todos nu­
los; los n prüu,eros lo son por tener \la primer ,fila igual a una 
de las ,n filas siguientes; :el último tan1hién lo ,es pues, por 
la ley de recurr,encia [6J, tiene la prüner fila que es cOlnbina­
ción lineal, de los n siguientes. 

En camhio, si es j = k < n se verificará 

1t 

~. p2 ( ) _/_ 
..... k Xi -¡- o [8] 
i=I 

Esto resulta, innaediatalnente, siguiendo el prooedimiento 
anterior, pues se tendría unaSUlna de k -1- 1 detern1inantes de 
orden k + 1, de los cuales los k prin1eros serían nulos por tener 
la prüner fila igual a una de las l-c filas siguientes. EL últüno, 
oeternlinante, pasando la primer fila al últüno puesto, podelnos 
escribir lo así: 

~lO ~t1 . '.' ¡..tic 

¡..t1 ~l2 ••• ¡..tk+1 
(- I)lf c ....................... · ..... .. [9J 
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Form,emos" las matrices horizo.ntales sem!ejant,es con n co­
lumnas y k + 1 filas (k + 1 <n) 

1 Í ..• 1 1 Yl Y2 .. yl. Yn 

Xl X 2 •• • Xk Xn Y1X l Y2X 2 .. Yk Xk··. YnXn 

X21 2 , • • X2k X2 " Y1 X2i Y2X2 2 ..• Y/cX2/c ••• Ynx2n X 2 n 
.................................... ............. ' .................. ; ............. 

k Xk k X le y X le y X le ••• l· le" 
X 1 2 •.• X le ... n 1 1 2 2 " Y/cX'/c" • YnX n 

Recordando. la ley del producto por filas de dos matrioes 
horizontal,es semejantes, si lo le:Eectuamo.s ,en este caso, obtene­
mos una matriz cuadrada de .orden k + 1 que, por [4], pode~ 
mos escribir así: 

¡..to '¡..tl ••• ¡..tIc 

¡..tl ¡..t2 .•• ¡..tk-t-l 

cuy:o det'enninant'e, que no es otro que :el [9], es la suma de 
los productos obt,enidos multiplicando '"lo.s determinantes de, or­
den máximo ele cada matriz, por sus ho.mólogos en la o.tra (3). 

Por tanto, el, determinante [9,] ,es igual a una suma de (k+I) 
determinantes de orden k + 1 de la forma 

1:, 1 ... 1 
2 

Xl .. 'Xn 
( - 1)" e Yl ... Yl ... Yn x 2 X2Z •• • X2n 1 

determinantes de Vandermonde "que sólo se anulan si tienen 
elem,entos iguales; por tanto, la nulidad sólo puede verificarse 
si no hay k + 1 raíces desiguales; "pero, por hipótesis,- hay n 
raÍoes desiguales y siendo k < 11, cada ~no de los sumandos ,es 

(3) REY PASTOR, J., Elementos de Análisis Algebraico, 5~ ed., (Madl'id, 
1939), pág. 260. 
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distinto de cero y positivo por s-er ¡un cuadrado. Por consig1.liente, 
el determinante [9] también es distinto de cero y positivo. ,.La 
desigualdad [8] está demostrada. 

SI del polinomio de grado n pasamos al de grado n + 1 I 

escrito len forma de det'erminante, por la ley de recurr,encia [6] 
resulta que la última, fila~s ..combinación lineal de las, n ante­
dorles, por lo cual ,el polin~omio es idénticamente, nulo, y lo 
mismo ocurre con todo polinomio Ps(X) con s> n; luego el 
sistema ,es finito y el último polinomio es el de grado n. 

Por tanto' existe el sistema de polinomios {Pr( x)} que, en 
el conjunto de puntos X V 'X2' ••• , Xn , tienen, r'especto de los 
pesos yi, la siguiente prop:i:edad: ' 

f 

= o si es j =-/= k 
~ . P'( .) P , .) = o si les j = /1; > n ";;;'YL ¡Xl ./c(X l . 

i=I ;'t, 

l1= o si les j = k < n 

que es, precisam'ente, la que tienen los sistemas de polinonlios 
ortogonales ,en conjuntos finit03 de puntos '( 4,). 

Los pesos puedens~r arbitrarios y sean cuales fuerlen los 
que asignemós a ,las n abscisas xi' por lo demostradO:, s'e deduce 
que siempr,e 'existirá un polinomio de grado n, pertenec1ente a 
.un sist,ema ortogonal respecto de lesos pesos, que 'se anulará 'para 
.los' valor,es Xl' X 2' ••• , X~, le.:3 decir, que 'en menO$, de una 
constante multiplicativa, dichos polinomios son todos iguales e 
iguales al polinomio [2]. 

Además, fijados los pesos, el sist'ema ortogonal es único. 
Esto se deduoe, de inmedIato, del hecho que! dadas las n 
abscisas Xi y los n mom,entos, ¡.to, fll' fl2' ... , fln'-v existe una 
única distribución de pesos que, asignados a dichas abscisas .. 
tienen aquellos momentos, pues la determinación de élla re­
sulta de la solución de un sistema de n !ecuaciones lineales no 
homogéneas 'en las n incógnitasYi' sistema que, como 8'e sabe, 
tiene solución única cuando el determinante de los coeficientes 
es distinto de oero, lo que, IEm leste caso, se v,erifica por ser, según 
la hipótesis, Xl =-/= X 2 =-(: ... =-/= Xn. 

("') GASPAR, ·FERNANDO L., Ibídem. 

\ 
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Por tanto, podemos formular el siguiente teorema: 

Toda ecuación algebralca de grado n con 'm raíoesreales, 
Zas múltiples contádas una sola vez (5), define, para cada con­
junto ,<;le' pesos ,asignados 'a dichas raíces, un único sistema de 
polinomios ortogonales en' el con junto de puntOs formado por, 
las ,mismas; los sistemas son finitos y el último polinomio de 
cáda uno ,de ¡ellos es, en menos de una constante lnultiplicativa. 
el mismo, de gr¡(1Jdo m y, precisamente, el que se deduce de 
las m raíces reales y distintas de la ecuación dada. 

,2. -, Es sabido que los polinomios ort~gonales 'en un in­
tervalo Ca, b), finito o infinito, ti,enen todos sus ceros r,ealesy 
distintos; ,entonces, por el teorema ant'erior, existe una co­
rr,espondencia 'entr,e los polinomios de un sistema ortogonal en 
un int'ervalo, y los fsistemas finitos que se deducen 'de cada uno 
de ,ellos, ortogonales en ¡el conjunto de puntos formados por sus 
oeros'. Como, a su vez, los polinomios de un sistema ortogonal 
en un conjunto finito de puntos, tienen todos sus ceros :veales y 
distintos (6) resulta, ,en definitiva, el siguiente t'eorema que es co­
rolario del anterior: 

A cada uno ,de los pdlinomios de gr,ado n, Rn (x), de un 
sist,ema { Rr (x) }, ortogonal en un intervalo (a, b), finito o in­
finito, sea el sistema ponderado o sin ponderar, corresponde 
una sucesión finita de sistemas de polinomios ortogonales. El 

, primer elemen'to de la suoesión está formado' por los sistemas 
cuyo último polinomio es ,de grado n y son ortogonales en el 
con junto de puntos xl' x2' ••• ~ Xn formado por las n raíces 
r,e,ales ,de Rn (x); el segundo elemento de la sucesión está jor-

e mado por los sistelnas cuyo último polin01nio es de gr,(!do n'- 1 

y se deducen del polin01nio ¡de grado n - 1 de cada uno de' los 
sistemas anteriores y así sucesivamente. 

(5) De [4] Y [5] se .ve, inmediatamente, que si hay raíces múltiples la ley 
de recurrencia no es más de orden n sino de orden l < n y entonces, el último 
polimonio del sistema no es ya de grado n sino de grado l; siendo nulos todos 
los siguientes. 

(6) G.A.SP.A.R, FERNANDO L., Sobre algunas series funcionales, Publicaciones 
,de la Fac. de C. Matemáticas, Serie Técnico-científica, NQ 10, (Rosario, 1937), 
pág. 54. (Basta sustituir, en la demostración, J por ~). 
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3. ~ Eri un' trabajo anterior e), hemos demostrado el 
sigui'ente teorema r,elativo a los polinomios .ortogonales ,en un 
inte~valo (a, b) : 

Cada una de las n raíces de un polinomio de grado n, per­
tenecient,e ,a un sistema ortogonal, es una combinación "lineal 
distint,a de los n momentos m 1, m 2 ... , n1n; el cuadr.a.do de 
cada un,ade. es,as raíces, es la misma combinación line,al de los 
II momentos m 2, m g, ••• , llln+v Y así sucesivamente haj;ta la 

. n-ésima potencia de esas raíces, cada una de las cuales es la 
misma combi,wción lineoJ.l de los n m01nentos mn' mn:+v .... 
m;n-l' 

Esas n combinaciones lineales distintas, aplicadas a los n 
momentos mo, mv ... , IDn- v resultan todas iguales a la uni­
~a;d. 

Es decir, que si se tiene un sist'ema de polinomios { Rr( x) ~ 
ortogonal r'especto de una función <p(x) en un intervalo (a, b),. 
finito o infinito y, por tanto, se verifica 

si'endo <p (x) > o 'en (a, b), lns sus momentos definidos así: 

Y Xv x 2' •.• , Xn los oeros de Rn(x), existen n combinaciones li- . 
neal'es distintas tales que, designando sus coeficientes por 

... , l n ; ... , 

(1) Ibidem, pág. 34. 
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y, además,' 

=xn 

k1m 2 + k 2m g + ... + knmn+l = x2n 

1 
kllnl + k 2m 2 + ... + knmn 

k1mn +k2mn+l + ... +kll m 2n- 1 =xnn 

Ahora bien, por tener Rn (x) sus n ceros real'es y distintos, 
exist'en, por lo demostrado, infinitos sist'emas {P r( x) ~ orto­
gonal'es en ¡él conjunto de puntos Xv x 2' ... , x n , que forman 
esos ceros (que también son los de los polinomios de grado n 
de dichos sistemas), siendo ,estos sist'emas finitos y 'el último po­
linomio de cada uno de ,ellos ,el de grado n. Estos polinomios 
de grado n pueden s'er sienlpre escritos mI forma de deternli-: 
nante según [7], determinantes que se anularán cuando, en su 
primera fila, ,en vlez de las potencias sucesivas de x, se pongan 
las pot,encias suoesivas de Xv o de x 2' ... , o de x n , pero, 
por la o~nocida propiedad de los determinantes, cuando un de­
terminante les nulo, una línea ,es combinación lineal de las 
otras. En 'el determinante [7], que ,es de orden n + 1, las n 
filas siguientes a la primera, son independientes entre sÍ, por-' 
que si no d polinomio sería idénticamente nulo, por lo tanto .. 
es la prüner fila la que resulta' combinación lineal de las 
demás, cuando se ha sustituí do en ella, ,en lugar de laa poten-
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cias suoesivas de x, las pot'encias sucesivas de los oer~s del po-
limonioo ; 

Com.o hay n oeros distintos, hay n combinaciones lineales 
distintas y llamando a l.os coeficientes de cada una d~ ellas por 

se t,endrá,' ,en forma análoga a la anterior, el siguiente siste.ma 
de igualdades: 

¡ 11 1-'-0+12 Ml + o o o +In I-'-n-l = I 

Al 1-'-0 + A2 1-'-1 + o •• + An I-'-n-l = I 

i~ .~";+ ~~"~~"""" +": "." "o" +" i~"~~~~"""" "~ ..... 

¡ ~ :,~,:; ~:,~:", t,: ,:,; ~:, ~::'"" , ,:~'.' 
. 11 I-'-n +12 I-'-n+l + ... +In 1-'-2n-l =xn

1 

r I I] 
~L 

Com.o ,existen infinitos sistemas de polinomios ortogonales 
en 'el conjunto de puntos Xv x 2, •.• , Xn, ¡existirán infinitos sis­
temas de igualdades [I I] cuyos primeros miembros son iguales 
,entre sí 'e iguales a los primeros mi'embros de las igualdades [ lO]. 



UN PROGRESO' EN LA TEORIA ELEMENTAL 
DE LAS SUPERFICIES CURVAS 

Por ROBERTO FRUCHT 

Es sabido. que la teo.ría clásica de las superficies curvas 
del espacio. 'euclidiano de tres dimensiones se basa en la co.nsi": 
deración de dos «tensores (o. formas cuadráticas) fundamen­
tales}) y sus invariantes. 

El primer tenso.r fundamental mide el cuadrado. de la dis­
tancia ,entre do.s puntos «infinitamente vecino.s}) de la super­
fide: 

ds~=Edu2+ 2 Fdudv+ Gdv2, 

siendo. u y v co.o.rdenadas curvilíneas cualesquiera eh la super­
ficie; d segundo. tenso.r, que escribimo.s -(siguiendo. a Blasch­
ke (1) 'en la fo.rma: L du2 + 2 M du dv + N dv2, se obtiene po.r 
ejemplo. cuandó se co.nsidera, ,en un punto. de la superficie y en 
una dir,ección du : dv que pasa po.r él, la curvatura de la «sec­
ción no.rmal}), siendo. ,esta curvatura' igual al co.ciente de ,las do.s 
«fo.rmas cuadráticas fundam-entales}): 

I _ Ldu2+2Mdudv+Ndv2 

R - Bdu2+2Fdudv+Gdv2 . 

Con lo.s 6 co.eficientes E, F, G, L, ]J.l, N que, pDr 'supues­
to., so.n funcio.nes de u y v, ,se pueden calcular, en cada punto. 
de la superficie, do.s impDrtantísimos invariantes, la curvatura 
de Gauss: 

(1) Véase el capítulo "Anfangsgruende del' Flaechentheorie" en el libro 
de· W.' -Bi'~schke: "Vorlesungen neb~r 'Differentialgeometrie 1: Ele;mental'e 
Diffel'entialgeoÍlú~h:ie'" (3'" edición; Berlín 1930). 
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LN-M2 
K= EG~F2 

(que se anula para superficies desarrollables), y la curvatura 
media: 

(4) 11 _ EN-2FM+GL 
~ 2 (EG-F2) . 

(que se al1:ula para las superficies mínimas). 

P,ero esos 6 coeficientes no son funciones completam,ente· 
independientes entre sÍ. Es un resultado célebre (dhéorema. 
egr,egium ») de Gauss' que la curvatura [{ 'se puede lexpresar 
también en función sólo. de E~ F~ G~ Y sus derivadas parciales, 
hasta el 20 ., orden, p . .e. en la forma (1): 

(5) [{ ~ 

1 
F1J- ~GIl 
~G 
2 v 

o ~E 
2 v 

~E 
2 v E 

~G 
2 u F 

E 

F 

~G 
2 n 

F 

G 

F 

G 

En otras palabras, L, M, N no son completam·ente indepen-· 
. di'entes de E~ F~ G~ puesto que la expresión LN - M2, en vir-· 
tud de la relación (3), es función de E~ F, G Y sus derivadas: 

(6) LN - M2= (EG - F2)I{, 

usando la letra [{ ahora como abreviación para el segundo 
mi'embro de la fórmula (5). 

Hay otra interdependencia más entre los 2 tensores funda­
m-entaJes de una superficie: las llamadas ecuaciones de Co-
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aL oM oM oN 
dazzi p'ermiten 'expresar las diferencias ---- y -----

OV oa VV VU 

en función de E, F, G {y ·sus derivadas) y de L, M, N nlÍs­
mas; se pueden escribir ¡en la forma (1) : 

E 
oE' 
-L oa 

(7) 
aL ojlf (~_ oF) H 1 oF 
ov -Tu= ov oa 2 (EG-F2) F ~ !JI 

G 
oG 

N oa 

E 
oE 

L ov 
o lJ( 'oN ( oF oG . 1 oF 

(8) ~-Tri= ~-~) H - 2 (EG-F2) F -111 ov 

G 
oG -N ov 

«No hay otra interdependencia 'entre los dos tensores fu n­
damental'es, fuera de las expresadas por las identidades (6), 
( 7 ), .( 8)) dioen los textos de ge01ll'etría diferencial. Nada di­
oen, por lo general, sobre l~ curvatura I11edia Hen función de 
E, F, G y sus ,derivadas" aunque se presenta aquí casi espon­
tánealll'el1te 'el siguiente problel11a nluy interesante: ¿Dado el 
t,ensor (1) de una superficie, puede H ser una función cual­
quiera, o es la curvatura I11edia tanlbién una función bien 
deterl11inada de. E, F, G y sus derivadas - tal C01110 es el 
caso de la curvatura de Gauss en virtud de la identidad (5)? 

Par'ece que ,este problema no ha sido tratadO' ell la gieo­
metría difer·encial clásica y que la respuesta ha sido dada, por 
prinlera vez, 'en un trabajo del yugoslavo A. Vakselj (2) (tra­
bajo que oontiene tal11bién otras contribuciones interesantes a 
la t,eorÍa de las superficies). IndependientClll'ent'e de Vakselj 
(y sin conooer su publicación), algunos años I11ás tarde ha tra­
tado el InisnlO problema el nortealll'ericanoH. W. Alexander, 

(2) A. VAKSELJ: "Beitmege Z1W Flaeohentheorie ", Math.Zeitschrift, Bde 
38, Heft B (Berlín 1934). 


