SOBRE UNA PROPIEDAD DE LAS ECUACIONES
ALGEBRAICAS CON RAICES REALES

Por FERNANDO L. GASPAR

1. — Sea la ecuacién

a0 T4 2?4, " =0 , (1)

y sean &y, %y, ..., Zn, Sus n raices supuestas distintas 'y reales."

Vamos a demostrar que existen infinitos sistemas de poli-
nomios ortogonales en el conjunto de puntos z;, zy ..., Zn.
formado por dichas raices, que todos estos sistemas son finitos,
que el dltimo polinomio de cada uno de ellos es de grado n,
y que es el mismo, siendo, en menos de una constante multi-
plicativa, el polinomio

YOy 0y &y 22 . - o 2™ [2]

que tiene, precisamente, aquellos ceros.

En efecto; asignemos n pesos y; (llamados también ponde-
raciones o frecuencias) en los puntos de abscisas z; y sea
{P.(z)} un sistema de polinomios, ortogonal en ese conjunto
de puntos respecto de los pesos y;, cuya existencia vamos a de-
mostrar; por tanto, deberd verificarse

3y,Pj (@) Pe(a)—o  (jk) 3]

=I

Si z, %5, ..., z, son los ceros del polinomio [2] es

n
= (wpf oy @i+ ..o z) =0

i=I
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por la nulidad de cada uno de los sumandos; por la misma
razon, es

n
2 yi(ogFo x4 . Fax) =0 (s=o0,1,2,...)

i=1x

Llamando pu; a los momentos de los pesos y; es

pe== y;af [4]

i=I

Por tanto, resulta
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de donde, la formula de recurrencia de orden n

Bsfn == — -é; (0’0 Mg + Oy Moty + s + n—1 f-“s-}-n—l) [6]

que expresa los momentos p, como combinacién lineal de los
n anteriores; los coeficientes de la combinacion lineal son
los n primeros coeficientes del polinomio [2], ordenado segin
las potencias crecientes de x, divididos por el coeficiente de z™.

En el caso particular de que no exista -ponderacion, esta
recurrencia resulta inmediatamente como aplicacién del cono-
cido teorema de algebra, relativo a las propiedades de las fun-
ciones simétricas enteras de las raices de una ecuacion alge-
braica ().

Ahora bien; si existe el sistema {P,(x)} ortogonal res-
pecto de los pesos yi, en el conjunto de puntos xy, @y, ..., Ty,
los polinomios que lo forman pueden ser siempre escritos en
forma de determinante, en funcién de los momentos p(2); el

(*) REY PAsTOR, J,, Lecciones de Algebra, 2* ed., (Madrid, 1935), pag. 153.

(*) GAsPAR, FErNANDO L., Sobre la finitud de los sistemas de polinomios or-
togonales en dominio discontinuo y la ley de recurremcia que la define. Rev. de
la Fae. de C. Econ. 32 serie, T. VIII, N° 2 (Rosario, 1939).
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de grado n, en menos de una constante multiplicativa serfa, pues.

I xr x2 ...x"
MO My Mo B )
Pyz)=c|u My M3 ...k | (c=constante) [7]

Si en [b] damos a s los valores o, 1, 2, ..., n— 1, oble-
nemos n ecuaciones de condicion a que deben satisfacer los
coeficientes «;; eliminando las «; entre la ecuaciéon dada [1] y
las n ecuaciones lineales y homogéneas anteriores, se obtiene la
ecuacion )

I x x? xn
Mo My Mo Mn ,
B Mg Mg «Mnty | =0

El primer miembro de esta ecuacién, es un polinomio de .
grado n en z que se anula para los valores zy, x,, ...., z,, que
son las raices de la ecuacion [1]; este polinomio que no es otro,
en menos de una constante multiplicativa, que el P,(x) escrito en
forma de determinante segtin [7]es, pues; el mismo polinomio[2];
suprimiendo la altima fila y la dltima columna se tiene un poli-
nomio de grado n—1; suprimiendo las dos Gltimas filas y las dos
altimas columnas se tiene otro de grado n— 2 y asi sucesivamen-—
te, suprimiendo las n' dltimas filas y n ultimas columnas queda
la unidad. Vamos a demostrar que estos n--1 polinomios, in-
cluyendo el Py(x) =1, son los que forman el sistema {Pr(x)}
y que, por tanto, cumplen la condicién [3].

Consideremos el par Pj(x), Pr(z) con j<k=<n. Pjx)
serd una funcién de la forma By,--B,z-...-Bjal; escri-
biendo en [3] a Pj(x) en esta forma y a Pr(x) en forma de de-
terminante, es inmediato ver que la condicién de ortogonalidad
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se cumple. Resulta

=y Pj(z) P (z) =

i=1

I ik
i oo M
el M BBt LB | =0
MWhe—y B v .. Mop—g

pues el segundo miembro se descompone en una suma de j—1
determinantes de orden k- 1, todos nulos por tener, cada uno
de ellos, la primera fila igual ala 22, 0ala 32.,...,0a la
(j+ 1)-ésima; por tanto, la nulidad, en este caso, estd de-
mostrada. .

Si es j=k=n, la nulidad también se verifica, pues se
tiene la suma de n-+ 1 determinantes de orden n -1 todos nu-
los; los n primeros lo son por tener la primer fila igual a una
de las n filas siguientes; €l ltimo también lo es pues, por
la ley de recurrencia [6], tiene la primer fila que es combina-
cion lineal de los n siguientes.

En cambio, si es j=k<n se verificara

2 P} (m) 0 [8]

i==I

Esto resulta, inmediatamente, siguiendo el procedimiento
anterior, pues se tendria una suma de k-1 determinantes de
orden k-1, de los cuales los k primeros serian nulos por tener
la primer fila igual a una de las k filas siguientes. El. altimo
determinante, pasando la primer fila al Gltimo puesto, podemos
escribirlo asi:

~ Mo My e
. My o Mg o - Bty
<_ I)n" C v [9]
MWie—y MKl Map—1
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Formemos las matrices horizontales semejantes con n co-
lumnas y k-1 filas (k-+1=<n)

I 1 N ces I yl y2 ...yk ...yn

T, Ty ... TE ... Tn Y1%y Yo%a v Vi Th . Yn¥n
x2, w2, .3 ... 22, V1% ¥ox2 T YL T2 22,
IR Bt s e -
ohy ahy ah L ak, RECATI AP (K, P

Recordando la ley del producto por filas de dos matrices
horizontales semejantes, si lo efectuamos en este caso, obtene-
mos una matriz cuadrada de orden k-1 que, por [4], pode-
mos escribir asi:

cuyo determinante, que no es otro que el [g], es la suma de
los productos obtenidos multiplicando ‘los determinantes de or-
den maximo de cada matriz, por sus homoélogos en la otra (3).

. . n
Por tanto, el. determinante [9] es igual a una suma de (k _i_I)

determinantes de orden k- 1 de la forma

1 I
. xy .y Zp
(—1)cys -y -y x2, %2 2,
2.k, 7

determinantes de Vandermonde que s6lo se anulan si tienen
elementos iguales; por tanto, la nulidad s6lo puede verificarse
si no hay k-1 raices desiguales; pero, por hipétesis, hay n
raices desiguales y siendo k< n, cada uno de los sumandos es

(®*) Rey PASTOR, J., Elementos de Andlisis Algebraico, 5% ed., (Madrid,
1939), pag. 260. ‘
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distinto de cero y positivo por ser.un cuadrado. Por consiguiente,
el determinante [g] también es distinto de cero y positivo. La
desigualdad [8] estd demostrada.

Si del polinomio de grado n pasamos al de grado n-1,
escrito en forma de determinante, por la ley de recurrencia [6]
resulta que la altima fila es combinacion lineal de las n ante-
riores, por lo cual el polinomio es idénticamente nulo y lo
mismo ocurre con todo polinomio Py(z) con s>n; luego el
sistema es finito y el Gltimo polinomio es el de grado n.

Por tanto existe el sistema de polinomios {Pr(z)} que, en
el conjunto de puntos zy, ,, ..., %, tienen, respecto de los
pesos i, la siguiente propiedad:

=osies jok
n * s
3y, Pi(x;) Pi(x;) =osies j=k=n
- .
[F-osies j=k<n )
que es, precisamente, la que tienen los sistemas de polinomios
ortogonales en conjuntos finitos de puntos (4).

Los pesos pueden ser arbitrarios y sean cuales fueren los
que asignemos a las n abscisas z;, por lo demostrado, se deduce
que siempre existird un polinomio de grado n, perteneciente a
un sistema ortogonal respecto de esos pesos, que se anulara para
los valores x,, x,, ..., xp, es decir, que en menos de una
constante multiplicativa, dichos polinomios son todos iguales e
iguales al polinomio [2].

Ademas, fijados los pesos, el sistema ortogonal es tnico.
Esto se deduce, de inmediato, del hecho que, dadas las n
abscisas «i y los n momentos, pg, iy, Mg, ..., Mn—y, exXiste una
tnica distribucién de pesos que, asignados a dichas abscisas,
tienen aquellos momentos, pues la determinacion de ella re-
sulta de la solucién de un sistema de n ecuaciones lineales no
homogéneas en las n incognitas y;, sistema que, como se sabe,
tiene solucién Gnica cuando el determinante de los coeficientes
es distinto de cero, lo que, en este caso, se verifica por ser, segan
la hipotesis, x, /=2, ... 7= 2n.

() GASPAR, FErNANDO L., Ibidem.
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Por tanto, podemos formular el siguiente teorema:

Toda ecuacion algebraica de grado n con 'm raices reales,
las multiples contadas una sola vez (5), define, para cada con-
junto de pesos asignados a dichas raices, un tnico sistema de
polinomios ortogonales en el conjunto de puntos formado por
las mismas; los sistemas son finitos y el ultimo polinomio de
cada uno de ellos es, en menos de una constante multiplicativa,
el mismo, de grado m vy, precisamente, el que se deduce de
las m raices reales y distintas de la ecuacién dada.

2. — Es sabido que los polinomios ortogonales en un in-
tervalo (a,b), finito o infinito, tienen todos sus ceros reales y
distintos; entonces, por el teorema anterior, existe una co-
rrespondencia entre los polinomios de un sistema ortogonal en
un intervalo, y los sistemas finitos que se deducen ‘de cada uno
de ellos, ortogonales en el conjunto de puntos formados por sus
ceros. Como, a su vez, los polinomios dé un sistema ortogonal
en un conjunto finito de puntos, tienen todos sus ceros reales y
distintos () resulta, en definitiva, el siguiente teorema que es co-
rolario del anterior:

A cada uno de los polinomios de grado n, R, (x), de un
sistema {Rr (x) }, ortogonal en un intervalo (a, b), finito o in-
finito, sea el sistema ponderado o sin ponderar, corresponde
una sucesion fmzta de sistemas de polinomios ortogonales. El
primer elemento de la sucesion estd formado por los sistemas
cuyo ultimo polinomio es de grado n y son ortogonales en el
conjunto de puntos Xy, Xy, .... X, formado por las n raices
reales de R, (x); el sequndo elemento de la sucesion estd for-
mado por los sistemas cuyo ultimo polinomio es de grado n— 1
y se deducen del polinomio ide grado n — 1 de cada uno de los
sistemas anteriores y ast sucesivamente.

(®) De [4] y [5] se ve, inmediatamente, que si hay raices mialtiples la ley
de recurrencia no es mis de orden n sino de orden I < m y entonces, el tltimo
polimonio del sistema no ‘es ya de grado n sino de grado I; siendo nulos todos
los siguientes.

(°) Gaspar, FErNANDO L., Sobre algunas series fumcionales, Publicaciones
de la Fac. de C. Matematicas, Serie Técnico-cientifica, N? 10, (Rosario, 1937),
pag. 54. (Basta sustitnir, en la demostracién, [ por X).



3. — En un trabajo anterior (7), hemos demostrado el
siguiente teorema relativo a los polinomios ortogonales en un
intervalo (a,b):

Cada una de las n raices de un polinomio de grado n, per-
teneciente a un sistema ortogonal, es una combinacion lineal
distinta de los n momenlos m;, m, ..., my; el cuadrado de
cada una de esas raices, es la misma combinacion lineal de los
n momentos my, mg, ..., Myly, y asi sucesivamente hasta la
n-ésima potencia de esas raices, cada una de las cuales es la
misma combinacién lineal de los n momentos my, mpt,, ....
ménwl’

Esas n combinaciones lineales distintas, aplicadas a los n
momentos my, my, ..., m,_4, resultan todas iguales a la uni-
dad.

Es decir, que si se tiene un sistema de polinomios | r(x)}
ortogonal respecto de una funciéon ¢(z) en un 1ntervalo (a,b).
finito o infinito y, por tanto, se verifica

'

Izo sies jo-k

/ZN@ Rj() Biu(w) d= lr/:o sies j=Fh

siendo ¢(z)=o0 en (a,b), m, sus momentos definidos asi:

b
ms=fq: () xf da

Yy @y, Ty, ..., %, los ceros de Rn(z), existen n combinaciones li-
neales distintas tales que, designando sus coeficientes por

ll’ lz, “ e ey ln; jl’ jz, v ay jn; ...; kl’ ]{2, “ v ey kn

se verifica

(") Ibidem, pig. 34.
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Limg +1lmy ... 4 Lim,y =1
JiMo +Jemy ..o jaMpy =1

Imy +lomy —+...4+lim, =ux
Limg +lmg .. lmyy, =22

limn -+ lgmn—i—1 + A lmey . =27 [10]

Jimy Fjemy . jam, =Ty
Jimg — Jams T+ T S, =27

kymy 4kym, ...+ km, =
kymg +komg A Emgy — a2,

klmn + k2mn+1 +..F knm2n—1 ="

Ahora bien, por tener R,(x) sus n ceros reales y distintos,
existen, por lo demostrado, infinitos sistemas {P,(w)} orto-
gonales en €l conjunto de puntos zy, x,, ..., %, que forman
esos ceros (que también son los de los polinomios de grado n
de dichos sistemas), siendo estos sistemas finitosyel altimo po-
linomio de cada uno de ellos el de grado n. Estos polinomios
de grado n pueden ser siempre escritos en forma de determi-
nante segun [7], determinantes que se anularan cuando, en su
primera fila, en vez de las potencias sucesivas de x, se pongan
las potencias sucesivas de z,, o de z, ..., o de z,, pero,
por la conocida propiedad de los determinantes, cuando un de-
terminante es nulo, una linea es combinaciéon lineal de las
otras. En el determinante [7], que es de orden n-1, las n
filas siguientes a la primera, son independientes entre si, por-
que si no el polinomio seria idénticamente nulo, por lo tanto,
es la primer fila la que resulta combinacién lineal de las
demas, cuando se ha sustituido en ella, en lugar de las poten-
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cias sucesivas de , las potencias sucesivas de los cergs del po-
limonio.
Como hay n ceros dlstmtos hay n combinaciones lineales
distintas y llamando a los coeficientes de cada una dé ellas por
!

Yis Yoo -+ s Yni Mo Ngs «vs Mag oo ons &, &gy o, B,

se tendra, en forma analoga a la anterior, el siguiente sistema
de igualdades:

Yibot+Yely oo Yappg =1
MbotAgby A A Mappg =1
EipotEam +.. FEapp =1
YibiFYebe A FYapn =y

YiMe Yo ls ..o Yn gy =2

e B Y Bk g - - Yo Ban—y =27y

.
)\1H1+)\ZM2 +'-'+)\n“n =% -+
MpgtAobg Ao Ng gy =12,

i F8&uy ... FEpm =z,
E1P°“|‘£2P‘3 +'-'+Enun+.1:w2n

& Mn+ Bobntit oo Epbron—y =2 §

Como existen infinitos sistemas de polinomios ortogonales
en el conjunto de puntos z;, x,, ..., %n, existirAn infinitos sis-
temas de igualdades [11] cuyos primeros miembros son iguales
entre si e iguales a los primeros miembros de lasigualdades[10].



UN PROGRESO EN LA TEORIA ELEMENTAL
DE LAS SUPERFICIES GURVAS

Por ROBERTO FRUCHT

Es sabido que la teoria clasica de las superficies curvas
del espacio euclidiano de tres dimensiones se basa en la consi-
deracion de dos «tensores (o formas cuadraticas) fundamen-
tales» y sus invariantes.

El primer tensor fundamental mide el cuadrado de la dis-
tancia entre dos puntos cinfinitamente vecinos» de la super-
ficie:

(1) ds2=FEdu?+ 2 Fdudv | Gdv?,

siendo u y v coordenadas curvilineas cualesquiera en la super-
ficie; el segundo tensor, que escribimos (siguiendo a Blasch-
ke (1) en la forma: Ldu?- 2 M dudv- N dv? se obtiene por
ejemplo cuando sé considera, en un punto de la superficie y en
una direccion du : dv que pasa por él, la curvatura de la «sec-
cién normaly, siendo esta curvatura igual al cociente de las dos
«formas cuadraticas fundamentales»:

1 _ Ldu?-aMdudv{-Ndv®
(2) R Edu?t-oFdudv-+Gdv? -

Con los 6 coeficientes E, F, G, L, M, N que, por supues-
to, son funciones de u y v, se pueden calcular, en cada punto
de la superficie, dos importantisimos invariantes, la curvatura
de Gauss:

(*) Véase el capitulo ‘‘Anfangsgruende der Flaechentheorie’’ en el libro
de W. Blaschke: ‘‘Vorlesungen ueber Differentialgeometrie I: Elementave
Differentialgeometrie’’ (3 edicién, Berlin 1930).
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LN—M?
(3) K= pr—pm EG—F2

(que se anula para superficies desarrollables), y la curvatura
media:

EN— 2FM-+-GL
(4) H= =" Fc—F%

(que se anula para las superficies minimas).

Pero esos 6 coeficientes no son funciones completamente
independientes entre si. Es un resultado célebre («théorema
egregium») de Gauss que la curvatura K se puede expresar
también en funcion sélo de E, F, G, y sus derivadas parciales.
hasta el 20. orden, p. e. en la forma (1):

(5) K= :
- %Gu u+Fuv_";—Evvs %Eu: F(z—%Ev
I I » .
(EG_F2)2 F’U— ?Glt E F
+ Gy F G
I I
) _.‘E'E" TG
| LE, E F
2
LG, F G
| 2

En otras palabras, L, M, N no son completamente indepen-
dientes de E, F, G, puesto que la expresion LN — M2, en vir-
tud de la relacién (3), es funciéon de E, F, G y sus derivadas:

(6) LN — M?—= (EG — F2)K,

usando la letra K ahora como abreviacién para el segundo
miembro de la férmula (5).

Hay otra interdependencia mas entre los 2 tensores funda-
mentales de una superficie: las llamadas ecuaciones de Co-




. . . . oL oM oM N
dazzi permiten expresar las diferencias S —ou Y 0 om
en funcion de E, F, G (y sus derivadas) y de L, M, N mis-
mas; se pueden escribir en la forma (1):

0
5 L
u
oL oM ,E  OF r oF
(7) Tv“‘—aﬁz(ﬁ_ﬁﬁ)ﬂ.méw(}—-ﬁ) F oM
G Z—G— N
u
o
E 5 L
oM N oF oG I oF _
(8) Tv“mz(b‘;_ﬁ)ﬂ“zw—a_m) F 5y M
L
v

«No hay otra interdependencia entre los dos tensores fun-
damentales, fuera de las expresadas por las identidades (6),
(7), (8)» dicen los textos de geometria diferencial. Nada di-
cen, por lo general, sobre la curvatura media H en funcion de
E, F, G y sus (derivadas, aunque se presenta aqui casi espon-
taneamente el siguiente problema muy interesante: ¢Dado el
tensor (1) de una superficie, puede H ser una funcién cual-
quiera, o es la curvatura media también una funcién bien
determinada de E, F, G y sus derivadas — tal como es el
caso de la curvatura de Gauss en virtud de la identidad (5)?

Parece que este problema no ha sido tratado en la geo-
metria diferencial clasica y que la respuesta ha sido dada, por
primera vez, en un trabajo del yugoslavo A. Vakselj (%) (tra-
bajo que contiene también otras contribuciones interesantes a
la teoria de las superficies). Independientemente de Vakselj
(y sin conocer su publicacién), algunos afios méas tarde ha tra-
tado el mismo problema el norteamericano H. W. Alexander,

(®) A. VARSELJ: ‘‘Beitraege zur Flaechentheorie’’, Math. Zeitschrift, Bde
38, Heft 3 (Berlin 1934).



