
CURVA DE CONTACTO DE UN CONOIDE 
CON LA SUPERFICIE DIRECTRIZ 

(Tema N'-' 13, Vol. VII, pág. 27) 

Entre los tmnas de estudio propuestos en números ante,... 
riores, figura con el No. 13, éste del Prof. Rosell Soler: 
Co.nstruir la tangente en cada uno de sus puntos a la curva de 
contacto de una espera con el conoid.e circunscripto definido 
por una directriz rectilínea exterior y la recta irnpropia del 
plano perpendicular a ésta. Generalización. 

Para construir efectivaJnente la curva de contacto pedida, 
es cómodo considerar planos perpendiculares a la directriz 
rectilínea del conoide, planos que cortarán a la ~superficie ·esfé­
rica según círculos 111:enOres. Tendrelnos así en uno de ,estos 
planos, una circunferencia 111enor, y la traza de dicha direc­
triz; las dos rectas tangentes desde esta traza a la circunferen­
cia,· pertenecen al conoide circunscripto a la esfera, y los dos 
puntos de tangencia pertenecen a la curva ele contacto de alnbas 
superficies. Por tanto, para cada sección se tiene un par de 
puntos de la curva de contacto. Puede observarse que siendo 
recto el ángulo de la recta tangente a la circunferencia lnenor 
desde la traza de la directriz, y el radio, los puntos de la curva 
en cuestión pueden considerarse COlno detenninados por la in­
térsección de la esfera con .una superficie cilíndrica, de radio 
igual a la 11litad de la distancia entre 'el centro de la 'esfera ,y¡ 
la directriz, siendo· su eje paralelo a esta últin1a y coplanar con 
la lnislna y el centro de la esfera. 

Para deterlninar ahora la recta tangente en cada punto 
de la curva de contacto del conoide con la esfera (o de inters,ec-. 
ción del cilindro con la 'esfera), basta trazar en un punto de la 
mislna ,el plano tangente a la 'esfera, que queda debenninado por 
dos r,ectas tangentes, por ejemplo a la circunferencia lnenor 
que nos delern1inaba un punto de la curva de contacto, y a· un 
círculo lnáximo cualquiera que pase por 'el punto de dicha cur­
va, y otro plano tangente al cilindro de intersección, en el 
111ismo punto, plano éste que puede determinarse por la gene­
ratriz del cilindro, que pasa por el punto, y la tangente ,a la . 
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secclOn norlnal 'en ,el mismo: La intersección· de lestos dos pla­
nos) determina la recta tangente pedida. 

El procedimiento puede ser generalizado, siendo aplicabl~ a 
curvas de contacto determinadas suponiendo cualquier superfi­
cie de revolución, en vez de lesferas, con la condición que ~a 
g,eneratriz sea una curva continua, y que admita tangentes len 
todos ¡BUS puntos. 

Para construir geOlnétricaluente la r,ecta pedida, es cónlOdo 
usar la r,epresentación Mong'e, 'en que las tang,entes a las seccio­
nes que intervienen en el razonamiento, se reducen, en el caso 
de la esfera, a trazar tang,ent.es a circunferencias. 

El problema se resuelve también fácihnente ,en forma ana­
lítica. Para ,ello representarmnos la curva de contacto del co­
noide y la esfera en c()ordenada3 esféricas. A tal ¡efecto, t0111a­
mDS ~en la esfera, cuyo radio indicar'emos con R, el. plano del 
,ecuador nonnal a la directriz rectilínea del conoide, y fijanlos 
un 111eridiano cualquiera' conlO origen de longitudes, por C01110-
die/ad ,el cletenninado por el plano nornlal al plano de la direc­
triz rectilínea y ¡el centro de la esfera. Indicando con -&, cp las 
ooordenadas (latitud y longitud) de un punto de la curva de 
contacto, ,se tiene (Hg. 1), que fijado .s., tenenlos una sección 
paralela de la esf'era; y cp queda determinado por la longitud del 
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Fig. 1 
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punto de tangencia de la. g:eneratriz del conoide en ese plano, 
¡en lel que se tiene 

y ¡en lel triángulo PQS 

o sea 

P =Rcos& 

sen cp 
Rcos& 

a 

R008& 
cp = arcsen 

a 

\ecuación de la curva de contacto. 

(l) 

Para cada punto de la curva (l), se puede determinar la_~ 

dirección de la tangente por :el ángulo que forma con la tan­

g.ente al meridiano de la :esfera que pasa por el punto. D,esig .... 
nando con a, este ángulo, para un incremento d& del ángulo 

& se tiene un nuevo punto de la curva, sea P', al que cOf'res-' 

ponden las coordenadas (& + d&; cp + dcp), y considerando el 
triángulo ¡equiparable a un triángulo rectángulo plano que se 

forma len la superficie esférica y uno de cuyos lados es P p'." 
siendo los otros dos parte del meridiano que pasa por P', de 
m,edida Rd&, Y parte del paralelo por P, de medida R cos &dcp, 

s'e tiene 

R cos & dcp dcp 
tg a = Rd& =008&. d& 

y teniendo len cuenta (1), 

-Rs·en& cos& 
a, = arc . tg -y . 

'a2 - R2 cos2& 
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DH igual manera se resolvería el problema analíticamente, 
si len vez de una· superficie esférica se tratara de una superficie 
de revolución (fig. 2). 

Fig. 2 

..Jl.J.t._. 
~.-. 

. --. \ 

Fijado como origen de 'Ordenadas un punto sobre el eJe 
de esta superficie, sea 

p=p (h) 

la lecuaClOn de la seCClOn lneridiana. Utilizando el luismosim­
bolismo que para la esfera se tiene, 

cp = arc . sen ~ 
~ 

y siendo, como antes, a, el ángulo de la tangente en el punto 
de la curva de· contacto de la superficie con el conoide cir­
cunscripto y la sección meridiana que pasa por dicho punto, 
se tiene, repitiendo el razonamiento anterior 
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tg Cfj= p dcp 
dSI 

siendo ds la diferencial del arco de la sección m,eridiana de 
la ,superficie de revolución. Luego 

o sea 

En .el caso particular de la :esf,era, se tendría 

, h 
p = - -;:'y R~2 =h=-2 

y por consiguiente, haciendo operaciones y poniendo R2 - h2 = 
= R2 oos2 &, queda 

-Rsen&cos& 
(j, = arc . tg -;==:::=:::=== ya2 - R2 00S2.& 

que coincide con la hallada directam,ente. 

Eduardo Gaspar 


