CURVA DE CONTACTO DE UN CONOIDE
CON LA SUPERFICIE DIRECTRIZ

(Tema N¢ 13, Vol. VII, pag. 27)

Entre los temas de estudio propuestos en némeros ante-
riores, figura con el No. 13, éste del Prof. Rosell Soler:
Construir la tangente en cada uno de sus puntos a la curva de
contacto de una esfera con el conoide circunscripto definido
por una directriz rectilinea exterior y la recta impropia del
plano perpendicular a ésta. Generalizacidn.

Para construir efectivamente la curva de contacto pedida,
es comodo considerar planos perpendiculares a la direciriz
rectilinea del conoide, planos que cortardn a la‘superficie esfé-
rica segtin circulos menores. Tendremos asi en uno de estos
planos, una circunferencia menor, y la traza de dicha direc-
triz; las dos rectas tangentes desde esta traza a la circunferen-
cia, pertenecen al conoide circunscripto a la esfera, y los dos
puntos de tangencia pertenecen a la curva de contacto de ambas
superficies. Por tanto, para cada seccién se tiene un par de
puntos de la curva de contacto. Puede observarse que siendo
recto el angulo de la recta tangente a la circunferencia menor
desde la traza de la directriz, y el radio, los puntos de la curva
en cuestion pueden considerarse como determinados por la in-
térseccion de la esfera con una superficie cilindrica, de radio
igual a la mitad de la distancia entre el centro de la esfera .y;
la directriz, siendo su eje paralelo a esta Gltima y coplanar con
la misma y el centro de la esfera.

Para determinar ahora la recta tangente en cada punto

de la curva de contacto del conoide con la esfera (o de intersec-.

cién del cilindro con la esfera), basta trazar en un punto de la
misma el plano tangente a la esfera, que queda determinado por
dos rectas tangentes, por ejemplo a la circunferencia menor
que nos determinaba un punto de la curva de contacto, y a un
circulo méaximo cualquiera que pase por el punto de dicha cur-
va, y otro plano tangente al cilindro de intersecciéon, en el
mismo punto, plano éste que puede determinarse por la gene-

ratriz del cilindro, que pasa por el punto, y la tangente a la -
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seccion normal en el mismo. La interseccion de estos dos pla-
nos, determina la recta tangente pedida.

El procedimiento puede ser generalizado, siendo aplicable a
curvas de contacto determinadas suponiendo cualquier superfi-
cie de revolucion, en vez de esferas, con la condicién que la
generairiz sea una curva continua, y que admita tangentes en
todos sus puntos.

Para construir geométricamente la recta pedida, es coémodo
usar la representacion Monge, en que las tangentes a las seccio-
nes que intervienen en el razonamiento, se reducen, en el caso
de la esfera, a trazar tangentes a circunferencias.

El problema se resuelve también facilmente en forma ana-
litica. Para ello representaremos la curva de contacto del co-
noide y la esfera en coordenadas esféricas. A tal efecto, toma-
mos en la esfera, cuyo radio indicaremos con R, el plano del
ecuador normal a la directriz rectilinea del conoide, y fijamos
un meridiano cualquiera como origen de longitudes, por como-
didad €l determinado por el plano normal al plano de la direc-
triz rectilinea y el centro de la esfera. Indicando con %, ¢ las
coordenadas (latitud y longitud) de un punto de la curva de
contacto, se tiene (fig. 1), que fijado ¥, tenemos una seccion
paralela de la esfera; y ¢ queda determinado por la longitud del

d

Fig. 1
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punto de tangencia de la generatriz del conoide en ese plano,
en el que se tiene

po=~Rcos¥
y ien el triangulo PQS
sen @ — Rcos$
a
0 sea
¢ = arcsen Reos® (1)

ecuacion de la curva de contacto.

Para cada punto de la curva (1), se puede determinar la_
direccién de la tangente por el angulo que forma con la tan-
gente al meridiano de la esfera que pasa por el punto. Desig-
nando con o este angulo, para un incremento d9 del angulo
¥ se tiene un nuevo punto de la curva, sea P’, al que corres-
ponden las coordenadas ($--d%; ¢ --dg), y considerando el
tridngulo equiparable a un tridngulo rectingulo plano que se
forma en la superficie esférica y uno de cuyos lados es PP,
siendo los otros dos parte del meridiano que pasa por P’, de
medida Rd9, y parte del paralelo por P, de medida R cos%dg,
se tiene '

o
y teniendo en cuenta (1)
— Rsen 9 cos &

o=arc.tg ———/——m—m————-—.
° Ya% — R2 cos?¥
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De igual manera se resolveria el problema analiticamente,
si en vez de una superficie esférica se tratara de una superficie
de revolucion (fig. 2).

Fig. 2
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Fijado como origen de ordenadas un punto sobre el eje
de esta superficie, sea

p=rp (h)

la ecuacion de la seccion meridiana. Utilizando el mismo sim-
bolismo que para la esfera se tiene,

p
=arc.sen - —
¢ a

y siendo, como antes, o el dngulo de la tangente en el punto
de la curva de contacto de la superficie con el conoide cir-
cunscripto y la seccién meridiana que pasa por dicho punto,
se tiene, repitiendo el razonamiento anterior



siendo ds la diferencial del arco de la seccién meridiana de
la superficie de revolucion. Luego

pde

g

Vi-odh

O Sea

_ " pe’
o =—arc. tbmv@_—pz.

En el caso particular de la esfera, se tendria

p=JR?—h? p'=-— i

YRz — h?

%

y por consiguiente, haciendo operaciones y poniendd Rz —h?=
= R2? cos? 9, queda

— Rsen% cos &

o=arc.tg ﬁl/a—‘ﬁ — RZoost9

que coincide con la hallada directamente.

Eduardo Gaspar



