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Teorema: Sea Ao Al ... AV-l Av AV-t'l ... An una línea poli
gonal cuyos vértices Av (v· = o, 1, 2, ... , n) estén sobre una 

{
.elipse 1 C l' b ' S' ] h' , b 1 con e centro y os ejes 2a, 2. 1 se rama Cle lper o a 

; ) ~ 

coordina al vector Pv = AV-1 Av 'el vector qv = C8v (v = 1, 2, J. •• , 

n) de modo que 
( :elipse-

1) Pv y qv ~ean .conjugados respecto a la ~ l hipérbola 

II) valg:;t la relación Pv /\ qv = - (Pvt-l/\ Qv-rl) (*) 
(v= 1, 2, .. . ,In- 1) 

entonces las r,ectas Sv SVrj-l (v = 1, 2, ... , n - 1) determinadas 
por los vértices sucesivos de la línea poligonal S182 ... 8 v> Sn son 

{
,elipse . 

t¡angentes ele ¡una l" b 1 que r!esulta respecbvaluente de- la 
- uper o a 

elipse o ele la hipérbola conjugada a la hipérbola dada por una 
h01l10tecia con el centro e y la razón de homotecia absoluta 
I Pi /\ qi I 

2ab 

Demostración: 

A) Caso de la elipse. 
D:emos la ,elips.e por la ,ecuación vectorial 

r ( cp ) = a cos cp + b sen cp [1] 

con axb=o(*) y O<Cp<21t. POdelTIOS tomar lal>lbl, inclu
yendo de este modo también :el caso especial de la circunf,e-' 

. ~ 

r,encia. Pongamos CA", = r (cpv) = rv. Los vector·es 
--~ 

Av-l A-v = Pv =rv - r V - 1 y 

(*) /\ Producto vectorial; X producto escalar. 
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satisfacen a la condición 1). La condición II} la podeITIOS ¡es
cribir :en la forma 

donde k ,es una constanbe. D~ [1] obtenenlos 

Pv ~ a (oos <Pv - cos <PV-l) + b (sen epv - sen <PV-:l) 
[3] 

y.!Substituyendo 'en [2] r,esulta 

luego 

_(_ )Vk rV-l+rv qv- 1 ) sen (<Pv-j - <Pv 
[4] 

suponiendo \crv-l - <pvl=1=n. 
Con las abreviaturas 

[5] 

obtenemos ID'ediante [4], [2] 

[6] 

que tiene sentido también para I <Pv-l - <Pv 1 = n. 
La :ecuación vectorial de la recta de la cual qv y qvt"1 

(v = 1, 2, ... , n - 1) son radios vectores de dos de sus puntos es 

con () como parámetro. 
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Dremostramos a continuación que existen sobre el soporte 
del vector a dos puntos Fv F 2 con los radios vectores s= f1 k a 
y - s de modo que lel producto P de las distancia~ algebraicas. 
de los puntos F v F 2 a la recta [7 J sea independiente de v y 
positivo, eligiendo f1 convrenlentmuente. Por esto vremos pues que 
las rectas [7 J con v = 1, 2, ... , n - 1 son tang·entes de una 
misma ,elips,e con los focos F l' F 2. 

Sean S + V~\l y -:- S + vv'2 los radios vectorres de los piés 
ele las perpendiculares de F l' F 2 a la recta [] J. T,enemos 

y lel producto P el,e las distancias algebraicas arriba luencionadas 
puede lescribirs'e en la fonua siguiente 

P=VV1 XVv2 = 
Qv2qv+12 - (qv X QV+l) 2 - S2 (qv'+j- q v)2 + (S X (q¡J+:l - qv) )2 

(Q-U+l - %,)2 

Con las :abreviaturas 

Qv = 8Em av oos ~V+l +sen aV+1 oos ~v 

Rv= sen av sen ~V+l + sen av4-1 sen ~v 

y tomando en cuenta las r,elaciones 

~v - ~v-h = av + aJ-h 

Qv,2+Rv~= sen2 (~v- ~v+;t) 

obtenemos con [6J, [9], [10] por substitución en [8], 

[8J 

[3] 

[11] 
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Eligiendo 

rlesulta con [1 1 ] 

P=(kb)2 

independiente ele v. La elipse cuyos focos tienen los radios vec
tores ± J-t k a y cuyo eje lnenor es 21 k I b tiene las r,ectas r 71 

1 
con v = 1, 2, ... , n - 1 COfilO tangentes. Como J-t = -va2 - b2~ . a 
el ej,e lnayor es 21 k la. eonesto queda demostrado el teorema 
en 'el caso de la elipse. Para lal = Ibl tenmllOS el caso ,especial 
de, la,circunfer,encia. 

B) Caso de la hipérbola. 
Con las elenOlninaciones arriba introducidas y la ecuación. 

vectorial de una ralna de la hipérbola 

r ( cp ) = a cosh cp + b senh cp 

siendo a X b = 0, - 00 < cp < 00, obtenelnos 

(V=I,2, . .. ,n). 

Poniendo en el caso presente 

Qv = senh Uv senh 13vLj-l + senh uV+1 senh 13v 

Rv = senh Cf-v cosh 13V+l + s'enh uvrt-l cosh 13v 

b 
11= a 

y observando' que 

¡\ -13vH-l = U v +u&t-l 

-Rv2 + Qv2 = senh,2 (13v,-13v+l) 
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r,esulta 

Para 

1 
f-L =7) -Va2 + b2, 

la expresión para P les independiente de v y tiene lel valor 

p=- (ka)2. 

Como P<o y P+(f-Lkb)2=(hb)2>O, las rectas [7] con 
v = 1, 2, . . '.,,n - 1 s.on tangentes a una hipérbola cuyos focos 
tienen los radios vector-es + f-L k b Y cuyo eje 'transverso e~ 
21 k 1 b. Su eje n6 transverso 'es pues 21 k I-a. Luego -esta hipérbola 
es hOlllotética a la hipérbola conjugada de la hipérbola dada r,es
pecto a e como centro y la razón de homotecia es k. 

{
elipse 

Nota: 19 ) Si Av-1 tiende a Av sobl'e la ·1. , 1 1 el valor absoluto 
llper JO a 

del vector qv ti(3nde a 00 y la posición límite de su soporte es la recta 
CAv. Esto tiene", interés si se quiere, aplicar el teorema a una línea poligonal 
cerrada con un número impar de lados, pudiendo conSe1'var de esta manera, 
la "condición de alternación" II. 

29 ) Si los vértices Av de la línea poligonal Ao .. . A v .. . A n están sobre 
una circunferencia se puede demostrar el teorema fácilmente por una consi
deración geométrica directa, tomando respecto a Av como centro una trans
formación por radios l'ecíprocos que transforma los puntos Av-1, Av+1 en 
los puntos A' v-1, A' v+1 . Y girando después los vectores Av A' v-1, Av A ' v+1 

en el mismo sentido en el ángulo i alrededor de Av. 
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