SOBRE UNA PROPIEDAD DE LAS SECCIONES
CONICAS VERDADERAS CON GENTRO

por W. MXCHLER, Valparaiso (Chile)

Teorema: Sea AgAy...A, [ AyA,r;...A, una linea poli-

gonal cuyos vértices A, (v=o0, 1, 2, ..., n) estén sobre una
elipse . s

., con el centro G y los ejes 20, 2b. Si se
{rama de hipérbola Y J

_ [
coordina al vector p,= A,—, A, el vector q,=CS, (v=1, 2, ...,
n) de modo que -

{

I) p» y q, sean conjugados respecto a la i-ehpse

hipérbola

IT) valga la relacién  p, A qy=— (Pt A Gpiq) (¥)
(v=1,2,...,n—1)

entonces las rectas S,Su (v=1,2,...,n—1) determinadas
por los vértices sucesivos de la linea poligonal S; S,...S,S, son
elipse
hipérbola
elipse o de la hipérbola conjugada a la hipérbola dada por una
homotecia con el centro C y la razén de homotecia absoluta
Ei AQy ]
2ab

tangentes de mna { que resulta respectivamente de la

Demostracidn:

A) Caso de la elipse.

Demos la elipse por la ecuacién vectorial
r(p)=acosp-|bseng [1]

con aX b=o0(*) y o=<¢<2n. Podemos tomar |a|=[b]|, inclu-
yendo de este modo también el caso especial de la circunfe-

—
rencia. Pongamos CA,=71 (9,) = r,. Los vectores

—

A1.}—1 Av == Py =Ty — Ty—y y 9y = Xy (rv-—i + 1',))

(*) A\ Producto veectorial; x producto escalar.
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satisfacen a la condicion I). La condicién II) la podemos es-
cribir en la forma

Py A= (—1)"2k(aAb) [2]
donde & es una constante. De [1] obtenemos
P, = 2 (c0s ¢, — €S Py—y) - b (sen @, — sen ¢, —y)

I
3, Jo =2 (€08 Py—y =005 @) - b (sen Pu—y +sen @)

y substituyendo en [2] resulta

I
sen (Py—y — Py)

Np=(—1)"k

luego X

__(___ \v Ty— +rv
L N —r L4]

suponiendo |,y — @y|7/= 7.

Con las abreviaturas

Oy == %" ((Pu—l -+ CPU)
(5]

Bv = —;_ (CPv—l - cva

obtenemos mediante [A], [2]

r (By) [6]

SEI Gy

Q=(—1)"k
que tiene sentido también para |@,—y — ¢,|=m.

La ecuacién vectorial de la recta de la cual q, ¥ Qypy
(v=1,2,...,n— 1) son radios vectores de dos de sus puntos es

Ir'=qy~+ 6 (Qurty —Q)> {7]

con ¢ como parametro.

.
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Demostramos a continuaciéon que existen sobre el soporte
del vector a dos puntos Fy, I, con los radios vectores s=pka
y — s de modo que el producto P de las distancias algebraicas.
de los puntos Fy, F, a la recta [7] sea independiente de vy
positivo, eligiendo p convenientemente. Por esto vemos pues que
las rectas [7] con v=1,2,...,n— 1 son tangentes de una
misma elipse con los focos F, F 9

Sean SV, y — S-FVy, los radios vectores de los piés
de las perpendiculares de Fy, FF, a la recta [7]. Tenemos

Vg = — (S - QU) + (S ?a)v’_: (Evkl; )2 qv) ((IW-H - qu)
s - (S +QU) X ((]vf-H —_ (Iv) o
Vyg =8 + v (‘LH*] . q,v)z ((}u\+1 qv)

y el producto P de las distancias algebraicas arriba mencionadas
puede escribirse en la forma siguiente

P= Vg X Vg ==
Go” Qoy® — (G X Goig)® — 8% (s — o) 4 (S X (Qpty — o))
(qvﬁ‘l - qv)2
8]
Con las abreviaturas
Q, = sen a;, oS B,y -} sen a1y cos B,
R, =sen o, sen By, - sen a, sen B, [3]
_lal_a
LT

y tomando en cuenta las relaciones
Bv i Bu*i‘l = Gy + G
Q.2+ R,>= sen® (B, — Bv—}—i) [10]

obtenemos con [6], [g], [10] por substitucion en [8],

P—ppp @ FEIIRE
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Eligiendo

a? b2

2 2
—_1 — 12 =
p I 1 a2

resulta con [11]
P=(kb)?

independiente de v. La elipse cuyos focos tienen los radios vec-
tores -uk a y cuyo eje menor es 2|k|b tiene las rectas [71]

con v=1,2,...,n— 1 como tangentes. Como u= fu}/az — b2,

el eje mayor es 2|k|a. Con esto queda demostrado el teorema
en el caso de la elipse. Para [a|=|b| tenemos el caso especial
de la circunferencia.

B) Gaso de la hipérbola.

Con las denominaciones arriba introducidas y la ecuacion
vectorial de una rama de la hipérbola

r (¢)=acosh ¢ +-bsenh¢
siendo aXbh =0, — ® < < », obtenemos

o= (— 1) ko

V=1,2,...,0n).
senh a, ( )
Poniendo en el caso presente
s=ukb
Q,— senh a, senh By -+ senh oty senh B,

R, = senh «, cosh Byty - senh ayq, cosh B,

71271

y observando’ que

By — Burky = 0y Auty
—R2 4 Q,2= senh? (By— Byty)
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resulta

P= . (kla)zsz_’_ (“‘2—_ I) sz
R+ 7502
n2

Para

p2— 1= iﬂ sea }xzjbf Va2 -+ be,
la expresion para P es independiente de v y tiene el valor
P=—(ka)2

CGomo P<o y P4 (ukb)?2=(kb)2>o0, las rectas [7] con
v=1,2,...,n— 1 son fangentes a una hipérbola cuyos focos
tienen los radios vectores |-pk b y cuyo eje transverso es
2|k|b. Su eje no transverso es pues 2|k|a. Luego esta hipérbola
es homotética a la hipérbola conjugada de la hipérbola dada res-
pecto a C como centro y la razéon de homotecia es k.

)

elipse
hipérbola
del vector ¢, tiende a oo y la posicién limite de su soporte es la recta
C4,. Esto tieneinterés si se quiereg aplicar el teorema a una linea poligonal
cerrada con un namero impar de lados, pudiendo conservar de esta manera,
la ‘‘condicién de alternaciém’’ IL.

29) Si los vértices 4, de la linea poligomal 4, ...4, ...4, estin sobre
una circunferencia se puede demostrar el teorema fAcilmente por una consi-
deracién geométrica directa, tomando respeeto a 4, como centro una trans-
formaecién por radios reeiprocos que transforma los puntos 4,1, Avf1 en
los puntos 4’y—1, 4’11 y girando después los vectores Ay 4’p—1, Avd’ s

Nota: 1°) 8i A,—1 tiende a 4, sobre la { el valor absoluto

en el mismo sentido en el &dngulo % alrededor de 4,.
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