
. SOBRE LA APLICACION DE LAS DIFERENCIAS 
FINITAS EN LA DERIVACION SUCESIVA 

DE LAS FUNCIONES COMPUESTAS 

(TeJna N9 28, Vol. VII, pág. 80) 

El sÍll1bolo· ele las diferencias finitas puede aplicarse efl­
caZlnente en la derivación de las funciones cOll1puestas y per­
mitir una expresión 'explícita de las 111isnlas. En efecto, si 
~P = 1 se obtiene la identidad 

de donde 

Si se aplica 'esta 'expresión en el desarrollo de Taylor de 
una función de. dos variabl'es (lo nlisll10 si son 111ás de dos) 

f(a 1 (a f a f ) (r) lí,v+k') =.:E - -lí-~- k' 
. r=o r! , a a a v 

se obtiene 

(u + k)P (v +k')q f(a+ lí, v + le') = 

1 (a f af )(rJ uPvq.:E:T- a - Al + V -!J 2 r=o 1 • a a a v 

donde, para las difermlcias, los exponeiltes significan órdenes 
de diferencias y éstas se aplican a la expresión 

con .A1P =~2q = I. 

Si ahora se, supone que a y v son funciones de x e indi­
cmnos con D el sÍll1bolo ele derivación r·especto de lesta últüna 
variable ten drml1 os , aplicando nUeVaIl1ente 181 desarrollo de Tay­
lore igualando los térnlinos de igual potencia del inCr'ell1ento 
de la variable 
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n 1 (8 f 8 f ) (r) DnaPvq fea, v) = aPvq.:E - a -A +v -A ' 
r=o l' ! o U 1 o V 2. 

donde las dif,erencias se aplican ahora a u--pv-q DnaPvq. 

La ,expresión explícita será pues 

donde, por comodidad 

La fórn1ula anterior es ,especial,luente cÓlnoda cuando II y 
V son funciones elementales, como. lo lnuestran los' siguientes 
ej,~mplos: 

10.) Si u=xh y v=xk con hp+kq=m 

Dnxlnf( xh, xk) = 

xhr+ks (+) 
=--= xln-n.:E -- f l' S /J r ~ s n~(n co.n ~1 n~ = h Y A2 m , k 

o:::;r+s<n r! s! r ,s 1 2 

Si h Y l-c tónl'an los valores 1 y - 1 r,espectivalnente los 
símbolos de las diferencias pueden elüninars,e. Así 

donde n(r indica la factorial de base n, grado l' y di:f.erencia l. 

. (Xh

h 
1) __ 2 o.) Dnxlnf(l. x) =1im Dnxlnf 

h-+o 

n xhr . . n jCrJ dr m(n 
lim xm--,n .z __ o fr) !Jl1n(n = xm- n ~ - -d-'-

hrr! 1'1 mn 
h-+o r=o r=o 
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que puede ¡escribirse 

Dnxmf( l. x) = xm- n (f + n~ )Cn 

donde se sustituy,en los .exponentes de f por órdenes de deri­
vación. 

Esta fórmula, para m = 0, 'está en CH. J. DE LA VALLÉE 

POUSS1N, Cours d' Analyse Infinitesinvale (5 a . ed.), tomo t 
pág. 9I. 

Para m = n y f( l. x) = l. x se llega a este resultado cu-
rioso 

. n xn l. x _ . 1 1 1 
D -,-,-. -l.X+1+-+-3 + ... +-. n. 2· n 

Compruehe lel l'ector la igualdad de este r,esultado con el 
que se obtiene aplicando al prim,er miembro qa fórmula de· 
Leibniz. 

1 

30 .) Dn arcsen x=Dn-l (1 - x2) - 2 == . 
n-I (~!...) (r (-I)r . 1 

2 ---:-r = .I , ,( 1 - x2) 2 X2r-n+l AroCn- 1 
r. 

r=O 

con Ao = 2 de donde 

n-l 
Pues A.r oCn- 1 = ° para r < -- . .. 2 

4 o • ) Dn arctg x = Dn-l (1 + x2) -1 = 

n-I( -1)(r == .I , x2r-j-tt.-n (1 + X 2)-1-r L~.r d n- 1 

r=o r. , 

,.1' 
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oon A o = 2, de donde 

n-I 

(1 + x2)n Dn arctg x = I (- 1 Y X2r+1- n (1 + x2)n-r-1 Ar oCn- 1. 
r > n-l 

- 2 

50.) Con las exponencial'es se obtienen resultados s,eme­
jantes a los obtenidos con las funciones de potencia. Si u = ehx 

y v =.ekx con hp + kq = In. 

f (r+s) A r fj s mn 
r,s 1 2 

Si h+k=ü 

A{ ~2s mn=( - l)s A r+s (m, - hs)n con Am=h. 

60 .) Por lo tanto tendremos 

Si cp(ehxi, e-hxi) = f(sen hx); cp~r;s) = (-I)s (2i)-r-s fr+s). , 

Sustituyendo, transformando ,e igualando, por ejemplo, las 
partes reales 

Dn cos n~x f(sen hx) = 

n frJ r 

I --r:¡ I (r ) 008 [( m + h( r - 2S»X +~ n - r) ] Ar (m - hs }n. 
r=o 2 1. s=o S 2 

Igualando las partes imaginarias se obtendrá la expre­
sión para sen mx tesen hx) y en forma semejante para 
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cos nlX ¡(sen hx) y sen lnx ¡( cos hx) y para las expresiones co­
rr,elativas con funciones hipetbólicas. 

70.) P0'r otra parte 

/ n (s) 

Dn.emxi cp( e 2hxi) = in;S ~ eC/11+2hs);-¡;i ¡js m n con Arn 2h 
s=o s. 

y SI 

( 21 ' F ( 1 ) ¡( 2L e ¡XL - -( -
cp , ) - 1 +e2hxl - I +.e2hxi i) = ¡(tg hx) 

s (-I)1' FU') 
mes) =;S ~-'-----
T . r! 

s(1' (_rys-1' 

( I +e2hxi )s+r 
1'=0 

s! s f(1') ( -r .e-hxi(s+1') 
== 2s 2: rT s:-r) ir co,81'+s hx 

1'=0 

por 10' tantO', sustituyendo, transforn1ando e igualand0', por 
ejen1plo, las partes r'eales 

Dn cos rnx ¡(tg hx) = 
. TI 

n f(1'/ n-1' (-r oos[(m+hs)x-i-2 (n-r)] 
I --;S ) - L~t+s rnn 
1'=0 21' r 1s=0 ~ 2 8 cos 21'+s hx 

I 

e iguahnente se obtendrá, igualando las partes ünaginarias, la 
expresión correspondiente a sen rnx f(tg hx) así C0'111 0', len for­
ma análoga, las expresiones c0'rrelativas correspondientes a las 
funciones hiperbólicas. 

José Babini 


