SOBRE LA APLICACION DE LAS DIFERENCIAS
FINITAS EN LA DERIVACION SUCESIVA
DE LAS FUNCIONES GOMPUESTAS

(Tema N°¢ 28, Vol. VIIL, pag. 80)

El simbolo de las diferencias finitas puede aplicarse efi-
cazmente en la derivacion de las funciones compuestas y per-
mitir una expresion explicita de las mismas. En efecto, si
Ap=r1 se obtiene la identidad

n

An (I - ﬁ) - (li) (I -+ Zﬁ-) ! de donde

u u u
kr=urtP (u-k)"PA (ut-k)Pu—P.

Si se aplica esta expresion en el desarrollo de Taylor de
una funcién de dos variables (lo mismo si son mas de dos)

4 o’ — S'_I__ af af ’ (r o
flu- k,v«f?‘k) = (51_1 k —}—% k) se obtiene

(- B)P (o) f(ut-Fy v I) =

r=o':

donde, para las diferencias, los exponentes significan ordenes
de diferencias y éstas se aplican a la expresién

WP (u k)P (v )

con Aijp=~h~hqg=r1.

Si ahora se supone que u y v son funciones de z e indi-
camos con D el simbolo de derivacién respecto de esta Gltima
variable tendremos, aplicando nuevamente el desarrollo de Tay-
lor e igualando los términos de igual potencia del incremento
de la variable

S S S
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n
1, of of A
nyPye =urd X (g2l p L2l :
Drupve f(u, v) ubrz‘o”! (uBuAl ‘ UBvAz)

donde las diferencias se aplican ahora a uPv—¢ Dnypyy.
La expresién explicita serd pues

r s
Drypyd f(u’ 1)) = uhp? > vy f (r+3> A17‘A23 u—Pv—¢ DruPud
oér—{—sén I'I s! r,S

donde, por comodidad () __oriof

‘.S ourovs

La formula anterior es especialmente comoda cuando u y
v son funciones elementales, como lo muesiran los siguientes
ejemplos:

19.) Si u=2h y v=2ak con hp-+kqg=m
D”LIJ’”f(.’L’”‘, wlc) —_

hr-kes
x .
=z st (r-+s) ATAgsm™ con Aim=hy A,m=k.
ogr_]_sgnr. S r,s
Si h y k toman los valores 1 y — 1 respectivamente los
simbolos de las diferencias pueden eliminarse. Asi

Dnmm]t (.’17, _I’(_;_) —

— gpm—n Z xrhsr B (T‘—!—S) (__ I)S n(,-_[_s (TI’I, - S)(n__r_s

o<rds<n TS 1S

donde n( indica la factorial de base n, grado r y diferencia 1.

h
. xh—1
20.) Dnxmf(l. ) =lim Drag™f ( 5 ):
h—o
N ghr n f(l'/ dr mn
- . /g . — — ————
lim gm— 2 fromr—=gm—n 2 g
h—o r=o r=o0
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que puede escribirse

Dramf(L. z) = o (f 4 m)(n

donde se sustituyen los exponentes de f por 6rdenes de deri-
vacion.

Esta formula, para m=o, estd en Cu. J. pE Lo VaLLER

Poussiy, Cours d’Analyse Infinitesimale (52. ed.), tomo I,
Pag. 91.

Para m=n y f(l.x)=1IL« se llega a este resultado cu-
rioso

D

Lanlox
nl!

—lLotitofgt.. .+

Compruebe el lector la igualdad de este resultado con el

que se obtiene aplicando al primer miembro la férmula de

Leibniz.

30.) Drarcsenx=D"1 (1 — x?) _

n—i|{—— ("<——I>" _r_,
— Z(_?_L ( T — xZ) 2 g2r—nt1 Arg(n—1
r=o

con Ao=2 de donde

V1 —a? 2 1D arcsen &=

n—1 I
- zn‘_l <—r?) (_ I> rg?in (I — -’15'2)"_ r—1 Ar o(n—1

| e gpe—

= 2

n—1
pues Aro™1=0 para r< .

fo.) Dr arctgw:D”*l (14 2®) 1=

n—1

=3 ) gor-Hi—n (I -}—:1.72)"‘1'—’" Ar ofn—1
r=o
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con Ao=2, de donde

—1
(I + wz)n Dn arc’cg = (_ﬁ I)’ g2ri—n (I xZ)n-—r—l Ar o(n—1,

2

50.) Con las exponenciales se obtienen resultados seme-
jantes a los obtenidos con las funciones de potencia. Si u=ehe
y v=ekz con hp-+kq=m.

elhr+ks)x

Drema f(eha, ghiz) — ema 3 f r(* rs+8) A7 Ags mn

!
o<r-ts<n r!s!

con AAm=h y Aym=EFk.

Si h+k=o
Ay A mr=(— 1)sA™ (m — hs)® con Am=h.

60.) Por lo tanto tendremos

Dnemzi o) (ehxi’ B»hmi) —

(rs) )
— in 2; q? r,lsl—' e[m—{—h(rfs)]wl (7 I)s Ar_{_s (m - hS)n
0<rfs<n T $

Si cp(eh"” B—hm)__ (sen hx) (P<r+s>__(_I)s(zi)—r—s]f(r+s)_

Sustituyendo, transformando e igualando, por ejemplo, las
partes reales

D" cos ma f(sen ha) =

2 i Z( )GOS [((m—+h(r— 2s))z+ —(n—r)]Ar(mwhs)"

or i
r— 27

Igualando las partes imaginarias se obtendra la expre-
sibn para senmxf(senhx) y en forma semejante para
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cos mz f(sen hxz) y senma f(coshx) y para las expresiones co-
rrelativas con funciones hiperbélicas.
70.) Por otra parte

. " (s) )
Dremzi (e 2hat) — jn X (5—‘ em+-2hs)zi A\s ;. con Am = oh

§=0
y si )
. I 21 .
P (ehel) =F (ﬁfgm{) =7 (m}‘“‘ i) = f(tg hx)
S
: (——~I)r Fcrs S(r(iﬂ(s‘r
CP(S) =2 rl (I+6211wi>s+r:

r=0

- s! $ f(r) (__._]) e—hxi(s-+r)

28 = vl \s—r/ircos s ha

kS

por lo tanto, sustituyendo, transformando e igualando, por
ejemplo, las partes reales

Dm cos mz f(tg hx) =
N
no g, v cos[(m-+hs)z4—(n—r)]
> fr [ = ( r) 2 Ar+smn
o2l — Vs 25 cos 2t hy

e igualmente se obtendra, igualando las partes imaginarias, la
expresion correspondiente a sen mx f(tg héc) asi como, en for-
ma andloga, las expresiones correlativas correspondientes a las
funciones hiperboélicas.

José Babini




