UNA FORMULA INTEGRAL REFERENTE A
FIGURAS CONVEXAS

(Tema N° 31, Vol. VII, pag. 109)

El tema propuesto con el n°. 31 en el vol. VII, pag. 109,
de esta Revista, decia:

Se sabe que en la teorfa de probabilidades geométricas la
posicion de una recta G del plano se determina por su dis-
tancia p a un punto fijo O y el angulo ¢ que la normal a la
recta desde O forma con una direccion fija. Ademés, para
medir un conjunto de rectas se toma la integral doble de la
expresion dG=dpde que se llama densidad de rectas.

Sentado esto, consideremos una figura plana convexa K.
Llamemos o a la longitud de la cuerda que la recta G.deter-
mina en ella y oy,a, a los angulos (menores que 7) que G
forma con las tangentes a K en los extremos de dicha cuerda.
Suponiendo que el contorno de la figura K tiene en todo punto
tangente determinada y que carece de segmentos rectilineos,
demostrar que
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siendo L la longitud de K y estando la integracién extendida
a todas las rectas G que cortan a K.

1. Solucién. Tomando sobre el contorno de la figura con-
vexa K un origen P de arcos, cada punto A del mismo- estara
determinado por la longitud s del arco PA. De esta manera
toda recta G que corte a K estard determinada por las abscisas
curvilineas s, s, de sus puntos de interseccién con el contorno.
En las hipotesis del enunciado, de que el contorno de K no
contiene segmentos de recta, la correspondencia entre las rectas
G que cortan a K y los pares de puntos s, s, es biunivoca.
Por consiguiente es posible expresar la densidad de rectas
en funcion de los nuevos pardmetros s;,s, en lugar de los
ordinarios p, ¢.



— 166 —

Queremos, pues, expresar la forma diferencial dG=dpdo
en las nuevas variables s;,s,. Para ello procederemos en dos
etapas. Supongamos primero que solamente queremos cam-
biar la variable p por la s, conservando ¢. Tomando un sis-
tema de coordenadas rectangulares y llamando z,y; a las
coordenadas del punto correspondiente a sy, las féormulas de
transformacién son

p =, 008 ¢+ y; sen @
P=0. (2)

De la primera s¢ deduce

d

=

=1’y cos ¢ ¥’y sen @

[+3)

81

indicando los acentos derivados de las funciones x;=x(sy),
y1=1v1(sy) (que son las ecuaciones paramétricas del contorno
de K) respecto el arco s;. Llamando $; al dngulo que forma
la tangente a K en el punto s; con el eje x;, es @’y =cos 9,

0 .
yy=send; y por tanto Fs% =cos (¥; — @) y siendo ay, se-
gun el enunciado, el angulo de la recta G con la tangente es
¥ —op= g—al y por tanto—ggi:sen a;. Por consiguiente,
2 1

el cambio de variables definido por (2) da
dG=dpde =sen a;ds; do. (3)

Para introducir la abscisa curvilinea s, del segundo punto
de interseccién de G con el contorno de K, observemos que
siendo z,,y, las coordenadas de este segundo punto, las foér-
mulas de transformacién seran

tor T1 %
¢ =arctg
21 L
81281. (\Zl)
De aqui
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Siendo o-la cuerda que G+ determina en K, el denominador
de esta expresion es o? y en cuanto al numerador es igual al
momento de la recta que pasa por el punto z,,y, y cuyos cose-
nos directores son z’y, ¥, (o sea, la tangente al contorno de K
en s;) respecto el punto x,,y,;. Por tanto, siendo @, el angulo
que forma la tangente a K en s, con la recta G, es

0 ¢  sena,

0 s, ]

Con esto, de (3) y de (4) se deduce la nueva expresion
buscada para la densidad de rectas del plano:

sen oy sen o N
dG =R 00 g s, (5)

Esta expresion se puede escribir

S 4G —ds,ds, (6)

sen ¢y Seim oy -

e integrando sobre todas las rectas que cortan a K y teniendo
en cuenta que al integrar s, y s, a toda la longitud L de K
cada recta habra venido contada dos veces, resulta la formula
(1) del enunciado.

2. Generalizacion. El resultado anterior no es valido cuan-
do el contorno de K contiene segmentos de recta. Ello es de-
bido a que en tal caso los pares de puntos de un mismo seg-
mento determinan la misma recta y por tanto la corresponden-
cia entre las rectas y los pares sy,s, no es biunivoca. Veamos
como se puede proceder en este caso.

Supongamos que el contorno de K contenga n segmentos
de recta de longitudes a; (i=1,2,3,...,n). La formula (6)
sera aplicable siempre y cuando s; y s, no correspondan a pun-
tos de un mismo segmento. Por tanto, para calcular la integral
del primer miembro, extendida a todas las rectas que cortan
a K, deberemos integrar el segundo miembro a todas las posi-
ciones de s; y s, que no pertenecen a un mismo segmento de
recta del contorno. Por tanto, fijado s;, si pertenece a un
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segmento de recta q;, s, podrd variar a todo el contorno menos
a este segmento, o sea la integral de ds, valdra L —a; Si s;
no pertenece a ningun segmento, sino a una parte curvilinea
del contorno de K, s, podrd variar a todo €l contorno y la
integral de ds, valdra L. Por tanto la integral del segundo
miembro de (6) extendida a todos los valores de s;,s, que no
pertenecen a un mismo segmento del contorno de K, vale

SL—a)a+ (L—Za) L=12—Za?,

donde la sumatoria indica que hay que sumar a todos los seg-
mentos «;.

De esta manera, lo mismo que antes, cada recta viene
contada dos veces, pues los punlos sy, s, pueden permutarse en-
tre si sin cambiar la recta, y por tanto queda, en definitiva,

[+ I
: fg*— dG = (L*—Zg?). * (7)

en oy Sen

Esta formula generaliza la del enunciado del tema pro-
puesto. La integracion del primer miembro estd extendida a
todas las rectas que cortan a K y la formula es vélida para
cualquier figura convexa, siendo L su longitud total y a; las
longitudes de los segmentos rectilineos de su contorno. Si el
contorno no contiene segmentos rectilineos queda la férmula
(1) del enunciado.

3. Generalizacidn wal espacio. En la teoria de Probabilida-
des Geométricas, una recta del espacio se determina por el
elemento de’area d() determinado sobre la esfera de radio uni-
dad por un radio paralelo a la recta, mas el elemento de area
dxdy correspondiente al punto de interseccion de la recta por
un plano normal (1). Es decir

dG = dz dy dO. (8)

Supongamos un cuerpo convexo K cuya superficie tenga
plano tangente determinado en cada punto y no contenga ca-
ras planas. Sean dfy,df, los elementos de area de la superficie
de K correspondientes a los puntos de su interseccion con G;
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representaremos también por f;,f, a estos puntos. Siendo dzdy
el elemento de &rea correspondiente a un plano normal a G
'y llamando «; al 4ngulo que forma G con la normal a la
superficie de K en f,, es dzdy=cosa;df; y por tanto (8)
se puede escribir en la forma conocida

dG =cos a, df, dQ. (9)

\

Considerando la superficie esférica de centro el punto fy
y radio la cuerda o que la recta (G determina en K, el elemento
de area de la misma serd o2d() y al proyectar sobre ella el ele-
mento df,, llamando «, al angulo que forma la recta G con
la normal a K en f, serd o2d(—=cosa,df,. Despejando de
aqui dQ) y sustituyendo en (g), queda

COS 0,y COS Gy

dG =228 % gy df, (x0)

Pasando el coeficiente del segundo miembro al primero e
integrando a todas las rectas que cortan a K, se tiene, como
formula analoga del espacio a la (1) del enunciado

G2 1
. ——dG =~ F2 (11)
COS &ty COS Oy 2 . d

siendo F el area de K.

Si la superficie de K tiene caras cuyas &reas sean a;.
procediendo exactamente igual que en el caso del plano, se ob-
tiene

2
f—iWMM=HW—zm,
C 2

0S 0y COS Gy .

extendida como siempre la integracion a todas las rectas G
que cortan al cuerpo convexo K y siendo o la longitud de la
cuerda que G determina en K y ay, a, los dngulos que forma G
con las normales a K en los puntos de interseccion.

Luis A. Santald

() Ver por ej. DELTHEIL Probabilités géométriques, Gauthier-Villars, Paris,
1926, pag. 90.



