
TANGENTES A LA CURVA DE CONTACTO DE UNA 
SUPERFICIE DADA Y DE UNA SUPERFICIE 

REGLADA CON DOS DIRECTRICES 
RECTILINEAS 

por ALEJANDRO TERRACINI 

En ,el Vol. VII (1940), p. 27 de la Revista de la Unión 
lila temática Argentina~ d Prof. P. RoseH Soler propuso el 81-
gui,ente t'81na: Construir la tangente en cdda uno de sus puntos 
a la curva Ide contacto de una esfera con el conoide circuns.:.. 
cripta definido por U1W dir,eclriz r.ectilínea exterior y la recta 
im.propia del plano perpendicular a ésta. Genler.ctlización. El 
sleñor Eduard0' Gaspar dedicó a la cuestión un artículo: Curva 
(J,e contacto :de un conoide con la superficie directriz~ ,en la n~is
lna Revista, Vol. VIII (1 9~2 ), p. 126, en ,el cual estudió el 
caso propuesto por el Prof. Rosell 80'l,er y su g,eneralización a 
una ,superfide de r,evolución de eje paralel0' a la dirlectriz propia 
del conoide. Al nliSlno ten~a se refi'81'e una inber,esante Nota 
d,el Prof. R,ey Pastor: Conoid,e esférico con 'dos dire'ctrices 
rectilíneas, publicada a continuación de la anterior, que encara 
el probl'81na bajo un aspectoe8encialn~'ente algebraico-g1eOlné
trico, fundándose '811 la consideración de la cuártica alaheada 
de prünera espec~e que constituye la línea de contacto. 

Quizás tengan algún interés las consideraciones siguientes, 
en las cuales adopt0' una posición distinta', en cuanto considero 
en lugar de una esf.era una superficie cualquiera, y coher1elüe
lnente con tal planteo del problema lo encaro desde el punto 
de vista de la geOlnetría difer'encial. El probl,mna viene esque
ll1atizado así: supongalnos que sobre una superfióe (J) s'e conoz
ca un punto P que perteneoe a su línea ele contacto L con una 
superficie r,eglada dotada de dos dir,ectrioes rectilíneas r~ s, es 
decir, se con0'zca un punto P tal que una recta p tangente a 
la (J) ,~n el lnismo se apoya a las rectas r, s: se trata de indicar 
una construcción de, la r,eeta l tangente a la línea L en el 
pun~o P. Es plausibl,e, a pri0'ri, y resultará confirIllado por las 
consideracioi¡.es que siguen, que lo que inter,esa de la superficie 
(1) les tan sólo su elmnent0' de segundoorc1en E2 en ,el punto p .. 
de manera pues que el plant1eo del problema puede esqumllati- , 
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zars'e ulteriormente, imaginando dadas las rectas alaheadas (1), 
r, s y un 'elenlento superficial de segundo orden E 2 mlediante 
el punto P, 'el correspondient,e plano tang'ente '1!, y conv'enientes 
elatos ulteriorles que permitan relnontar a dicho elemento. Si 
queremos colocarnos en las condiciones más g,enerales, pode
lnos suponer conocidas las dos tang,entes de curvatura en P y 
los correspondientes dos centros de curvatura de las dos sec
ciones normal'es principales. Sinelnbargo, en los casos más 
elmnentales los aludidos datos ulteriores r,esultarán de manera 
particularm.lent'e sencilla de la r,epresentación de la superficie 
en ,el método de geometría descriptiva que se adopte para lieali
za::.~ gráficam'ente la construcción :p. e .. , si la superficie es es
férica, ,g'erá suficiente conocer ¡el oentro; si es un cono Gual
quiera· individualizado - COlno se hace de .ordinario. -por el 
vértice y una directriz plana, el conocinüentodel radio de cur-. 
vatura en un punto de ésta permite reconstruir los elementos de 
segundo orden en todos los puntos de la g'eneratriz que ,pasa 
por aquél; para una superficie de revolución, será suficiente 
ser~irseconvenienteInl0lüe del radio del paral1elo y del radio de 
curvatura del n1eridiano, ¡etc. 

La recta l tangente alE2 , definida de acuerdo con lo 
dicho por la r,ecta p tangente al n1islno E 2 y las r,ectas alabea
das r, s incidelües a la p, se llamará a continuación tang,ente 
su.bor:din.ctda a la terna de rectas p, r, s. . 

Independienoolnente de las consideraciones de alcance cons
tructivo, me pareció que valía la pena clebenerse brlevlem,ente' so
bre algunas cuestiones de carácter más bien t,eórico que se vin
culan con· aquellas. Cito entre ellas la noción de las congruen
cias . lineales ¡especiales asociadas a un par ordenado de tangen
tes en un punto de una superficie (o de un E 2), y la del 
invariante proy,ectivo al que da lugar un el'eInento superficial de 
segundo orden junto con un par de rectas que cortan el plano 
tang,ent,e len dos puntos alineados con ¡el punto de contacto. 
Por tales nociones queda n1'eJor ilun1inada la naturaleza de los 
instrulnentos g,eOlnétricos puestos en juego en las construccio~ 
nes. Admnás d planteo de la cuestion del n. A del pres'ent'8 
trabajo, la que precisamente consiste en poner y analizar la 

,(1) Esta condición se sobreentenderá siempre a continuación. 
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noción d.e las congruencias lineales asociadas o, lo que da lo 
mismo, de la 7ied de c07nplejo8 lin,eales conjugada a un par 
de tangentes, pareoe tener cierto interés por la razón siguiente. 
Si las dos rectas r, s vienen a ser incidenl'es en un punto (neoe-· 
sarimnent'e situado sobre la recta p) la recta l tangente ,en P a 
la línea L se reduoe a la tangente conjugada de la p (re n el 
sentido de Dupin), y por lo tanto depenae únicamente de la 
p y de la superficie <J) • Si en cambio· pasalnos al caso general 
en el cual las rectas r, s son alabeadas, la r,ecta l subordinada 
a la terna p, r, s ya no r,esulta definible por compl,eto única
lnent,e m¡ediant,e la superfide ([> y la tangente p; . sino que p~ra 
det,erminar su posición intervienen en cierto grado las rectas 
r, s: pues bien ¿cuál 'es ,efectivaInente ese grado? Es decir .. 
¿ a través de cuál,es figuras dependi,ent'es de r, s estas rectas in
fluy1en lef,ectivalnente :sob~e la posición de l? 

l. Llanlaré R, S a los puntos en los cuales las dos rectas 
r, s cortan la r,ecta p tangente al E2 considerado; n a la recta 
norlnal al E2 '811 P; cr y ~ a los ángulos (pn, pr) Y' (pn, ps) 'res
pectivamente, es decir los ángulos 'entr;e el plano normal por p 
y los planos que unen la propia p a la recta r y a la s. Las 
r,ectas p y n pueden orientarse de 11laneras arbitrarias. 

Adopto por ahora coordenadas cart,esianas .ortogonales (2), 
xyz, colocando el origen 'en el punto P eentro del E 2 considerado .. 
y los léj1es z, x, coincidentes I:,espectivaInente con la n y con la 
recta p tang,ente .el1 P apoyada a las Dectas r, s. La orientación 
d~l ej{~ y r,esulta individualizada por las de p y n. 

SupOlüendo por ahora propias las r,ectas r y s, sean 

x=ez+nl, y=lz (1) 

las ¡ecuaciones de la prünera, y 

x=gZ-1- k, y=hz 

las ele la segunda. Sea 

(2) Sin embargo, la hipótesis de la ortogonalidad es inesencial en la de
ducción de las fórmulas ( 4) , (5) , de manera que ellas y sus consecuencias 
rigen, aún en el caso de ejes no oi·togonales, suponiendo tan sólo que el origen 
está en P, el eje x coincide con p, y el plano xy con '1t; esto encontrará aplica
ción en el n. 4. 
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z=ep(x, y) (3) 

la lecuación local de la superficie <I> sobre la cual se considera 
el E 2• Las dos derivadas parciales prin1:eras de ep son nulas 
'en P; pondré 

Un punto (x, y, z) de la superficie <D está situado sobre la 
línea L si los dos planos que desde el luismo proyectan las dos 
r'ectas fijas r, s, les decir, los dos planos de ecuaciones (en coor
denadas cordClües X, Y, Z): 

(y-fz) (X- ,eZ-ln)-(x- 1ez-m) (Y -fZ)=o, 

(y-hz) (X-gZ-l~) - (x-gz-k) (Y-hZ)=o 

pertleneoen a un h~z junto con el plano tangente a la superficie 
<I> 'en el punto considerado. La condición es por lo tanto: 

y- fep -(x-eep-ln) -ey+f(x-ln) 

y_o h ep -(x-gep-k) -gy+h(x-k) 
=0. 

oep oep 
-1 

UX oy 

Esta ecuación, en la cual figuran tan sólo x, y, representa 
un cilindro de g<Cl1:eratrioes paralelas al eje z, cuya intersección 
con la <I> constituye precisanlente la línea L. Fonuando las 
derivadas parciales primeras del prüner miembro para x=y=o .. 
r,esulta que la recta l tanglente subordinada a la terna; de rectas 
p, r, s considerada, está r'epr,esentada :e11 el plano xy por la 
ecuación 

2 m k (f - h) (a x -1- by) + (m - k) Y = o. (4) 

AnteS de seguir, obs'erv·enlos que la posibilidad de represlen
tar las rectas r, s con los sisbemas (1), (2) está supeditada a la 
condición que ellas no se apoyen a la recta' impropia' del plano n .. 
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es decir, no corten la p ,en su punto ünpropio. Pues bien, si 
r, s son las dos propias, la ,eventualidad mencionada no puede 
pl'ies'entarse para un punto genérico de la línea L, de lnarilera que .. 
para que las consideraciones. que estmnos desarrollando sean 
aplicables a los puntos gmléricos de la línea L, queda por con
siderar únicalnente el caso en que una de las rectas r, s, p. e. 
la s, 'es impropia. Si seguimos r·epresentando la r con las (1), 
mientras que s 'es la recta impropia del plano y = hz, ünitan
do lel prooeaüniento de arriba, o bien pasando al límite en 'la 
(4) por /1: tendiente a 00, 'se encuentra co:tno ecuación,'de la 
lrecta l la 

27n(f- h) (ax+by)-y=o. (5) 

Para ini,erpretar geonlétricall1ente las (l~), (5), observemos 
que a = 1/(2 . pe), llanlando e al centro ele curvatura en P ele 
la sección norlnal tang.ente a p, y que ax + by = o es la ecua
ción (,en el plano xy) de la tangente p' conjugada de la p en 
el sentido de Dupin, de Inodo pues que 

b 
1 , 

=- 2PC cotg pp. 

Luego de las ,,;(Lí.) , (5) se saca respectivamente: 

. ., pe . HS cos cp cos ~ 
cotgpl=cotgpp+ PH.PSsen(tb-cp)' (6), 

. " pe cos cp cos tb 
coto:pl=cotgp!n -r:-'PR (tb)" (7) v iJ.'"" Slell _cp , . 

Pues b1en, si, para fijar las ideas, nos r,eferimos al caso 
más generaI,es decir, a la fórnlula (6), la representación grá-' 
fica elel E 2 considerado ,en uno cualqu:i:era de los métodos ,en 
uso 'en la g,eo:tnetría descriptiva: p. ·e.eri el ele Mong,e, perInit1e 
deducir las r,epresentaciones de la recta p' y del punto e (3) : 

(3) Si p. e, como se supuso más arriba, el E 2 está individualizado, además 
que por ,el punto P y el plano tangente 'j¡:, por las dos tangentes de cm'vatUl'a 
en P y los dos correspondientes centros de curvatura de las secciones norma-



- 6 

po,r otra parte las distancias PC, RS, PR, PS se deduoen in
rnediatamlenbe del dibujo" luientras que lo,s ángulos cp y tP re-

1\ 1\ 
sultan gráficalnente como ángulos nr', ns' contenidos en el pla-
no, v nevado por P norn1almente a la p, comprltmdidos entl'le 
la normal n y las trazas r' y s' so,bre el propio v . de 10,s dos 
planos pr y ps. Po,r lo, tanto el s'egundo miembro de la (6), y 
luego, el primero, se co,nstru.y,e demlentalmlenbe sin dificultad 
mlediante abatimientos, p. e. transformando, gráficamente lo,s 
dos sumando,s len las razo,nes de dos segmentos a un teroero. 

En las construcciones hay que tener pres'ente, por lo que 
se r,efiere a los signos de los ángulo,s cp y tP, que el triedro, 
trirrlectángulo, pyn-:::::::.. xyz tiene sus aristas y caras orientadas 
como los triedros cartesianos ortogonales de referencia, de ma
nera que en el plano, v lo,s ángulo,s tienen que m'edirse po,sitiva
lnente 'Cl1 el sentido determinado po,r la orientación de p (4). 

En el caso. en que la superficie dada les \:ma esfera, el 
primler sumando, del segundo miembro, - ya sea en la _ (6) 
co,mo len la ( 7) - se reduoe a cero" y el punto C oo,incide 
co,n ,el oentro de la -estera, de manera que todo sle Deduoe a 
construir gráficamente el s-egundo, sumando" lnediante segm'en
tos y ángulo,s co,nocidos, como acabamos de indicarlo, para el 
caso, de una superficie cualquiera. 

Volviendo al caso general, el segundo sumando, del segun
do luiembro p. e. de la (6) puede construirse, además ,que de 
la luanera ya indicada, acudiendo a la idea siguient,e. aécuerdo 
que, si en un plano, yt tenemo,s tries punto,s P;R, S de una recta 

les principales, pueden dibujarse en posición y magnitud en el plano tangente 
abatido, los dos ejes de una indicatriz de Dupin, que, para fijar las ideas, 
suponemos sea p. e. una elipse, al acudir a un segmento e arbitrario y adoptar 

como semiejes ~ y Ve P2' siendo Pi y P2 los dos radios principales de cur~ 
vatura .. Entonces, si 2 P es la longitud del diámetro cortado por la elipse 
sobre la recta p, se tiene IPCI = p2 / e, mientras que p' es el diámetro con
jugado al diámetro p; P y p' se determinan mediante muy sencillas y clási
cas construcciones de geometría proyectiva. Como aplicación ill111ediata, indi
camos p. e. el caso en que <p es una superficie de revolución, individualizada 
por el eje y una línea meridiana; particularmente elemental es el caso del toro. 

(4) Es claro que la orientación elegida sobre p" (junto con la que de ella 
se deduce para el plano v) no tiene influ~ncia sobre ~inguno de los términos; 
la de la n (junto con aquella a la que lleva para el plano r.) influye sobre el 
signo de cada uno de los términos. 
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p y dos rectas ulteriores 1', s po:r P, ,existe una fórmula de 
S,taudt (5) la que lexpresa mediante dichos elementos la curva
tura en P de las 00 1 cónicas cuya polaridad subordina entre la 
puntuélll p y lel haz P la proyectividad co individualizada por las 
ternas de el,ementos corr1espondientes PRS, prs. Más pr,ecisa
miente, si lel plano 1'1 y la r,ecta p :están orientados arbitrariam'en-: 
te, y ,se adopta como positivo sobre la normal fln P el sentido 
deducido del sflntido positivo de p mediante una rotación de 
+ n/2, la distancia lentre P y 'el oentro de curvatura C* de las 
cónicas mlencionadas está dada,. aúnen signo:, por 

PC*= P~. PSsenrs _. 
RS sen pI' s'en ps (8) 

Luego, ,en el problema de arriba, si adoptamos como· plano 
1'1 el planÜl v :!normal len P a la p (el cual ya· está orientado como 
plano yz, así como ya está orientada la recta y), y al aplicar 
la (8) r,eemplazamos las rflctas p, r, s por y, r', s', y los puntos 
R, S por los puntosR *, Si' logrados nevando sobre y los 8'eg
mentos PR* = PR, PSi' = PS, la (6) tOIna la forma 

'q 

pe 
cotg pl = cotg pp' + PC*. (9), 

Por 10 tanto, la construcción gráfica de la recta l puede 
'efectuarse' mediante la (9), después de construir el punto C*. 
Una manera conveniente para construir leste punto consiste en 
observar que obviamente la (8) puede aplicarse empleando .en 
lugar de R, S, 'r, s dos puntos cualesquiera de la puntual y sus 
rectas corr,espondientes len la pr0Y'ectividad co. Si p.' e. acu
dimos al punto impropio Aro de la y y a la correspondiente 
r,ecta límite a del haz, poniendo tg ya = a" y construimos luego 
la recta b del haz tal que tgyb=a,/(a,+I), la propia (8) en
seña que PC* PB, aún en signo, siendo B el punto corres
pondiente de b en la proyectividad co. La construcción está 
efectuada en la figura 1, la que se refiere al plano v abatido 

(5) Beitréige znr Geomet1·ie' der Lage, 2. Heft, p. 280; véase el artículo nI 
e 1 de F. DINGELDEY en la Ene. der math. Wissensehaften, Band In, zweiter 
Teil, p. 74. 
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sobre el prÍlner cuadro: ,en la misma, para construir la proyec
tividad 00, se cortó el haz con una paralela y' a la r,ecta y .• 
construyendo a como lej,e de colineación entre las puntuales 

I 
I 

I 

p R* 5* 

c* 
Fig. 1 

. / 
I 

I 

I 

II B' 
I 

I . 

y 

y 'e y', y deduciendo el punto B' de la b al llevar conveniente
:~lnente sobre y' un segm:ento igual a la distancia entre la recta 

y y la y' (es inútil trazar la b). 
Lo dicho se aplica, en particular, al caso en que p. e. la 

rlecta s les impropia; la construcción' resulta ,entonces simplifi
cada. debido a que la recta a ya coincide con la recta s'. 

. 2. El caso m.ás sencillo es el .eIlque la r,ecta s es impropia .. 
y la r tiene dirección perpendicular a la nlisma. Puede supo~, 
nerse sin restricción que la r sea vertical. 

Si seguÍlllos fij ando las ideas en el caso en que 'las cons
trucciones se ef,ectúan 'en un sisteIlla de Monge, podmnos r,elem
plazar la (7) por otra fÓrInula apropiada para .dar a conooer 
dir,ectamente la. prÍlllera pr0Y'ecci{>n II de la r,ecta l (6) (sin 

(6) Análogamente, indicamos con Pl' P \, etc. las primeras proyeccione~ ,de 
p, p', etc. 
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que haga falta acudir a construcciones efectuadas en el plano v 
mlediante abatiIniento del n1isn10 80br'e el prim'er cuadro).' De la 
(7). aplicada al caso actual, dividida por cos q>, y aplicando 
el t'eor,en1a de Meusni,er para !evaluar el radio de curvatura ,¡en 
P de la sección producida 'en la superfide (J.) por el plano hori
zontal pasante por P, se deduoe (aún en signo): ' 

l 
. , peo cotg Pi 1 = cotg P1P 1 - P R ' 

donde llaman10s Co al oentro de curvalura en P de dicha sec
ción,plana horizontal, siendo la rectaPCo orientada de n1odo 
que 'el ángulo (p, PCo) sea de + n/2. 

La (10) pern1ite una construcción muy sencilla de "la recta 
l: en ,eIla el E 2 int,erviene, admnás que con la tangente P' con
jugada de p, con el radio de curvatura de la ,slección plana 
horizontal. Si R1 es el punto al que se r,eduoe la prünera pro
yección' de r, trazando Yl perpendicular a Pl- P1Rl (Iesto es. 
uni,enc1o mlec1iante Yl ,el punto P 1 con la prinlera proy:ección COl 

u H 

Fig. 2 

de Co) y vínculanc10 su orientación con aquella (arbitraria) de 
1\ , , 

Pi nlec1iantle P1Yl= + n/2, se construye sobre la miSlna el 
punto U tal que Pi U = Pi R1, Y sobr,e la paralela nevada por U 



-10 -

a Pv la que corta p'l,en un punto Q, se neva QH = - P 1C01• La 
J'lecta P 1H es la prin1:era proyección II buscada. 

Para indicar un lej,emplo concreto, en la fig. 3 s'e efectuó 
la construcción para el caso len que <.P es una superficie cilín
drica individualizada por su. traza "( sobre el prim'er cuadro, que 
suponemos sea un círculo ·de oentro O, Y la dir,ección de' las. 
g,eneratrioes, que 8'e suponen r,ectas de frente. En un plano 11: 

tang,ent'e· al cilindro, individualizado por su primera traza s 1t 

(tang,ente al círculo 'en un punto Sp" el punto P de contacto 
con una tangente p perpendicular a la J tiene. su primera pro
ylección P 1 ,en la intersección de la paralda P1 a la s 1t 'nevada 
por R1 con la priInera proylección de la g,eneratriz del cilindro 

Fig. 3 

cont'enida len el plano 11:; llamamos obviamente p' a tal "genera-, 
triz len cuanto con ,ella coincide la tang,ente conjugada de p. Sin 
construir materialmente ,el punto Co, es suficiente observar que 
,el segmento objetivo PCo 'es igual" paral'elo y del mismo sen-
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tido del segm'ento Sp' O. En la figura se orientó la Pl desde P 1 

hacia R1, y la Yl en conformidad. Sobre la Yl se ha llevado 
el segmento P 1 U = P 1 Rv Y por l! la paralela a Pv la que corta 
p' 1 len un punto Q, a partir del cual sobre la misma r,ecta s'e ha 
marcado ,el punto H tal que QH = - Sp' O. La recta P 1H es 
la primera proyección II de la tangent,e buscada. 

El caso de s impropia perpendicular a la dir,ección de r .. 
considerado en el presente n., Hene particular interés no sólo 
por su simplicidad, sino también porque el caso general puede 
siempre r·educirse al mismo, como r,esultará de las considera
ciones del n. 3. 

3. Dados como arriba un E2 y las rectas p, r, s,queda indi
vidualizada la tangente l subordináda a la terna p, r, s. Huel
ga decir que, aunque las fórmulas ,encontradas üenen aspecto 
y naturaleza métrica, la vinculación entre aquellos datos y la l 
tiene caráct'er proy,ectivo. 

Fijados el E2 y la r·ecta p, cabe pr,eguntars,e ele cuál lTIa
nera pueden variar las rectas r y s, si se pide que la recta l 
quede invariada. 

Llamaré lo el coeficiente angular de la r,ecta len el .pla .. 
no xy, ,el que se deduoe inmediatamente de la (4). 

Introduzoo, coordenadas radiales homogéneas de r,ecta Pik 
(i, k = 1,2, 3,1f4), llamando respectivam;ent,e P'ik y P"ilc las coor
denadas de las r,ectas r, s, de modo pues que p. e. 
P' 12 : P' 13 : P' 14 : P' 34 : p' 42 : P'13"':-' - t m : - m : e : 1 : - t : o. 

Por lo tanto la relación entre lo, a, b, t, h, m, k brindada por 
la (4) viene a escribirse 

2( +bl)( '" '" )+l('" ,," )-0 a 'o P 13 P 12 - P 12 P 13 o P 13 P 34 - P 34 P 13 - • 

'( 11) 

La (11) es una ecuación bilineal alternada entre las P'ik y 
las P"ik; la misma, al considerar provisionalmente las P"ik .como 
coordenadas corrientes, r,epres'enta un complejo lineal, ,el que 
contiene evidentemente ientI'Ie sus r'ectas la r y también la p 

. (cuyas coordenadas son todas nulas con excepción de la P14): 
además en la polaridad nula definida por ,el compl,ejo el punto 
P tiene TI como plano polar. Por lo tanto, dados. el E 2, la recta 
P y la r, se logra siempre la miSlTIa r,ecta 1 cuando la r,ecta s 
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varía dentro de este cOluplejo lineal~ es decir, como la recta s 
se apoya a la p que pertenece al cOlupl,ejo, cuando la recta s 
varía dentro de la congruencia lineal especial F de directriz p 
intersección del complejo lineal lnencionado con el compLejo 
lineal especial de directriz p (esto es, de ecuación P23 = o). 

GeOluétrical11'ente, la congruencia lineal especial F está 
cOlupletam'ente definida por su directriz p y las condicione,s 
de contener la rectar, la s, y las rectas del haz Pn. Por la mis
ma razón; al variar r dentro de la misnla congruencia lineal 
eepecial r! la recta 'l queda invariada. L1eganlos así a la 
conclusión sigu~ente: 

La recta 1 tangente a un E 2 subordiJwda a una terna de 
redas p, r, s qrLeida invariada cuando, fijados el E2 y la 
recta p, las rectas r y s varLan Identro 'de la congruencia lineal 
especial de :direclriz p, la q[he junto con las rectas r y s ·con.,. 
tiene las rectas del haz Pn (congruencia que talu19ién puede de
finirse por la proyectividad .Q entre la puntual p y el haz de 
planos hOluónimo individualizada por la t'erna de puntos 'P, 
pI', ps y la terna de planos correspondim1tes n, pI', ps). 

Lo dicho se presta a una aplicación constructiva casi in
nlediata. La proJectividad Q puede construirse p. e. remupla
zando la puntual p por su proyección ortogonal sobre el prüner 
cuadro (donde hay que considerar los tr'es puntos P v Rv Si) Y 
el haz de planos de eje p por el haz de r,ectas que constituyie 
su sección con el prüner cuadro, el cual tiene su oentro en la 
prünera traza Sp de la p (a los tr,es puntos mencionados de P1 
corresponden la primera traza S7i: del plano n y las rectas que 
unen Sp a las prim'eras trazas, Sr y Ss respectivalnente, de las 
1', s). Al punto impropio Deo de p corr,esponde un plano(), y al 
,plano 8 que une p con el punto üupropio J eo en dirección per
pendicular a () corr,esponde un punto E de la puntual p. En-

tonoes las rectas r; s pueden reemplazarse por la -;. _ EJ eo y la 

r1ecta üupropia Seo de! plano (), las cuales vienen a encontrarse 
en las condiciones .del n. 2, prescindiendo de la posición par
ticular que ml dicho n. tenía la recta r con respecto al prüuer 
cuadro. Pueden sin embargo aplicarse las construcciones del 
n. 2, acudiendo a un plano paralelo al plano () que deselupeñ:e 
el papel que en esa oportunidad des'empeñaba el primer cuadro. 

La construcción se presenta de la manera más sencilla cuan-
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do una ele las d0's rectas r;s, p. e. la s, es impropia, y luego 
puede suponerse c0'incidente con la r,ecta ünpropia del priIner 
cuadro, mientras que la recta r es una recta genérica, general
m,ente no v'ertical. La reducción al caso de r v'ertical se ,efectúa 
entonces de la manera siguiente. En el caso actual, el pla~o () 
c0'incide con el plan0' horizontal llevado p0'r p, y el plan0' 8 

con el plano v'erticalque pasa por esta lnisma recta. Actuando 
COlno arriba, hay que c0'nsiderar en el primer cuadro la pro:'" 
yectiviclacl entre la puntual Pl. y 'el haz impropi0' de las paralelas 
a Pv mi la cual se c0'rresponden P 1 Y Src' Rl Y la prünera 
traza spr _ Sp Sr delplan0' pr, y l0's 'elementos impropios, y 

Fig. 4 

buscar s0'bre la puntual 'el punto El hOlnólogo de la r,ecta 
s e == Pl del haz imprqpio. La construcción de la proyectiviclacl 
puede hacerse p. le. c0':rtando el haz c0'n la transversal rv sobre 
la cual las cuatr0' rectas c0'nsideradas del haz cortan respectiva.:.. 
mente l0's puntos H - r l Src' SI" 'el punto hnpropio y lel punto Rl · 
El eje de c0'lineación (el que une lel punt0' Sr COn la int,ers'ección 
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K de S')t con la paralela llevada porP 1 a la r 1) corta la Pl 'en ,el 

punto El' al cual se reduoe la primera proyección R1 ele la recta 

vertical -;: que se substituy,e de tal manera a la r. 
. En la fig. 4 se ha ,efectuado por completo la· construcción 

en el caso en que la superficie <Des una 'esfera de oentro e: 
para luayor claridad, se trazo la recta sPI" aunque no neoesaria 
para la construcción. En este caso, después de logrado el pun-

to R1,1:s'e obtiene II como tangent'e en P 1 a la circunferencia de 

diámetro el R1. 

OBSERVACIÓN. Lo dicho 'en el pr,eS'ente n. 'puecle vincu
larse (con pr'escindencia de algunas. particularidades gráficas), 
con el procedin1iento indicado ,en la últüua parte del n. 1 

para aplicar constructivalnente la fórmula ele Staudt. En subs
tancia la construcción aludida estriba en la consideración de una 
proYlectividad ro '8111re la puntual y y el haz Pv. "Ahora bien, la 
prünera se logra de la puntual P lnediante rotación de Tt/2 en el 
plano Tt, y el segundo por sección del haz de planos c1eeje P, 
el que está r,elacionado con la puntual P lnecliante la proyecti
vidad D.. En los dos casos se acude al el,muento del haz corres
pondiente al punto in1prop'io de la puntual, etc. 

4. Prescindiendo de las aplicaciones de ·carácter construc
tivo desarrolladas en el n. anterior, cabe proponerse adquirir 
una visión geOluétrica luás satisfactoria ele la vinculación entre 
el E 2, las tangentes P Ji l tal 111isn10, y la congruencia lineal es
pecial r,. ,La cuestión puede plantearS'e de la n1anera sigu tcnt,e : 
dados un E2, una recta p tangente al luisn1o, y dos rectas ala
beadas r, s incidentes a la P, la tangenbe l del E 2 subordinada 
a la tierna p, f, S no varía al variar r, s dentro de la congruencia r 
considerada en el n. 3: si se conooen las rectas r, s, la con
gruencia r resulta conocida de acuerdo con los r,esultados ante
riores: si en calubio suponmuos conooer las dos rectas [J, l 
tangentes al E 2 ¿ cuáles son las congruencias lineales especiales 
r, tales que, al el,egir r, s dentro de una de ,eIlas, la t'erna p, r, s 
t'enga con10 subordinada la l? Llanla:rmuos a esas congruencias 
las congrlJJencias lirveales .especiales asocia'das al pctr (ord,enado), 
d.e tangentes p, l. (se sobreentiende, con respecto al E 2). 

Dichas congruencias lineales especial'es r integran un con
junto tal que ca~la recta genérica r incidente a la p pertenece 
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a una y una sola. de ,ellas, como se deduoe de la (11) en la 
cual se consicler·en las a, b, lo Y p'ac COlno conocidas, de manera 
pues que se trata de un conjunto 00 1 tal que ~ubre simplemlente 
el compllejo lineal especial .de directriz p. Lo que queremos 
es una descripción cOlnpleta en términos geométricos proyecti
vos de dicho conjunto 00 1 c;le congruencias, y una individuali
zación ,en términos análogos de la congruencia del conjunto que 
contilene una recta r pr,efijada genéricamente entre las apoya
das a la p. 

Para simplificar ml algunos puntos la expresión, acudi
nlOS a la cuádrica M42 de Klein del ,espacio de 5 dünensiones 
S5' cuyos puntos repr'esentan las r'ectas elel espacio ordinario (al 
que llmnaremos .s 3)' Usaremos para ,el punto de S~ repres'en
tativo de una recta del ,espacio ..:E 3 coordenadás coincidentes 
con las coordenadas radiales Pik ya mnpl,eadas ll1ás arriba, e 
indicarmnos con Gik los vértioes de la pirálnide de ref.erencia 
del S5' 

Sobre la M4.2, conlO es sabido, una superficie <.I> del espa
cio 'Ordinario .s 3 .se representa en una congruencia (g) de 
rectas g, cada una de las cuales 'es la ünág,en de un haz PTt de 
r,ectas tanglentes a la q) : cada una de éstas tiene COll1ü ünagen un 
'punto ele la g, y en particular las dos tangmües asintóticas de la 
([> len P, u y v, se representan en dos puntos (realles o no, lo 
lllisnlo «01110 ,~sas tang,entes asintóticas) de la g, que indico con 
F u y F v' Estos puntos Fu y Fu son los dos focos de la recta 
9 con r,especto a la congruencia (g); al variar 9 cada uno de 
ellos describe g,enerahnente una superficie focal, r,espectiva
ll1ente (Fu) y (F v) - eventuahnente reducida a una línea fo
cal - cuyo plano tang,ente, en el lnisnlO punto indicaré con 
&iu), B'iV), lentendiéndose que si p. e. (Fu) se r,eduoe a una línea. 
& 2(U,: indique el plano que une su r,ecta tangente en Fu con la 
corre~'pond.i:ente recta g. Los dos planos &lll!, &iv) pasan obvia
nlel1te por la recta g, y ,están contenidos dentro del espacio de 
tr'es dünensiones g' 3 polar de 9 con respecto a la\ M42 ; además 
son mutualnente polares con respecto a esta cuádr,ica. 

Si en el espacio ordirl!ario .s 3 nos liJnita7nos a considerar 
un elerrwnto de segundo orden E 2, sobre la Mi puede tomarse 
contO irnágen 'del rniS7no la figura de conjunto integrada por 
la rec~a g que repiesenta el haz de rectas PTt, ;Hos puntos Fu y 
F v ;de g (únágenes de Zas tangentes asintóticas) y un ~lano . por 
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g' fderdro ':,ide g' 3 como plano &./u) (si se qui,ere una· figura suhs
tancialm,ente equivalm1te pero más simétrica, puede tOluarse 
un par de planos &lU),&lv) pasantes por g y situados dentro de 
g'3 mutuamente polares con respecto a la M42). Lo dicho s'e ave
rigua p. e. luediante la consideración siguiente, cuyo r,esultado 
nos servirá aún luás adelante. TOluemos en ~ 3 el E 2 defi
nido por 

z = a x2 + 2 b x y, 

donde elegimos no sólo el orig,en en el punto Pdel E 2 y el 
plano xy coincidente con el plano tangente n, sino también e1 
eje y en una de las dos tangentes asintóticas en P (que llan1a
n10S u). Es claro que de esta luanera, al pedir que acleluás el 
eje x coincida con una tangente pr,efijada g,enéricaIuente en el 
punto P 'como se hará más adelante, hay que r,e~1unciar a la 
ortogonalidad del sisten1a de refer,enCia; pero esto I no tiene in
conv'eniente, COlUO se observó en el n. l. 

Al haz de rectas Pn corresponde sobre la M42 de Klein la 
r,ecta G14 G42, sobr,e la cual Fu = G42 , n1ientras que F v es el 
punto para el cual P14 : P42 = 2 b : a. Para una superficie que 
contenga .el E2 (I 2) un cálculo sin dificultades ens,eña que el 
plano &lU) ,está dado por las ecuaciones 

P13 = P23 = 0, 2 b P12 + P34 = o. 

Luego lefectivaIuente un E2 del espacÍó . ordinario indivi
dualiza len S5 una figura del tipo considerado gFuFv&iu); Y 
vioev,ersa, ,debido a que, si partiIu03 de dicha f~sura, la recta g 
,da a conooer un haz de rectas Pn de ~ 3' los puntos Fu y F t' 
llevan a dos tang1entes asintóticas, ,es decir a una r,epr,e8'entación 
( I 2) ,en la cual a y b están deterluinados a menos de un factor 
con1ún, y por fín, cOmo lo enseña la (I 3), & iu) lleva al valor 
~e b, ,es decir, al conocimiento de ese factor común. ' 

Esto si,endo previan1ente dicho, volvamos al problen1a plan- . 
teado. En S5 consider,emos una figura g Fu Fv &iu) imagen de 
un E2 de ~ 3' que poden10s suponer representado por la;( I 2 ) " 

Y - junto con ella - dos puntos genéricos de la r,ecta g, imá
glenes de las tang,entes p y l del E 2, los que pueden -indicarse 

. <;:on las mismas notaciones.. Podemos suponer sin restricciones 
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que ,en ..23 la recta p siga coincidiendo. con el eje x, COl no en 
los n. os ant'erio.res. Al variar ,en ..23 la recta r de coordenadas 
radiales p' il. (con p' 23 = o) , la (1 1) ,enseñ a que las 00 1 ; co.n
gruencias lineales lespeciales r asociadas al par de tangentes p, l 
tienen C0111o. ünágenes ,en 85 las 00 1 cuádricas bidünensionales 
secciones de la M42 con los 001 83 según los cuales ,el 8'1 fijo 
P23 = o (hiperplano P'4 tang,ante a la lVI42 en el punto· p - G14) 

está cortado por ,el haz de hiperpla110s individualizado _por los 
dos: . 

P13=O, 2 (a+blo) P12+l0P34=O. 

En la (14) no apareoe la co.ordenada P14' de 1110do que el 
haz üüegrado po.r aquellos 00 1 S3 dentro del Si P23 = o tiene co-
1110 eje un plano pasante por G14, al que, por clep'8l1der de P, l .. 
lla111arml10s 6lplJ. 1\1ás precisaInente ,el plano 6lpl) resulta tan
gmüe a la M42 a lo largo de la recta G14 G42 g. Ve1110s así 
e11tr,e tanto que las 00 1 congruencias lineales especiales r aso
cicidas al par ide tangentes p,I son lás que, en 'el 85 reprlesentati
va, tienlen como irnágeáes las 00 1 cuádricas cortadas sobre la V 3

2 

cónica r,epresentativa ¡de las l~ectas ~de ..23 apoyadas ,a p: por los 
8 3 ;de un haz, cuyo eje es cierto plano 6lpl) pasan..te por la recta 
g representativa del haz Prr de ..23 Y contenido ,en el espacio 
g'3 tangente a J,a 11142 a lo largo ;de g .. 

Toda la figura de las 00 1 congruencias lineales 'especial,es r 
asociadas al par de tangentes P~ l r,esulta po.r lo. tanto substan
ciah}1ienh~r,educida al plano 6lpl) de 85, que lla111aré conjugado 
a dicho par. Y llmnaré, 1811 ..23, red conjuga'da al InisIllO par 
la r,ed de c0111p1ejo.s lineal,es que 'está repr,esentada en 85 (por 
es-e plano .. Es claro. que todos los c0111plejos lineal,es de la red 
conjugada contienen las rectas elel haz Prr, y que pertml'80e a la 
red d haz de cOlnpl,ej os lineales especialles cuyas directrioes 'Son 
las rectas del InisIno haz. 

Lo que queda po.r ver ,es CÓIno. la red conjugada al par ele 
tangmües P~ l, o - lo que da lo 111ismo - :el plano 6lpl) de 85., 

pueda definirse de 111anera autónOlna. Con este objeto, fijeInos 
la P, y de jeInos variar la l; ele las (1 [,.) - las 'que ,en cuanto. 
se les agr,egue la P23 = o son justmllente las ecuacio.nes del pla
no co.nsiderado - se desprende que ,el 111ÍsIno descrihe un· haz 
pr0Y'ectivo al haz de rectas descripto por la l, y que: 
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10: (haciendo lo = O) el plano (jip p) ti'ene ecuaciones P23 = 

P13 = P12 -: o, y por lo tanto 'es !el plano de la cuádrica M42 

que repr,esenta las r,ectas de 23 las que pertenec.en a la radiación 
deoentro P; testo es, es uno de los dos (planos (plano del prim:er. 
sistema) de la M42 que pasan por la recta g; 

2 0 : (haciendo lo = - ajb) ,el plano (jipp') t:i!ene ecuaciones 
P23 = P13 = P34 = o, y luego les él plano del segundo sistema 
de laM42 pasante por la recta g (plano representativo 'de las 
r¡ecfals de .:E 3 que 'están ,en el plano n) ; 

30 : (haciendo lo = (0) el plano (jlpu) t:i!ene COlno ecuacio.
nes las mismas (13) Y luego coincide con ,el plano &lU). 

Concluimos así que el plano (jlpl) es el plano pasante por 
g y sitrw!do en g' 3' que~ dentro del haz así ·:definido, considerado 
como cuarto plano Idespués de los dos planos respectivamente 
del primero y ,del s,egundo sistema de la cuádriea de Klein 
paslantes por g y Idel plano &lu), ,da lugar la !U1~a doble razón 
igual a la (p p' u 1) (7). , 

De esta manera resulta completamente resuelto el pro-
blema planteado. 

Sin detenernos ,en enunciar el resultado en términos de la 
g,eomletría de la r,ecta de :I 3' observemos más b1en que la 
construcción así obtenida de la red conjugada al par de tangen
t'es p, l permite lograr inmediatamlente la congruencia lineal es
pecial r"a la cual perteneoe una recta r pr,efijada genérica':" 
m,ente entre las apoyadas a la Decta p, como intersección rde un 
complejo lineal de la :ved nevado genéricam'ente pdr la recta r 
con lel complejo lineal ,especial de directriz p. . 

Se desprende asimismo de lo dicho que, si se mantiene fija 
:la p y \Sle ¡deja variar la 1, el plano "(jlpl) describ.e un 'haz proyec
tivo al haz idescripto por la reCta 1: la proyectividad :está detini':-~' 
da por los tres pares de elementos correspondientes integrados 
por 1 == P y ,el plano ¡del primer sistema de M 4 2 ~-pasan-t,e por 
g, 1- p' Y el plano del segun1do sistema, 1- u y el plano &iu). 

Es claro que, por analogía, cuando l ooincide con la segunda 
tangente ,asintótica v, el plano corr,espondiente es &lv) (conjugado 
armónico de &lU) con r,especto a los dos planos de M42 que pa-
san por la- g). ' 

(7) ~a recta p', como en las páginas anteriores, sigue siendo la tangente 
al E 2 conjugada de la p. 
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A lo dicho puede darse un alcance más amplio si se deja 
variar no sólo la recta l~ sino tanlbién la p. A cada par p~ l 'Co.
rresponde un plano conjugado 0ipI) perteneciente al haz de ej:e 
9 en el espacio g' 3' de manera pues que se originan 00 2 ternas 
ploipI). Para dominar la cuestión, es co.nv,eniente adoptar 'en .:E 3 

un sistema cartesiano de r,ef,erlencia en condicionés un po.co 
más g,enerales de las anterio.res~ manteniendo el origen en P 
y lel plano xy en rr, pero sin vincular ulteriormente 'las po.si
ciones de los ejes x~ y. Eftectuando un cambio. qe co.o.rdenadas 
para haoer aplicables a las nuevas hipótesis los resultados ya 
adquirido.s, s'e encuentra fácilm,ente que, si 

son J'lespectivamente, dentro del plano xy, las ecuacio.nes de las 
Dectas p y l~ mi,entras que el E2 está representado. po.r 

el plano 02(Pl) tiene las ,ecuaciones 

'P13=0, P23 = 0, 

do.nde 

Por lo tanto: 
Los 'dos haoes de rectas superpuestos 'descriptos por las 

tangentes p y 1 del E2 considerado y el haz de planos~ 'de eje g., 
(J,escripto fdentro del espacio g'3 por el plano conjugaJdo 0lpl), se 
corresponden en moa correspol1)dencia trilineal A. 

So.n el,ementos singulares para esta co.rr,espo.ndencia trili
neal (el'em,entos de una de las tres figuras de prim!era categoría 
vinculadas entr,e sÍ, para lo.s cual,es la proy.ectividad po.r ello.s 
subordinada entre las dos .figuras restantes ,está deg,enerada) 
la3 tang'entes asintóticas, ya sea como posicio.nes de la p o de 
la l~ y los dos planos &iu), &iv). Si se quiere una individualiza
ción g,eométricacompl,eta de la correspondencia trilineal A, 
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puede decirse que ,ella está definida por las corbdiciones si
guientes: 

a) al plano !del primer sl:slen/)a de la M42 pasante por g, 
CO,rno posición particular de alpl), queda subor'dinada entre las 
d'os otras figunas de prinvera categoría la identiddd; 

. b) al plano ¡del segw1Jdo sistenva ql.l.eda subordinada la m,

volución de las tangentes conjugadas; 
c) ¡(d plano ~'lU) queda subordinada una pro.rectividacl de

gel1Jerdda que tie71Je 1 == u corno 'elern,ento singular. 
En lefecto, de 10' dicho ant,eriorn1rente, ya resulta que la 

corr'esp0'ndencia A í cun1ple con las tres condiciones a), b), c). 
Vioever.sa, Isi se ünponen la a) y la b) la ,ecuación de la corres
pondencia A queda detenninada a lnellOS· de un parálnetro arbi
trario, el que a .su vez se debennina al ünponer que 'exista una 
terna de la correspondencia integrada por una posición gené
rica de p junt0' con l == u y ir/u). 

Para las congruencias lineales especiales as0'ciadas al par 
de tangentes p, l indico t0'davÍa la caracterización sigu1ente, de 
c~rácber lnétrico. Llmnaré torsión (8) 1 /T p de una congruencia 

1\ 
r nn' . 

lineal ¡especial ml un punto P ele su directriz p ,el lUl1 PP' ' 81en
P'-+p 

do PI un punt0' de p que tiende'a p', y n, n' los planos de los 
haoes de rectas de la congruencia que tienen sus oentrosen 

. P, P'. Pues b~en, si toi11anl0S dos rectas cualesquiera de la con
gruencia COlno rectas r, s, y aplicmnos la (6) dejando tender R 
a P, resulta 

1 _ cotg pl - cotg 'pp' 
'1'- pe 

p 

(15) 

Él segundo nüen1br0' de la (15) depende del E 2 conside
rado y de sus tangentes p, l: la torsión en P de cada congruen
cia lineal asociada al par p, l tiene que tener el valor brindado 
por la (15). Vioev,ersa, las cOl~gruencias lineales especiales de 

(8) Este t.érmino está usac10 en una acepción análoga (y se trata substan
dalmente c1e la misma cosa) cuanc10 se habla c1e la torsiÓ1~ ele 'l¿na genemt1'iz 
rectilínea c1e una superficie reglac1a en un punto c1e .la misma; véase p. e. L. 
BIANOHI, Lezioni eli geometria eliffe1'enziale, 3~ ec1., vol. J, p. 206. 
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directriz p, las que contienen 'el haz de rectas 'Pn y ti,enen 'en 
P la torsión (15) constituyen un conjunto 00 1 tal que una recta 
genérica l' :apoyadJa a p lestá en una y una sola congruencia del 
conjunto, la cual por lo tanto necesarimnenbe coincide con la 
congruencia lineal asociada que contiene r. ConcluÍlnos así ' 
que las congruencias lineales asocioJd;as a un par de rectas :p,l 
tangentes a un E 2 son, tO'das y solas, las congruencias [ineale,s 
especiales 'de directriz p, las que contienen las rectas del haz 
Pn y cuya torsión, en P está expresoJda por la (15). 

Por lo den1ás, cabe observar, ele acuerdo con la Observa
ción final elel n. 3, que la torsión ,en P 'de las congruenlcias 
consideradas no difiere de la curvatura en P de las 00 1 cónicas 
a las 'que se acudió en la últiina parte del n.' 1; lo que neva 
substancialm!ente una a otra las fórmulas ,(9) Y (15). 

5. Para terlninar, agregamos las observaciones sigui,ent'es. 
La figura int,egrada por un elmllento superficial de' segundo 
orden E 2, una recta p tang,ente al ¡nismo, y dos r,ectas 1', s 
inciclent,es a la p depende de 8 + 1 + 3 + 3 = 15parálnetrOs .. 
lo nlÍsmo C01no una homografía general del espacio; de nlodo 
que a priori cabría conjeturarse que no tenga invariantes pro
yectivos. Sin enlbargo tal conjetura resultaría equivocada, de
bido a que los datos individualizan la tangente [' subordinacla a 
la terna p, r, s, y la doble razón de las tangm1tes 'asintóticas 
u, v del E 2, '" la p y la l esevidm1telnente un invariante pro
yectivo de la figura considerada (el cual contendrá una irra
cionalidad procedente de la posibilidad ele considerar las dos 
tang'ent,es asintóticas ,en uno u Ootro orelen, pero podrá remn
plazarse por una función del mismo en la que desaparezca dicha 
irracionalidad). Cabe por lo tanto pr,eguntarse si existen más 
invariantes proyectivos independientes. La contestación es ne-
gativa. . 

Considero con tal objeto otra figura análoga integrada por 
un E' 2 jUllto con las rectas p', r ' , s'. Introduzco dos sistemas 
ele coordenadas proyectivas homogéneas, respectivam'ente Xi y 
X' i ( i = 1, 2, -3, ú), colocando los vértices elel primer tetraedro 
fundamental de la manera siguiente: A4 en P, Al en el punto 
pr, As g'enéricanlente sobre r, y A2 genéricamente sobre re; y 
análog.am'ente para el segundo tetraledro. Sean entonces 
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las Bcuaciones de s, mientras qU1e el E 2 está representado: por 

Análogamente (poniendo acentos a los coeficientes) para 
s' y el E' 2' Por de pr'Ónto, una homografía que ,neve una a otra 
las dos configuraciones consideradas se repres1entará con una 
substitución lineal homogénea del tipo 

X'l: X'2: X'3: X'4=gl1 X1+g12 X2+g13 X3: 

g22 X2 : g33 X3 : g42 x 2 + g44 X4' (16) 

Admnás les necesario y suficiente que las siete constantes 
hOlnogéneas gik que ~iguran en (16) cumplan con las seis 
condiciones: 

a g33 g44 = ¡a' g211, 

b 933 g44 = a' gl1 g12 + b' gl1 g22' 

e g33 g44 = a' g212 + 2 b' g12 g22 + e' 9222' 

h g22 = h' g33' 

g22 (gl1 9 - g33 g' +g13) + g33 h' (g12 - 942 k') = 0, 

911 k = g44 k', 

Las :9ii tiBnen que ser distintas de cero para que no se anule 
el determinante de la substitución, de modo que podemos su
poner 922 = 1, Entonces ,el sistema parcial integrad? por las dos 
prim,eras, la cuarta y la sexta ( 17) puede lescribirse en 'la 
~~ I 

Substituyendo estos valores en la' tercera (que no contiene 
otras gik) se logra 

(b 2 - a e) h2 h;2 = (b'2 - a' e') h'2 k'2, (18) 

Queda únicamente por tener en cuenta la quinta ecuación 
(17), de la cual, reemplazando las gik ya conocidas, puede des-
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pejarse 913 en función de g42'que queda arbitrária. Por' lo tan~ 
to la (18) 'es una ecuación de oondición~ y antes' bien la única 
para la 'equival,encia proy,ectiv:a de las dos configuraciones con
sideradas: si se cumple (18), existe no sólo una, sino todo 
un sistema 00 1 de proy!ectividades que nevan dichas configura- \ 
ciones una a otra. 

Por otra parte, llamando ~ a la doble razón (u v p l)" Y 
poniendo (para evitar la m'encionada irra~ionalidad): 

(19} 

J = 4. (b2 - a c) h2 k2, 

de forma que la (18) se ,escribe 

J=J' .( 18'1 

Luego la configuración integrada por un E 2 junto con la 
recta p tangente al mis/no . y 'dos rectas r, 'S incidentes ,a la p 
tie,ne,esencialmente un único invariante proyectivo, y como tal 
puelde ,ado ptarse J. . 

En particular, de lo dicho se desprende que la figura inte
grada por un E2 junto con las rectas p, r, s situadas como en el 
último ,enunciado admite un grupo 00 1 de homografías ,en sí 
misma. Si esa figura sigue representándose analíticamente como 
arriba, las homügrafías están dadas por 

siendo "( una constante arbitraria. El grupo es el de las ho~o
grafías biaxiales parabólicas de ej,e p cuya congruencia lineal 
especial de rectas unidas es aquella que cont~ene el haz Pn y 
las rectas r, s. . . 

Al invariante J puede darse la expresión métrica sigui,ente: 

PR2. PS2 
J = - K RS2 (tg tP - tg Cf' )2, 
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donde R, S, cp, tP tienen el significado ya aclarado en el n. I, Y 
K les la curvatura total elel E2 considerado. 

Conlo cons'ecuencia de la (2 I) observanlos las siguientes .. 
,en las cuales hay que tener presente el significado de J como 
función de la doble razón ~ ele acuerdo con, la (I 9) . 

I) La curvatu,ra total K ele una superficie <Den un punto 
P tiene ,el siguient,e significado g,eOluétrico: sean r, s dos rectas 
cuale,squiera que cortan el plano tangente en P en dos puntos 
R, S simétricos con respecto a P y están contenidas en dos pla
nos por la recta RS que forman respectivamente ángulos de 
+ rrj4 y - rrj4 con !el plano nonnal pasante por la 7nisrna 
recta: entonces 

K=-J: PR2. 

2) Si W, <Di son dos superficies tángentes le,,~ un punto p., 
y se consi!deran dos rectas cualesqui,era r, s que cortan el plano 
tan'yrJ.nlie a las dos, en :dos puntos alineados sobr,e P, se tiene 

sie,nJdo K, [{1 las curvaturas totales dé <I> , <1>1 en P, y J,J1 los 
ill,1?ariantes ,proyectivos a los cuales dan lugar los ele7nentos de 
segw7Jdo OlHen de <I> , <1>1 en P junto con las rectas r, s. 

Esta observación quizás tenga algún interés porque brinda 
un significado geoluét~ico proy:ectivo del invariante de Meluuke 
(razón ele .las curvaturas totales) de dos superficies tangentes 
en un punto. A di:terencia de lo que ocurre para el invariante 
análogo de dos curvas, üüerpretaciones proy:ectivas de dicho 
invariant'e (pr,escincHendo de casos particulares) son bastante re
dentes: ,dos de ellas, distintas de la actual, han sido dadas por 
mí y P. Buzano (9). 

Tuculuán, diciembre de I942. 

A. Terracini \" 

(9) A. TERRACINI, Densitil di u.na C01Tispondenza di tipo d1Wlistico ed esten
sione dell' inval'iante (ti Mehm7ce-Segl'e, Atti della R. Acc. delle Scienze di 
Torino, vol. 71, 1935-36; P. BuzANO, l1itel'pretazione pl'oiettiva dell' invariante 
di Mehm7ce, Boll. dell' Unione matematica italiana, 1936. 


