
n 

SOBRE LA SUMA ~ rxz- 1 [(n + I)z - rz]Y-l 
r=l' 

(Tema NQ 22, Vol. VII, p. 29) 

Se proponía en ,el tema nO. 22 (Vbl. VII, pág. '29) calcular 
paran -+ 00 el IÍlnite de la suma lm nm + 2 m ('n - I):m + ... + 
nm 1 m para los div,ersos valores del parám,etro real 7n. Genera­
lización. 

Consiclerelllos la ,expr,esión generalizada 

n 

~ rxz- 1 [(n+I)z -rzJY-l 
r=l 

con x, y reales y. z> o, que para x = y = 1 +7n y z= 1 se con­
vierte ml la sunla propuesta, y calcul'emos su límite, para n ---.;.. 00, 

en los puntos del plano x, y. 
Como la sumatoria, por s,er de términos positivos,es 

mayor que cualquiera de ellos, tendrlemos que para y> 1 esa 
sumatoria les mayor que su primer término que tiende a 'infi­
nito. Para y= 1, en cambio, la sumatoria se convierte ·en 'una' 
serie armo nI ca y será por lo tanto, divergente para x >0 y 
convlergmüe p~ra x < o y de valor r: (1 - X z) siendo r:( s)~ 
la función d~e Riemann. 

Para calcular el límite ,en la zona o < y < 1 escribmnos la 
.sumatoria ,en la forma 

(n + 1 )Z(X+Y-l).i (_r_) xz-l l 1 __ (_r_) Z ]Y-l 1 

r=l' n+I n+I n+I 

donde la suma que figura como segundo factor tiene por límite 
la int,egral 

1 1 J uxz- 1 (1 - uz)1-1 'du = : J vx- 1 (1 - v)1-1 dv 

o o 

finita para x e y positivos; por lo tanto en la zona o < y < 1 si 
x + y> 1 la sumatoria propuesta tenderá a infinito; si x+ y = 1 

t'enderá a un límite finito igual a . 
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l· 1 z- B (x, y) =Z-7t (x} 7t (1 - x} zsen re x 

mientras que ,en el triángulo I j 

ese límite será' o. 
Si, siempre para o < y =< 1, ,es x <o bastará considerar un 

punto (x', y). tal que x <o < x' < 1 Y como en el punto (x', y) 
la' sumatoria tiene por límite o y les rxz- 1 < rX 'z-l, también en el 
punto (x, y) ese límite será o. . 

Para calcular el límite de la sumatoria en el semiplano 
y <o, escribamos, aplicando el teorlema del' valor medio, cada 
término de la sumatoria 'en la forma 

n+I r')' zY-l (n + 1 - r).Y-l rz(x+Y-l)-Y (1 + & r - (z-l) (Y-1) 

y si z (x + y - 1)' > y la' sumatoria, por ser mayor que su úl­
timo término (r = n) qu~ tiende a infinito, también tenderá 
a infinito. . 

Paraz (x + y - 1)' = y la sumatoria será, 'en ca:~nbio, ~a-
yor, igual 'O menor que zY-1 ~(I - y) segúns1ea z L I. 

7 
Y, por último, si z (x + y - 1) < y podremos pasar siem-

pre del punto (x,y). a un punto (x', y') situado sobr,e. la para­
lela a z (x + y - 1) = y y en la zona o < y' < 1; x' + y' < l. 
Será entonces z x - 1 L zx' - 1 según sea z L 1, de donde 

7 7 

(z - 1) (y.,- 1) ~ (z - 1) (y' - 1) Y para todos los valores 

de z (n-I- r)Y-l«n+I-r)YI-l y 

(1 + &n+;-r) (Z-':l) (Y-1) < (1 + & n+;-r) (z-l) (Y'-l) 

. '1 

por 10 tanto la sumatoria en el punto (x, y) será menor que en 
el punto (x', y') y como en este último su límite es o, también 
lo será en el (x, y). 

En definitiva el límite de la sumatoria depende de la posi­
ción del punto (x, y) r,especto de la poligonal y = 1, (x < o) ; 
x + y = 1, (o < x < 1)'; Z (x + y - 1)' = y, (y < o). En la re-
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gión del plano determinada por lesa· poligonal y que conHene el 
origen, ese límite les o, 'en la otra región, así como en los vér­
tices de la poligonal, ,el límite es infinito, mientr'as que en la 
poligonal, excepto los vértices, ,ese límite s'erá: L: (1 ~ X z) para 

're +. '1 y= 1 Y para x y= 1, mIentras que para y<o so o 
z~nrex -

podremos. acotar la -sumatoria que será mayor, igual o m'enor 

que zl-Y L: (1 - y) según s,ea z L 1. 
7 

Para z = 1 esa poligonal será simétrica r·especto de la bi-
sectriz del primer cuadrante y sobre los lados paral,elos a los 
ej'es ,el límite de la sumato.ria será r,espectivamenteL: (1 - x) Y 
~ (1 - y). Si, además, x = y = 1 + 'm (caso particular pro .... 
puesto en ,el tema) tendremos que ~el límite será o para m < 1/2, 
la suma tenderá a infinito para m> - 1/2 Y tendrá el valor re 
para m=- 1/2. 

Una g,eneralización más simétrica es la del límite de 
n 

.:E [ (n + I)z - (n + 1 - r )z]X-:l [( n + I)z - rz]Y-l que tanlbién 
r=l 

para z = 1 Y x = y se co.nvier~e en, la suma propuesta, pero en 
este caso .sólo logramos demostrar, por el método de la integral; 
que su límite l,es, para x>o, y>o~ 

X+Y>2-I/Z; l=oo 
\ 1 

x+ y= 2 - I/Z; l = J [1 - (1 - u)z]x-1( 1 - uz)Y-1Idu 
o 

X+Y<2-I/Z; '1=0. 

Es posible que para z> 1/2, lo. mismo que en el caso an­
terior z = 1, la zona de separación de la convergencia y div'er­
g,encia sea la poligonal z( X+y-2 )=X-I, (x<o); z( X+Y-2) 
=- 1, (x>o, y>o); z(x+y - 2) =y- 1, (y<o) que 
se reduce a la semirrecta x = y <o para Z = 1/2, mientras que 
para Z < 1/2 la suma sería divergente para todo par de valor,es 
x,y. 

José Babini . 

NOTA. - Propusimos ,el tema 22 con ,el objeto principal de 
incitar a la resoluclón de este problema todavía penaiente en la 
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teoría ele se6es: obtener condiciones suficientes (a 8er posibLe 
neoesarias y suficientes) para que !el cuadrado de una serie s'ea 
conv'erg'ent,e. 

El cuadrado de la serie arlllónica al ternacla ~ (- 1 ) n cOllver-
nS 

g,ente si s> 0, 'es una serie alternada cuyo térnlino general es 
la suma propuesta en ,el tmna ,nO. 22 para In = - s. ,,-Esta 
serie, ,en virtud de la discusión anterior (o más breve y directa­
mente limitándose al caso propuesto en el tmna) converge para 
1/2 < S <1 a pesar de que la convergencia de la serie dada es 
condicional; y por un clásico teorema de Abel es legítima la 
Inultiplicación ,efectuada. 

La g,eneralización realizada por lel Sr. Babini, aun limi­
tándola al caso z = 1, 'confiere Inayor interés a la cuestión, pues 
sun1inistra ejmnplos sencillos de s'eries condicionalmente con­
vergentes: 

O<X<1 
_O<y<1 

cuyo producto conv,erge si el punto (x, y) es interior al triángu­
lo así lünitado 'en el polígono obtenido C01no campo de o.on­
v,ergencia de la SUIna ,estudiada; quedando así resuelta una 
cuestión propuesta en la conocida obra de Knopp (3 a • ed., 
pág. 336) con mayor mnplitud de la pedida. 

El teormna de Mertens puede completars!e muy sencilla­
m'ente m,ediant'e el teorema fundamental de los algoritmos de 
convergencia (véase nuestra obra (*), pág. !.J-8) dmnostrando 
que la convergencia absoluta es n~cesaria para la validez de la 
multiplicación por toaa s'erie converg,ente; pero esto no implica 
contradicción con los ,ejemplos anteriores y queda ,en pie el 
problema de ohtener algún criterio de 111ás fácil aplicación que 
los propuestos en la citada obra de Knopp, para asegurar la con­
v!ergencia de la suma producto de dos condicionalmente conver­
gent'es, aunque sólo sea en el caso lnás sencillo del cuadrado de 
una s~rie alternada. 

J. R. P. 

(1) Te01'ía de los alg01'itmos de conve1'gencia y de s~¿rhación. Buenos Ai­
res 1931 


