
UN PROBLEMA DE ANALISIS INDETERMINA'DO 
por SERGIO SrSp.ÁNOV 

Sea la ecuación indetenuinada 

x3 + y3 + z3 - 3 x y z = k t3 _ 

con cuatro incógnitas, siendo k un número. entero arbitrario. 
Dejando a un lado la solución trivial 

x=y=z=O, t=O~ 

nos ocuparmuos de las soluciones en que una de las incógnitas .. 
por' lejm11plÜ', z ,es distinta de O. Dividi,endo. por z3 la 'ecuación 
propuesta y haciendo 

x y t 
-=~, -=-11, -=-=lV, z . zz (1 >: 

negamos a la relaClón 

F = ~3 + 1(3 + 1-3 ~ 1( - k w3 = O. (2) 

Las fórn1ulas (1) nos indican que a los valores enteros .d'e 
las incógnitas 'X, y, z, t l'es corrt3sponden valores racionales de 
las incógnitas ~, 1(, w, y vioev,ersa. 

En efecto, oÜ'noc1endo ciertos valores racionales de ~,'1, w 
podrían10s r,educirlos al n1isluo elenOluinador e igualar z a 
dicho denon1inador multiplicado' por un número ent'ero arbi
~rario h. Los valor,es de x, y, t serán igua1es a los nUlnerador.es 
respectivos lnultiplicados por ,el mis1110 nÚlTIlerO h. 

De ta.! modo el probl,ema 'queda reducido a la deterIllina
ción de todas las soluciones racionales de la ecuación (2) que .. 
r'epriesentada geon1étricmnente, corresponde a una supe~fide ele 
Ber. ord~en cÜ'n 'el punto 111últipl,e 01 (~= 1, '1 = 1, w . O). 

Para cOluprobar 'esto basta considerar las derivadas 

F'w=-3kw2 

que para las cóordenadas del punto 01 arriba indicadas se anulan 
sÍlnultánean1elüe con la función F. 
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Si se traslada el sistelua coordenado, tomando d punto 0 1 

por orig,en y cambiando en 1800 la dirección de los éjes de 
las abscisas y de las ordenadas, las fórmulas de paso s'erán 

~=l-u, 11=l-v (3), 

y la :ecuacióJi (2) en el nuevo sistema 01 U V W 1 toma la forma 

u3 + v3 + l~ w 3 = 3 (u2 - U V v2). (4) 

Traoen10s ahora el rayo 01 M 

u= a,w, (5) 

que sale del orige,n 01 y corta él la superficie (4) ,en·un.punto M. 
Sustituy1endo en la ecuación (4) u Y. v por sus lexpr'esiones 

(5) y simpiificando por w2, 'encontramos la aplicada 

w 

del punto M. 

3 ( a,2 - a,~ + ~2) 

a,3 + ~3+k 
(6) 

Las demás coordenadas del mismo punto se hallarán .por 
l~~ fórmulas (5) reemplazando en ,eIlas w por su expresión re~ 

-cién obtenida y tendrá'n la forma 

3 a, ( a,2 - a,~ + ~2) 
u= a,3+ ~3+k 

. _ 3 ~ ( a,2 - a,~ + ~2) 
V - a,3 + ~3 + k . (7) 

Por las r,elaciones (5) V,elUOS que a los valor,es racionales 
de las coordenadas' u, v, w les corresponden valores racionales de 
los ooeficientes .angulaDes a, y ~. Por el contrario, las fórmulas 
(6) y (7) nos indican que a los valores racionales de a, y ~ 
lles corresponden valol'ies racionales de u, v, w. 

De manera que todos los puntos racionales fU de la super
ficie (4) se encontrarán atribuyendo a los coefic~entes a, y f3 
diferent,es valor~es racionales.' 

Para hallar las coordenadas antiguas de los puntos ]v! s-er
virán las rlelaciones 

_ (a,3 + ~3 + k) ~ 3 a, ( a,2 - a,~ + ~2) 
~ - i' a,3 + ~3 + k 

( a,3 + ~3 + k) - 3 ~ ( a,2 - a,~ + ~2) 
11 • ' a,3 + ~3 + k . 

(~ - a,) 3 - a,3 + k 
a,3 + 133 +k 

(a,_~)3_~3+k 

a,3+ ~3+ k 
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que se deduoen de las fórnlulas (3) 'sustituyendo :.u y v por 
sus igual'es (7) . 

Si las expr,esiones recién halladas para ~,11, Y la exprle
sión (6) para w se introduoenen las relaciones (1), sle llega ~' 
las 'sigui!ent!es igualdades 

x (f3 - a) 3 - a3 + k 
z a'3+f33+k 

1 (a-f3)3_f33+k 
z a3+ f33 +k 

t '3 (a2 - af3 + (32) 
Z a3 + (33 +k 

Supongamos ahora que los números racionales a y 13, des
pués de ser reducidos a mismo denominador, tienen la forma 

a 
a=-, 

e 
b 

(3=-, 
e 

siendo a, b, e núm!eros ,enteros sin divisor común (tomándolos 
de dos en dos pueden no ser primos entre sí). 

Re!emplazando a y f3 por sus iguales en las fórmulas ante
riores y multiplicando por' e3 los ~umerador,es y los de~omina
dorles ,en los segundos lniembros, enoontramos 

en donde 

x 
z 

x 
Z' 

x ,(b-a}3- a3+ke3 

y = (a- b}3 -b3 + ke3 

Z = a3 + b3 + k e3 

T =3 e (a2 -la b +b2) 

{8y 

Las r'elaciones .obtenidas pueden r1epresentars.e nlás cómo
'damlent,e en forma de una serie de raZOD.ieS iguales del' sig,uiente. 
~~ -
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siendo ~ una fracción a que son~guales las cuatro razones y 

cuyos términos h y d son prilnos entre sí. 
De la serie de raz0'nes iguales se deduoe que 

" X 
x=7.· d , h 

Y 
y= '(1' 

Z 
z=h.([ , (9) 

I 
- I 

Com0' las incógnitas x, y, z, t deben ser 'enteras y h es 
primo con d, -entonoes -este últilnO' nÚluero les un divisor de 
los números X, Y, Z, T. 

'Es evidente que igualando el al Ináxiln0' conlún ~1ivisor 
,(Le X, Y, Z, T y atribuyendo a h difermJt.es valoves enteros, halla
rmnos todos los válores ,enteros de x, y, z, t, c6rrespondientes 
:a los nÚlnerO's a, b, c. La s0'lución en que todas las ,incógnitas 
son iguaHes a O nO'ofrece exoepción y s'e O'btiene haciendo 
h = O. PoniendO' h = 1 se ll~ga a una solución en que las in
cógnitas x, y, z, t no üenen divisO'r cO'nlún. 

Para 0'trO's- valO'r-es de los paránletrO's a, b, c las fónnulas 
(8) sunlÍnistran O'tr0's val0'res para X, Y, Z, T y las igualdades 
(9) conduoen a otros sistellla'S do sO'luciones. 

Ocupénlonos ahO'ra nlás debenidanlenbe" del nláxilnO' co
l11ún divisor el de l0's 'ntuneros X, Y, Z, T. 

CO'nforlue al teO'renla de Fennat lel cubO' de un enterO' es 
congruente a la prinlera potencia del nlÍsnlo númerO' por 111Ó-

dulo 3. TeniendO' en cuenta ,este resultado deducilnO's de las 
~daciO'nes (8) las siguientes cO'ngruencias: 

X_(b-a)-a+kc-a+b+kc 1 
y = (a - b) - b + k c - a + b + 11:. c J 
Z=a+b+kc 

T=O 

(InO'd. 3) 

Velll0S que l0's ntunerO's X, Y, Z sO'n todO's divisibles o nO' 
divisibl,es pO'r 3, según que 10' sea o nO' la Sluna a + b + k c. ' 

Valiéndonos de las nlÍslnas igualdades (8) encO'ntranlOS 
tanlbién que 
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I Z = (a + b) (a2 - ab + b2 ) + kc3 

Z - x = 3 a (a2 - ab.+ b2) 

1 
Z - y ~ 3 b (a2 - ab + b2) 

T = 3 e (a2 - ab + b2). 

(10) 

Supüngan1üs, en prilner lugar, que a + 'b + k~ nO' es divi
sible pür 3 y delnÜ'str·emÜ's que en tal ücasión el máximO' cü
mún divisür d de lÜ's númerüs X, Y, Z, T es igual al máximo 
cümún divisÜ'r _ de la forma a2 - ab + b2 Y del productO' kc3 • 

Sea (11 unO' de lÜ's divisüres COlnunes de lüs númm'üs 
X, Y, Z, T. El divisür di nO' ,puede ser divisible pür 3, pürque 
en ,el casO' cÜ'nsideradü X, Y,"Z nO' sün divisibles pür 3. 

Lüs prilnerÜ's miembrüs de las fórmulas (10) son divisi
bl,es pür di y cO'n1O' a, b, e están elegidüs de tal lnanera que no 
tlengan factür cOlnún: entünces la fürma a2 - ab + b2 que figura 
'en lüs segundO's lniembrüs de las tres últilnas fórlnulas debe 
ser divisible pür di' La - prin1.era de las fónnulas (10) nüs 
indica aden1ás que el térnlÍnü kc3 es divisibl,e pÜ'r di' 

Pür el cOl~trariÜ', un divisür d 2 de a2 - ab + b2 Y de J1~C3 es 
también divisür de Z yde T, en virtud de la prim1éra y la úl
tima· fórlnulas. La segunda y la tercera de las fórmulas (10) 
delnuestran que X e Y iguahnelüe sün divisibles por d2• 

V'en1üs, pues, que cada divisor de X, Y, Z, T es tan1bién 
divisür de a2'-ab + b2 y de kc3 , y vicev,ersa. Pür cünsiB'uiente 
el lnáximO' cÜ'mún divisür de X, Y, Z, T' cüincide cün ,el n1á
ximO' cO'mún divisür de a2 - ab + b2 Y de kc3• 

Paslemüs- al estudiO' del casO' en que a + b + kc sea divisible 
pür 3, supÜ'niendO', primero, que kc3 nO' es divisible pür 3. 

En lesta hipótesis lüs niuuerüs X". Y, Z, T sün divisibles 
pür 3 y las relaciÜ'nes (10) pueden representars'e bajO' la fürma 

r Z . 
3 . "3 = (a + b) (a2 - ab + b) + kc3 

Z X 3 - 3- = a.(ICt2 - ,ab + b2) 

Z y 
9'" - -0- = b (a2 - ab + b2) 

(,) u 

(11) 

T 
-.-- = e (a2 -ab + b2) 3 . 
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x y Z T 
en donde - - - ~3 sO'n 'enteros. 3' 3' 3' , 

Las tres últimas de las r,elaciones ,(11) nos indican que 

1 . 'd" 'd' d X Y Z T b" d" el cua qUl!er IVlsor' l' e 3' 3' -1]' :3 ,es tam len IVIsor 'H 

a2 -. ab + b2, ya que Cl, b, enO' tienen factOl"es cO'nlunes. La 
primera de las relaciones (11) deInuestra la divisibilidad de '<¿e3 

por lel mismo númerO' a1 0 

ComO' lel producto ke3 por hipótesis no ,es divisibLe por 3" 
nO' lO' ,es tmnhi€n el divisO'r dj • 

'Por el cO'ntrariO', un üivi;or d2 de a 2 - ab + b2 Y de lee3 

que, cO'mo recién hemos visto, no 'es divisible por 3, divide el 

núm'ero : ' 'en virtud de la primera de las -relaciO'nes (11). 
ú 

La segunda y la teroera de las relaciO'nes (11) demuest.ran la 

d · . °bolod d d X d Y d 1'1 o "1 lO o iboJi" IVISI 1 1 a re 3 y e 3 por 2 y a u tuna, a e lVIS' l' ~ 

T 
dad de --.). por el lnismo nÚlueroo 

ü 

De lo expuesto se despreIlde que el 111aXllnO corilún di-
° d 1 -', X Y Z T °d" 1 ' o VIsor ,e oos nUill'eros 3' 3' 3' 3 ,es 1 entIco a maxuno 

común divisO'r de la fOrIna a2 - ab + b2 y del productO' ke3 • 

Consideremos, por últüno, 'el caso 'en que la suma a+b+l-w 
y :el productO' ke3 80:n divisibles por 3 simultáneam,e¡üeo 

Es fácil ver que en esta ocasión ke y a + b son tmnbién 
divisibles por 3 y"la prünera de las i,gualdades (11) ,puede re
repr,es'entarse bajo' la fO'rIna 

Z _ a + b " ke3 ~ 
~=-- (a2 -ab+b2)+-3 3' 3 ' 

(12) 

Z a+b ke3 
siendo ~ -- nÚlnerOos enteros ° 

3' !3' 3 
La igualdad (12) y las tres últünas de las igualdades (11) 

permiten comprobar, como antes, que cada diviso; de ~, ~, ~, 
~, que en 'el pres'ente casO' puede ser divisible por 3, es tam-

ke3 
o 

bién divisor de a2 - ab + b2 y de 3' y VlOeversao 
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P 1 1 , . , d·· d X Y Z T 
Oi.' o tanto e lnaXlmo comun IVlsor e"3'"3'"3' 3 

será igual al lnáximo común divisor de a2 -ab + b2 Y ele k;3. 

Ahora se puede resunlir los resultados obtenidos en la 
sigu1ente formá: 

Todas las soluciones enteras de la ecuación indeterminada 

{13} 

se expresan por las fórmulas 

h . 
x= {[ [(b -a)3 -a3 + ke3] 

h 
y = -:¡¡ [(a - b)3 - b3 + ke3] 

h . 
Z = d (a3 + b3 + ke3) 

h 
t = 3 . a . c (a2 - ab + b2) 

en las cuales a + b + ke no ,es divisibl,e por 3, y por las fór
mulas 

h 
x= 3d [(b -a)3 - a3 + ke3] 

h' 
.Y = 3d [(,(Y- b)3 - b3 + 11:e3] 

h 
z= -d (a3 + b3 + ke3) 3 

. h 
t={[. e (a2 -ab + b2) 

en donde a + b + ke ,es divisible por 3. 

En alnbos grupos de fónnulas; a, bl~. e son nún1eros enteros 
arbitrarios sin divisor común. 

Por la letra Id está designado 'el lnáximo común divisor 
de la forma a2 - ab +. b2 Y del producto lee 3, exoeptuando el 
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caso en que la suma a + b Y ,el producto kc son divisibles por 
. 3 simultáneamente. En leste último caso d significa el máximo 

común divisor de a2 - ¡ab + b2 Y de k~3. . 

La letra h es igual a un número enbero arbitrario. Si se 
desea obtener soluciones sin divisor común, basta hacer h = lo 

En conclusión h~gamos constar que 'el prim,er nliembro 
de la ¡ecuación (13) puede ser r,epr,esmltado en forma de un 
circulant,e 

x, y, z 

z, x, y 

y, z, x 

o de una norma 

(x+y+z) (x+coy.+co2z) (x+co2y+coz) , 

= (x + y +- z) (X2 + y2 + z2 - yz - zx - xy), 

lSimldo 

co=~(-l + q/S) 
2 

raÍoes primitivas de la unidad de Ser. grado. 
Ambas formas conducen a otros ~étoc1os de resolución de 

la naturalleza netmnente aritmética. La dmllostración g,eonlé
trica que henlos .expuesto nos parece más clara y senéilla. 

Asunción, Paraguay. 
9 de Marzo de' 1943. 

~ergio Sispánov 


