UN PROBLEMA DE ANALISIS INDETERMINADO
por SERGIO SISPANOV
Sea la ecuacién indeterminada
23 fy3 428 —Baryz=kits.

con cuatro incognitas, siendo k un nGmero. entero arbilrario.
Dejando a un lado la solucién trivial

nos ocuparemos de las soluciones en que una de las incégnitas,

por ejemplo, z es distinta de 0. Dividiendo por 23 la ‘ecuacién
propuesta y haciendo

T 4 .
—;:E, %:41, ?:w, (]_)

llegamos a la relacién
F=8+4+n3+1—8En—kws=0. (2)

Las férmulas (1) nos indican que a los valores enteros de
las incognitas , y, z, t les corresponden valores racionales de
las incognitas &, n, w, y viceversa.

En efecto, conociendo ciertos valores racionales de &, 1, w
podriamos reducirlos al mismo denominador e igualar z a
dicho denominador multiplicado por un némero entero arbi-
trario h. Los valores de x,y,¢ seran iguales a los numeradores
respectivos multiplicados por el mismo némero h. .

De tal modo el problema queda reducido a la determina-
cion de todas las soluciones racionales de la ecuacion (2) que,
representada geométricamente, corresponde a una superficie de
3er. orden con el punto maultiple 0; (E=1, n=1, w=0).

Para comprobar esto basta considerar las derivadas

F,E:3(g2—11): F'n:3<ﬂ2_z)’ F,w:_?’kw2

que para las coordenadas del punto 0, arriba indicadas se anulan
simultaneamente con la funcién F.
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Si se traslada el sistema coordenado, tomando el punto 0,
por origen y cambiando en 1800 la direccién de los ejes de
las abscisas y de las ordenadas, las férmulas de paso seran

E=1—u, n=1—v ) (3)
y la ecuacién (2) en el nuevo sistema 0; UV W, toma la forma
ud + 3+ kwd=3(u2—uv-+o?). (4)

Tracemos ahora el rayo 0y M
u=ow, p=ju ®)

que sale del origen 0 y corta a la superficie (4) en un punto M.
Sustituyendo en la ecuacién (4) u y v por sus expresiones
(5) y simplificando por w2, encontramos la aplicada

_ 8 (a2 — a4 p2)
R ()

del punto M.

Las demas coordenadas del mismo punto se hallaran por
las formulas (5) reemplazando en ellas w por su expresién re-
-cién obtenida y tendran la forma

_Be(@—ag ) | BR(—oRiB)
T wd B8k ’ T BBk . (1)

Por las relaciones (5) vemos que a los valores racionales
de las coordenadas u, v, w les corresponden valores racionales de
los coeficientes angulares o y B. Por el contrario, las f6rmulas
(6) y (7) nos indican que a los valores racionales de o y P
les corresponden valores racionales de u,v,w.

De manera que todos los puntos racionales M de la super-
ficie (4) se encontraran atribuyendo a los coeficientes o« y 8
diferentes valores racionales.

Para hallar las coordenadas antiguas de los puntos M ser-

viran las relaciones "
g (BHBOHE) —3a (o2 —ap £ _ (B—u)P—aitk
! ad B34k ad B34k

(B3R (0t a4 ) (o) Btk
ad - B3 -k a3+ B3tk




que se deducen de las formulas (3) sustituyendo u y v por
sus iguales (7).

Si las expresiones recién halladas para &,n, y la expre-
sién (6) para w se introducen en las relaciones (1), se llega a
las siguientes igualdades

@ _(B—a)pP—odtk
2 Btk
¥ (a—B)E— Btk
z WPtk

t _3(a2—aB+p?)

z W Btk

Supongamos ahora que los ntimeros racionales o« y 8, des-
pués de ser reducidos a mismo denominador, tienen la forma

siendo a, b, ¢ ntmeros enteros sin divisor comun (tom;’mdolos
de dos en dos pueden no ser primos entre si).

Reemplazando o y B por sus iguales en las férmulas ante-
riores y multiplicando por ¢? los numeradores y los denomina-
dores en los segundos miembros, encontramos

t_ T

PR

z X ¥
z

-;—:Z—’ ==

¥
Z E

en donde

X=(b—a)?—adtkc?
Y=(a—b)}—b3+kc?
Z=qa3+b31kc8
T=3c(a2—uab+b?)

()

Las relaciones obtenidas pueden representarse mas cémo-
damente en forma de una serie de razones iguales del siguiente
modo ‘



. h . .
siendo — una fraccién a que son iguales las cuatro razones y

d
cuyos términos h y d son primos entre si.
De la serie de razones iguales se deduce que

m:lh.X—g, y:h—zl/, Z:h.%, t:h.%. (9)
1 L F ;_;

Como las incognitas x,y,z,t deben ser enteras y h es
primo con d, entonces este Gltimo ntimero es un divisor de
los ndmeros X,Y,Z,T.

Es evidente que igualando d al méximo comun divisor
de X,Y,Z,T y atribuyendo a h diferentes valores enteros, halla-
remos todos los valores enteros de z,y,z, i, co"»rr‘esporndientes
a los nameros a,b,c. La solucion en que todas las incognitas
son igualles a 0 no ofrece excepcion y se obtiene haciendo
h=0. Poniendo h=1 se llega a una soluciéon en que las in-
cognitas x, v, z,t no tienen ciivisor comun.

Para otros valores de los pardmetros a,b,¢ las férmulas
(8) suministran otros valores para X,Y,Z,T y las igualdades
(9) conducen a otros sistemas de soluciones.

* Ocupémonos ahora mas detenidamente “del maximo co-
mun divisor d de los ndmeros X,Y, Z,T.

Conforme al teorema de Fermat el cubo de un entero es
congruente a la primera potencia del mismo ntmero por mo-
dulo 8. Teniendo en cuenta este resultado deducimos de Ias

relaciones (8) las siguientes congruencias:

X;z(bwa)—xa‘—{—lfCEfH-b*“kC
Y=(a—b)—b+ke=a+b+kec
Z=a+b-+kec

T=0

(mod. 3)

Vemos que los numeros X,Y,Z son todos divisibles o no
divisibles por 3, segin que lo sea o no la suma a+b-+ke.

Valiéndonos de las mismas igualdades (8) encontramos
también que



Z=(a+Db) (a®—ab+ b2) + kc?

lZ—X:Sa (a2 — ab.+ b?)

lz-—Y =3b (a2—ab-+ b?)
T=3c(a%2—ab+ b?).

(10)

Supongamos, en primer lugar, que a-+b-+ke no es divi-
sible por 3 y demostremos que en tal ocasién el maximo co-
min divisor d de los ntmeros X,Y,Z,T es igual al méaximo
comun divisor de la forma a2 —ab 402 y del prﬂoducto kc3.

Sea d; uno de los divisores comunes de los ntGmeros
X,Y,Z,T. El divisor d; no puede ser divisible por 3, porque
en el caso considerado X,Y,Z no son divisibles por 3.

Los primeros miembros de las férmulas (10) son divisi-
bles por d; y como a,b, ¢ estan elegidos de tal manera que no
tengan factor comin, entonces la forma a2 —ab + b2 que figura
en los segundos miembros de las tres ultimas férmulas debe
ser divisible por d,. La primera de las férmulas (10) nos
indica ademés que el término kc? es divisible por d.

Por el contrario, un divisor d, de a2 — ab - b? y de ke es
también divisor de Z y de T, en virtud de la primera y la ul-
tima férmulas. La segunda y la tercera de las férmulas (10)
demuestran que X e Y igualmente son divisibles por d,.

Vemos, pues, que cada divisor de X,Y,Z,T es también
divisor de a%—ab + b2 y de kcd, y viceversa. Por consiguiente
el maximo comun divisor de X,Y,Z,T coincide con el mé-
ximo comtn divisor de a?2—ab4 b2 y de kcd.

Pasemos al estudio del caso en que a+ b+ ke sea divisible
por 3, suponiendo, primero, que kc3 no es divisible por 3.

En esta hipotesis los nameros X,Y,Z,T son divisibles
por 3 y las relaciones (10) pueden representarse bajo la forma
Z

3. 5 = (a+b) (a2 —ab-+Db) + ke
=a.(a? — ab + b?)

(11)
=b (a2 —ab 4 b2)

col = co| P

=c (a2 —ab 4 b2)
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XY Z T
en donde 3 § g g son enteros.
Las tres tltimas de las r-elaciormes (11) nos indican que
cualquier divisor d; de X§, I;), —%3—, % es también divisor de

—ab+b2, ya que a,b,¢c no tienen factores comunes. La
primera de las relaciones (11) demuestra la divisibilidad de kc3
por el mismo namero d,.

Como el producto kc3 por hipétesis no es divisible por 3,
no lo es también el divisor d,.

Por el contrario, un divisor d, de a2—ab+02 y de lke?
que, como recién hemos visto, no es divisible por 3, di‘vide el

namero —-, en virtud de la primera de las relaciones (11).
La s‘egunda y la tercera de las relaciones (11) demuesiran la
&

divisibilidad de % y de Y§ por d, y la tdltima, la divisibili-

T . .
dad de — por el mismo ndmero.
(8]

De lo expuesto se desprende que el miximo comin di-
. o Y 7 T
visor de los numeros 55 g g o idéntico al méaximo
comGn divisor de la forma a2—ab-+5b2 y del producto kc3.

Consideremos, por ultimo, el caso en que la suma a+b+ke
y el producto kc? son divisibles por 3 simultineamente.

Es facil ver que en esta ocasién k¢ y a-b son también
divisibles por 3 y la primera de las igualdades (11) puede re-

representarse bajo la forma

.Z—:(H:b (a2 —ab + b2) _*_Imc (12)
3 3
. a+t+b  ked ,
siendo 5§ T8 g nameros enteros.
La igualdad (12) y las tres altimas de las igualdades (11)
XY Z
permiten comprobar, como antes, que cada divisor de - 50 g 5

5 que en el presente caso puede ser divisible por 3, es tam-

3.
bién divisor de a2—ab-+b% y de % y viceversa.
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Xy z T
3°8°3 3

- p e VA

Por lo tanto el maximo comun divisor de 5
r ‘o r s 9 5 kec?
serd igual al maximo comun divisor de a2 —ab 402 y de —-

Abora se puede resumir los resultados obtenidos en la
siguiente forma:
Todas las soluciones enteras de la ecuacion indeterminada

@3+ y3 + 28 — B wyz = ki3 (13)

se expresan por las férmulas ,

[(b—a)3—ad+ ke3]

Xr =

i

y= g [(a—b)>—b3+kc?]

> wls ql>

r= o (a8 b3 ked)

h . ¢ (a2 —ab 4 b?)

t:3.Ti

en las cuales a4-b-kc no es divisible por 3, y por las for-
mulas

z= 3%[ [(b—a)3—ad+ Fkc?]

y:gﬁd [(a— b)3 — b3+ ke3]

z= ,;,’Z—l (a3 4 b3 4 kc?)

t:%A .c (a2 —ab+ b?)

en donde a-b+kc es divisible por 3.

En ambos grupos de férmulas; a, bk,' ¢ son numeros enteros
arbitrarios sin divisor comfn. :

Por la letra d esta designado el maximo comtn divisor
de la forma a2—ab-+ 02 y del producto kc3, exceptuando el
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caso en que la suma a+b y el producto ke son divisibles por

- 8 simultdneamente. En este Gltimo caso d significa el méximo

3
comun divisor de a?—ab-+4b? y de kg .

La letra h es igual a un nGmero entero arbitrario. Si se
desea obtener soluciones sin divisor comun, basta hacer h=1.

En conclusién hagamos constar que el primer miembro
de la ecuacion (13) puede ser representado en forma de un
circulante

x Yy, z
Z, X,
Yy, z, &

o de una norma 4 .

(+y+2) (x+ 0y + 02) (z+ 0y + 0z) =
=(@+y+2) (224 y2+ 22— yz— 2w —xy),

siendo
1 o 1 T
=g (—1+iy3) y = (=1 i)/3)

raices primitivas de la unidad de 3er. grado.

Ambas formas conducen a otros métodos de resolucién de
la naturaleza netamente aritmética. La demostracién geomé-
trica que hemos expuesto nos parece mas clara y sencilla.

Sergio Sispdnov
Asuncién, Paraguay.
9 de Marzo de 1943.



