
SOBRE LA CONICA OSCULATRIZ EN UN PUNTO 
ORDINARIO DE UNA CURVA PLANA 

(Tema nQ 29 - Vol. VII, p. 80) 

Tomemos como "eJe x la tang,enbe y como eJe y la normal 
a la curva en ¡el punto considerado. En un 'entorno de este 
punto la ¡ecuación de la curva puede escribirse 

y = a X2 + ~ x3 + I x4 + b x 5 + ... (1) 

Para interpI"etar los coeficientes a, ~, 1, ... de manera in- . 
trínseca a la curva,. vamos a calcular sus valores en función del 
radio de curvatura de la curva en el punto considerado y de' sus 
derivadas suoesivas 'en el mismo punto. 

Die (1) se deduoe que las derivadas sucesivas de y r'especto 
x le!! el . origen val,en -

. y'o~O, y"o= 2a, y"'0=6 ~, 

Por otra part,e la fórmula clásica que da el radio de curva-
tura r permit'e 'escribir '. 

(3) 

y también, derivando dos veces, 

2 r r'.y"2 + 2 r 2 y" y'" = 6 (1 + y'2) 2 y' y" (4) 

2 r'2 y"2 + 2 r r" y"2 + 8 r r' y" y'" + 2 r 2 y"'2 + 2 r2 y" yIV 

= 6 (1 + y'2}2 y"2 + A y' '\ (5), 

indicando por A una expresión cuya forma lexplícita no interesa. 
Tomando las expresiones (3), (4), (5) en lelorigen, para el 

cual val,en las ,expr,esiones' (2), se deduoe 

1 
a=-, 

2r 

siendo r, r', r" los valor,es del radio de curvatura y de sus dos 
primíeras derivadas r'especto la variable x en el oT~g¡en. 
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Para que 1" y 1''' no dependan de los ejes cOordenados ,ele
gidos conviene lexpresar estas derivadas, no respecto la variable 
x, sino r1especto el arco s de la curva. P,ero observ~ndo que es 

tls= V1+y'2dx y que y'o=O, se deduce fácilmente, haciendo 
el cambio de variables, que 1", 1''' toman en el origen los misnlOS 
valores tanto si las derivadas son respecto x conlO r,especto el 
arco s. Supondrenlos, pues, que ,en (5) las derivadas son res
pecto el arco s y que, por tanto, tenemos los valores de a, p, 1 
en función de 'eleluentos intrínsecos de la curva. 

Vanlos a obtener ahora la .ecuación de la cónica osculatriz 
a la currva(l). La ,ecuación general de una cónica tangente al 
ej'e xen 'el orig,en es:' 

y=Lx2 +21JlI x y+N y2. '6) (, , 

Par; hacer .que esta cónica t'enga con la curva (1) cinco 
puntos confundidos disponenlos de los coeficielües L, M, N. Sus
tltuyendo en (6) .el desarrO'llO' de y dado por (1) Y ordenando 
se tiene 

(a - L) X2 + (P - 2 M a) x 3 + (1- 2111 P - N ( 2) x4 + 
( ... ) x 5 + ... = O. (7). 

Para que (6) sea la cónica osculatriz, los coeficientes L, 
}JI, N deben anular los 3 prüneros coeficientes de leste desarrollo 
(7) y por tantO' tenenlOS 3 ,ecuaciones lineales ,que nos dan 

L=a, 1}f-- P .. - 2a' 
. 1 P2) 

N=-(I- -a2 a 

o bien, sustituyendO' los valores (5), 

" 1 1" N= 9+2r'2-3rr" 
"(8), L---:- 21" M---- 61" 18r 

TenelTIos así la ,ecuación de la cónica osculatriz (6) con los 
coeficient'es, expr1esados por (8), dependientes de ~ cantidades 
intrínsecas de la curva. 

Para hallar el paránletro y la .exoentricidad de la éónica 
osculatriz (6) tenenl~s que hallar los semiejes a y b. El cálculo 
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de los SelTIJ:eJes de una cónica dada Jlor su ecuación (6) es un 
problema el'emental de Geom'etría Analítica. Aplicando, por 
ejemplo, 'el método de los invadalües, se optiene "que ,entre los 
semi'ej,es a, b y los coeficient,es de (6) hay las r,elacioIl!es: 

2 _ 1 2 _ L (L+N) 
a -l ) - 4 (MN-M2) 2 , 

'9) ( . 

Si L N M2 = 0, la conlca osculatriz (6) 'es una parábola. 
caso que estudiaremos, después. Las ecwiciones _(9) dan' 

a2= L (L+N)+Ly(L-N)2+4M2 
, 8 (LN-lJ12) 2 

b2= L (L+N)~LY(L-N)2+4M2. 
8(LN-M2)2 

La distancia focal c se deduce de 

(11), 

Conocidos los valor,es de a., b, c dados por (10), (11) se 

Rueden ,escribir .~mnediatamente los valor'es del paránvetro p = b; 

y de la ,excentricidad ,e =~ len función de los coeficientBs L .. 
a 

M, N y po~ tanto, aplicando (8), en función del radio ele cur
vatura r y sus dos prim,eras derivadas respecto d arco. 

En el caso L N - M2 = 0, en que la cónica (6) es una 
parábola, la excentricidad vale 1, y el parálnetro se puede de
terminar, bi,en aplicando los invariantes como enseña la ,geome
tría analítica ,elelnental, ,entre la ecuación (6) Y laecnaeión 
Deducida y2 = 2 P x, o bienescribi,endo d valor del. paránletro 
para 'el caso de ,elipse o hipérbola y haoer luego tender .~f2 a 
L, N. En ambos casos se bbÜene sin dificultad 

D'e todo lo anterior se deduoen a~gunas consecuencias no
tabl,~s : 
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a) Para que la cónica osculatriz sea un círculo debe ser' 
(en (6), 

o sea, según (8), 1"=0, 1'= cte. Por tanto: lexo~to el caso 
trivial de los mismos círculos, no ,existen curvas planas cuyas 
cónicas osculatrioes sean todas círculos. 

b) Para que la cónica osculatriz (6) sea una parábola, debe 
ser LN -M2=0, o sea, según (8), 

9 + 1"2 - 3 l' 1''' = ° 
Esta es, pues, la condición que debe c'llll1plir el radio de 

.(.,-.... - ,. 
curvatura de una curva y sus derivadas respecto ,el arco, para 
que la cónica osculatriz en el punto correspol;.ldiente sea una 
paráboZa. 

c) Para !}ue la cónica osculatriz (6) sea una h~pérbola lequi
lát,era debe s'er L+N=O, 'o s'ea, slegún (8), 

18 +21"2 - 31' 1'''=0. (13) 

Esta les, por tanto, la condición que deben cunlplir el 
radio de curvatura y sus derivadas respecto el arco en un punto 
de una curva, para que la cónica osculatrizen el mismo sea una 
hipérbola equilátera. 

d) Análogalnente, de (6) y (8) se deduce que la condi
ción para que la cónica osculatriz en un vunto sea una elipse es .. 

9+r'~~3rr">0 (14) 

y para que sea una hipérbola 

9 + r'2 - 3 l' 1''' < O. (15) 

Estas condiciones (12), (13), (14), (15) se pueden enlazar 
con r'elaciones conocidas de la g,eOlnetrÍa dif,erencial afín de 

.¡..; 

curvas planas. 
En lel tratado de B 1 a s c h k e, Vorlesungen über Differen

tialgleom,etrie, 11.' Affine difjer,entialgeOlnetrie, después de de;.-
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finir la curvatura afín de una curva plana ,en un punto, se .,en
cuentra para la misma la expresión (pág. 32) 

{16) 

si,endo p = r-+ y T 'el ángulo que forma la tang,ente a la curva 
con una dirección fija. Por tanto, es ds=1'dTY de aquí, a 
partir de (16), por siInple cambio de variables, se 6bt~ene corno 
valor de la curvatura afinen función del radio de curvatura 
ordinario y sus derivadas r,especto el arco ordinario, la expr.e
sión 

9+1"2-3r1''' 
f.c= 91'4/3 . "(17) 

Según esto, las condiciones a), c), d) anteriores equivalen 
al hecho conocido (B 1 a s c h k e, loco cit., pág. 27) dé que la 
cónica osculatriz en un punto de una curva es una "parábola,. 
elipse o hipérbola, según que la curvatura afín len el mismo 
punto sea igual, mayor o menor que cero. 

Ademá.s, las únicas curvas con curvatura afín nula en to~o 
punto son las parábolas ,(Blaschk,e, loco cit., p. 10 18) y por 
tanto: si la cónica osculatriz en todos los puntos de una curva 

~ 

es una parábola, la misma curva es Ulla parábola. Por consi-
guiente, (12) será la ecuación intrínseca de las parábolas. 

En cuanto al caso c )en que la· cónica osculatriz 'es una 
hipérbola equilátera, übserv'eInos que si se verifica (13) para 
todos los puntos de una curva, la curvatura afín es constante. 
En ,efecto, de (13) y (17) se deduce 

y de aquí, derivando r,especto el arco s y teniendo en cuenta 
(13), 

'lik (18+21"2-31'1''')1'' -- -O ds - 61'7/3 - • 

Se sabe 'que las curvas que tienen k constante son cónicas 
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(Blaschke, loe. cit., p. 18) Y por tant0': si la conica 0'scula
triz a una curva res siempre una hipérbola 'equilátera, la misma 
curva res una hipérb0'la equilátera. 

Según rest0', la ,ecuación (13) será la ecuación intrínseca de 
las hipérbolas requiláteras. 

Nota. - Agradezco al Prof. A. Terracini la indicación an
terior de que la Delación (12) podía relacionarse con la curvatara 
afín. Al mismo tiempo el Prof. T,erracini nos ha indicado, la 
élregant,e dem0'stración sintética siguiente del hech0' de que toda 
curva plana cuyas cónicas osculatrioes sO'n parábolas o hipérbolas 
eguiláteras, ,es ella misma una de estas curvas, o bien, más 
g'eneralm,ente: «No pueden las cónicas osculatrioes de una 
curva C, consideradas cO'nl0' -lugares o com0' mlvolvientes! per
teneoer a un nlismo sistmua IÜ1!~al 8, sin que la propia curva C 
se reduzca a una cónica de dicho sistmua». Considerenlos pri
mero el, caso de las cónicas como lugar; si r,eíenlplaza~110s el 
plan0' de la 'línea C por una superficie de 'Ver0'nese fiepr1esen
tada sobre el luism0' de luanera que las secciones hiperplaüas 
d~ la superfide tengan c0'mo imágenes las cónicas del plan0', 
la curva C viene a ser la imágen de una curva 0 1 de la \super
ficie cuyos 84, osculadores pasan todos por un puntO' fijo G, 
de f0'rma que lomislu0' ocurre, si es que dichos 8 4 son dis
tintos, para' l0's 83 y l0's 82 osculadores y por tanto tanlbien 
para las rectas tangentes, 10' qUd res luanifiestaluente üuposible. 

lo Est0' ,explica p0'rqué si las cónicas' osculatrioes son h~pér
,b0'las lequiláteras, la pr0'pia curva ,es una l1ipérbola equilátera. 

Por una razón análoga y dual; si las cónic-as osculatrioes. 
conside:r;aclas c0'm0' envolv:entes, perteneoen a un sist'enla linea~. 
la curva es una cónica del luislUO sistenla, lo cual explica el 
cas0' ,en que todas las cónicas osculatrices sean parábolas. 

Luis A., San taló 


