
EJEI\1PLOS DE DESARROLLOS REALES MEDIANTE 
SERIES DE VARIABLE COMPLEJA 

por SERGIO SISPÁNOV 

Los desarrollos para la función indicada ,en el tema 40 
y para la . otra similar, con 'el logaritmo naturak, son de la 
forma 

xsena arctng -,-----
1 +xcos a 

Ambas series tienen lel radio ele convergencia igual a 1 (*). 
Un prooedimiento decaráder muy a~plio, pertene<?ient1e a 

Euler, en rasgos generales consiste en lo sigui,ent;e: 
En lel desarrollo, 

(1) 

se haoe: 

z = x ( cos a + i sen a) ; 1~I<r, 

siendo r radio de conv:er_g,encia. 
En ambos miembros de la igualdad (1) se s'eparan las par­

tes reales ele las imaginarias, lo que nos da t [x (cos a + i sen a)]= 
=u+viy . 

1'=00 
~ Ck zk = 
k=O 

• t ! 

(*) Una senailla demostración que tiene por base las fórmulas 

. sen p. O II P. 1 
11m --= u lim P - - ln p 
p.=0· p. , p.=0 p. - , 

se halla en el texto "Enzyklopadie del' Elementarmathematik" por Weber­
Wel1stein, lel". tomo. 
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La comparación de los resultados conduce a las series 
para las funciones u y v 

k=1Y1I 
U (X cos a, x sien a) =;E (a¡, cos k a - b¡csen k ay, 

k=O 

-k=co 
v (x cos a, x sen a) =;E (aksen k a +b,c cos k a). 

. k=o 

D'e estas series pueden deducirse otras por integración. 
A v'eoes conviene integrar previamente la relación (1), lo 

que nos da -

ff(Z)dZ=C+:~k~l zk+l, 

en donde e = el + e2 i les constante de integración. 
Efectuando, luego, las mismas sustituciones que antes y 

poni,endo 

!f(z)dz=U + Vi, 

se llega a los siguientes desar~ollos 

- ¡,=:.o 1 
U = el +;E -k (ak-l cos k a - bk_ l sen k a) x fc , 

1.=1 

en los que, a fin de abreviar las. fÓflllulas, k está cambiado en 
k-l. 

Son numerosÍSÜl1as las aplicaciones de este clásico método 
de Eul.er y de sus diferentes variaciones. 

Consider'eIl1os algunos 'ejemplos más s'encillos. 
Dividiendo 1 por 1 + z vanlOS a tener 
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Hadendo aquÍ 

z = x ( cos a, + i sen a, ) , (3) , 

ef,ectuando las operaciones indicadas, y comparando entre sí las 

partes reales y las imaginarias de -ambos mi,embros, se obtienen 
series para las siguientes -funciones 

l+x cos a, 
1 +2 + 2 = 1 - x cos a, + X2 cos 2a, - x 3 cos 3a, + ... ,x cos a, x 

x sen a, _ 
------= x sen a, - X2 s'en 2a, + x 3 sen 3a, - x4 sen -4a, + ... , 
1+2 x cos a,+x2 

cuyos radios de conv,ergencia son iguales a 1. 

Si la relación (2) se 'integra previam1ente entre los límites 
0, z y en el resultado 

'\ Z z2 z3 z4 
ln (1 +Z) =1-2+3-4+ ... 

la variabLe z se reemplaza por la misma exprlesión (3), co?­
auxilio de la fórmula 

In [1 + x ( cos a, + i sien a, ) ] = 

1 x sen a = -2 In (1 + 2 x cos a + x 2 ), + i arctng l+x cos a,' 

s'e llega a los desarrollos 

1 x2 ~ 
2In(1+2xcosa,+x2)=xcosa,-2 cos2a,+ 

'X3 x 4 
+"""9 cos 3 a - -4 cos 4 a + ... 

<..> -

xsen a 
, arctng 1+ x cos a, 

X2 x3 x4 
x sen a 2 sen 2 a, + 3 sen 3 a, - 4 s'en 4 a, + ... 

El slegundo de ellos es ,el que figura en el enunciado del 
problema. 
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Tom1emos otro ejemplo. Partiendo de la serie 

qué converg,e para todos los valores finitos de z y aplicando 
la sustitución (3), lencontramos las series 

1 - [eX cos a cos (x sen a - a) - cos a] = 
x 

1 X X2 x 3 

= TI + 2! cos a + 3! cos 2 a +4! cos 3 a + ... 

1 ' x Vex cos a sen (x s'en a - a) + s,en a] = 
X X2 . x3 x4 

= 2! s'en a + 3! sen 2 a + 4! sen 3 a + 5! s'en 4"a + . : . 

con radios de conv'erg,encia igudes a oo. 

Int1egrando las r,elaciones obtenidas ~esultan 

f
x 

. dx 
. [,eX cos a cos (x sen a - a) - cos a] - = 

x 
o 

X x2 ' x 3 x4 . . 

= TI + 2! 2 cos a + 3! 3 cos 2 a + 4! 4 c~s 3 a + .. '/ 

f
x . 

. dx 
o[ eX cos a s'en (x ,8'en a - a) + sen a] X = 

X2 . x3 ' x4 x,5 
= 212 8'en a + 3! 3 sen 2 a + 4! 4 sen 3 a + 5! 5 sen 4 a + ... 

Si le n estas series de caráder g,eneral haoemos' prünerQ 
1t 

a = 0, y luego a = --:2 negamos a las conocidas integrales 

f:X-I fs~nx l fl~COSX d -x-- dx, x (X, x x. 
o o o 

A' la prim1era de ,estas int'egral,es 8'e- r,eduoe el cálculo de la 



- 65 -:-

integral logarítmica de Tshebyshejj. Las demás dos figuran 
en varios problemas. de Análisis. Ninsuna de ellas se expresa 
en funciones ,elementales trascendentes. 

H'e aquí un ej,emplo más. Si 'en lel desarrollo 

se pone 

( a, a ) 
z = X \ cos 2 + l s'en 2 ' 

se llega a las series para las funciones 

e-X2 cos a sen (x2 sen a) = . 

x2 x 4 x 6 . x 8 
=-sena --sen2a+- sen 3a-

41 
sen4a+ ... 

'l! 21 31 

Integrando f1esultan 
-~ , 

f~X'OOS" cos (x, sen a) dx 

. x 3 x 5 x 7 

= X - "1 13 ,cos a + -215 cos 2 a - 317 cos 3 a + ... 

[."e-X' oos " sen (x, sen a) dx = 

x3 x5 x 7 x9 
= 1! 38'en a - 2! 5 sen 2 a + '3! 7 sen 3 a - 4! 9 sen 4 a + ... 

Igualando a primero a 0, y luego a ; 'en estas fórmulas 

general,es, se obt1ene la conocida integral de Laplace~ de suma 
impor-tancia para la teoría de probabilidades y las dos de Fresne'l, 
que desempeñan gran papel en la teoría de la difracción: 
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Finalm·ente hagamos constar que otros inteDesantes desa­
rrollos se puede' obtener valiéndose de la fórmula de Gauss 

p .fir- 1 (1- z)q dz=o:' . F (- q. p. p+ 1; z). 

en donde F repDesenta la serie hiperg;eométrica. 

Asunción, Paraguay 
5 de Enero de 1943. 

Sergio Sis pánov 

CUESTIONES ELEMENTALES 

21. En la prestigiosa revista Mathematical Monthly se calcula 

1m x. sen-+-l. [ 1 1 ] lb 

x~CX) lb lb 

1 
diciendo que por ser lb sen x equivalente·a 1 el límite es c. Dar ejeu;plos en que 

tal razonamiento conduce a error y. calcular correctamente el límite propuesto. 

22. - Demostrar que el área del menisco cóncavo-convexo limitado por 
dos circ~ferencias e y e' de radio r y cuyos centros O y O' distan una 
longitud c7; es igual al área de la porción de círculo e comprendida entre 
dos rectas perpendiculares a la línea de centros O, O' Y equidistantes del cen-

tro una longitud ~. Deducir que el área del menisco es aproximadamente 

acotando el error. 

23. - Si en un ángulo triedro se inscribe una sucesión de esferas tal 
que cada una toque a la precedente, a, qué relación existe entre los radios de 
dos esferas coilsecuetivas' 

24. - Demostrar que las llormales en cuatro puntos concíclicos de. una 
pal~ábola son tangentes a Ulla parábola cuyo eje es paralelo al de la primera. 


