EJEMPLOS DE DESARROLLOS REALES MEDIANTE
SERIES DE VARIABLE COMPLEJA

por SERGIO SISPANOV

Los desarrollos para la funcién indicada en el tema 40
y para la otra similar, con el logaritmo natural, son de la
forma

X sen o b=o xk
— k=1
arctng 3~ _ké'l( 1)k—1 A senk a,

S In(1+2zcosa+22) =3 (—1)¢1 5-coska.
2 k=1 k

Ambas series tienen el radio de convergencia igual a 1 (*).

Un procedimiento de cardcter muy amplio, perteneciente a
Euler, en rasgos generales consiste en lo siguiente:

En el desarrollo,

f(2) :I’:;:ck 2k (1)

'

se hace:
cp=1dy+byi, z=u(cosa-+isena); lz|<r,

siendo r radio de convergencia.
En ambos miembros de la igualdad (1) se separan las par-
tes reales de las imaginarias, lo que nos da f [z (cosa{-isena)}=

—u+tvi y

Je=o
= CL =
k=0
e ‘
‘2 (aj cosk o — bksenka) m’f-]- 12 (aksenkm—}-bk cos k o) zk,

k=0

(*) TUna sencilla demostracién que tiene por base las férmulas

en p 0

lim s_nt__n:o' lim P_‘L_l_*lnp
p=0 p=0 v ’

se halla en el texto ¢‘Enzyklopidie der Elementarmathematik’’ por Weber-

Wellstein, ler. tomo.
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La comparacion de los resultados conduce a las series
para las funciones u y v

fe—oo .
u(xcosa, rsena) —3X (aj,cosk a—bysenka),
k=0

k=
v (% cosa, xsena) :kz (apsenk o+ by cosk a).
=0

De estas series pueden deducirse otras por integracion.
A veces conviene integrar previamente la relacion (1), lo
que nos da

k=0
/f(z) de=C+ X kjfl 2k,

J=cx %

en donde C=0C,+ G, es constante de integracién.
Efectuando, luego, las mismas sustituciones que antes y
poniendo

/f(z)dz:U+Vi,
se llega a los siguientes desarrollos .

fe=w
U=C, +c2' % (ag—q cos k o —by_y sen k a) f,
=1

fe—=
V=0Cy+ X —}c— (ag—y senk o +by_y cos k o) zk,

=1

en los que, a fin de abreviar las formulas, & estd cambiado en
k—1. '

Son numerosisimas las aplicaciones de este clasico método
de Euler y de sus diferentes variaciones.

Consideremos algunos ejemplos mas sencillos.

Dividiendo 1 por 1-z vamos a tener

1

.l_{h_z:]_——z—}—»z?wzs‘}—[—... 2
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Haciendo aqui
z=xz(cosa+isena), (3)
efectuando las operaciones indicadas, y comparando entre si las

partes reales y las imaginarias de ambos miembros, se obtienen
series para las siguientes funciones

1+2xcosa
- ——1—xcosat+xZcos 20 —x3cos3a ...
142 x cos o2 + +
T sen o —
——  ——gxsendo—x?sen 20 -+ 23 sen 30— xtsendo . ..
1+2 x cos a2 + T

cuyos radios de convergencia son iguales a 1.

Si la relacion (2) se integra previamente entre los limites
0,z y en el resultado

2 22 23

ln(l-—}—z‘):—l_-—f_{__g__z_{_”

la variable z se reemplaza por la misma expresién (3), con

auxilio de la férmula
Y

In[l14z(cosa+isena)]=

1 : I sen o
= + 2
5 11](1 2$COSOL+$ )—{~larctng 1 sa’

se llega a los desarrollos

2
.1?111(1—{—2xcosa—{—w2)jxcosa-—% cos 2 ¢ -

23 4
+=- cos3a— =" cosda-...
3 4

T sen o 2 3 x4
arclng——————=zxsen e —-sen220+-—send3a——send o --...
© 14z cos o 2 L 3 4 T
El segundo de ellos es el que figura en el enunciado del
problema.



Tomemos otro ejemplo. Partiendo de la serie

e—1

2

22 23

1 =z
—
=1rtar
queée converge para todos los valores finitos de z y aplicando
la sustitucién (3), encontramos las series

%—[e‘”““ cos (msena—a)—cosa]:
1
:ﬁ+27 cosoc—]— cosZce ]—4' cos3a-...

é— [e®cos e sen (x sen o — o) +senao]=

sena+3|sen2a+ sen3a+ sen4oo+

L\?] [

con radios de convergencia iguales a .
Integrando las relaciones obtenidas resultan

x

[€¥ ¢S a cos ( sen o — a) — COS o] i—wz
o

A = N
=71 T gg Cos@t grg cos 2t g cosda+t.

x

[e® €05 e sen (xsen o — o) 4 sen a] (i_w:

o

sena—}—B'S sen2oo—}— sen%oc—{— sen4oo—]—...

2!2 5'5

Si en estas series de caracter general hacemos primero

a=0, y luego a_i llegamos a las conocidas integrales

fx—l /;en x f —CoS a:

A la primera de estas integrales se reduce el calculo de la
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integral logaritmica de Tshebysheff. Las deméas dos figuran
en varios problemas.de Anélisis. Ninguna de ellas se expresa
en funciones elementales trascendentes.

He aqui un ejemplo mas. Si en el desarrollo

o 22 2zt 26
e VLT I TR
se pone
z=z (cos - isen 9)

se llega a las series para las funciones

z2 zt 26
e—%" ¢08 & og (x2sena)=1—1' 008 6 57 €08 2a— groosBa ...

€' %08 & gen (z2sen o) =

2 ot 28
:1—!S*enoo —.éTsenZoo—{ 3‘ sen 3a— ar sendo--...
Integrando resultan
— %
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38T Hig Ser
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11 317
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[lg-—x” cos « gen (x«? sen ct) doe =
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sen o —

x
1’8 215

Igualarido o primero a 0, y luego a {;‘— en estas férmulas

generales, se obtiene la conocida integral de Laplace, de suma
importancia para la teoria de probabilidades y las dos de Fresnel,
que desempefian gran papel en la teoria de la difracci6n:
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£ x x
/ e dux, /cos x2 dx, /;yen 22 du.
o o . o

Finalmente hagamos constar que ofros interesantes desa-
rrollos se puede obtener valiéndose de la formula de Gauss

p-[z’)‘l (1—2)tdz=z" F(—q,p.p+1;2),
en donde I' representa la serie hipergeométrica.

Asuncion, Paraguay
5 de Enero de 1943.
- Sergio Sispdnov
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CUESTIONES ELEMENTALES

21. En la prestigiosa revista Mathematical Monthly se calcula

. 1 1=
lim I:a: sen?+~—]

%300 ©

1
diciendo que por ser x sen Fa equivalente-a 1 el limite es ¢. Dar ejemplos en que
§ ¢
tal razonamiento conduce a error y calecular correctamente el limite propuesto.
22. — Demostrar que el 4area del meniseco edncavo-convexo limitado por
dos cireunferencias C y C’ de radio r y ceuyos centros O y O’ distan una
longitud d, es igual al 4rea de la porcién de circulo C comprendida entre
dos rectas perpendiculares a la linea de centros O, O’ y equidistantes del cen-

. a . . . .
tro una 1ong1tud§. Deducir que el 4rea del meniseco es aproximadamente

2d ]/ o &
4
acotando el error.

23. — 8i en un 4ngulo triedro se inseribe una sucesion de esferas tal
que cada una toque a la precedente, ;qué relacién existe entre los radios de
dos esferas consecuetivas?

24. — Demostrar que las normales en cuatro puntos conciclicos de una
pardbola son tangentes a una pardbola cuyo eje es paralelo al de la primera.




