
CALCULO ALGEBRAICO DEL ENDECAGONO 
REGULAR 

por SERGIO Srsp ÁNOV 

El lado aH de un polígono regular de 11 lados inscripto 
en una circunferencia· unitaria, propuesto COlUO tenla daeslu

. dio (*), se deterIuina por las fÓrIuulas trigonoluétricas 

. . rr -V . 2~ 
aH = 2 sien 11 = 2 - 2 C'OíS 11' 

Para pasar a la expr-esión algebraica del nlislua, se intro
duoen la cOlupleja 

2rr . 2rr 
x = oos 11 -+ 1.8-en 11 

y su conjugada 

1 2rr. 2rr 
- = co'S - - ~ sen 11' x 11 

. 1 . - 2 2rr cuya suma :Y ,es 19ua, eVldenteInent,e, a cos 11 ~ esto es, 

1 2rr 
y = x --j- x = 2 cos 11' 

Laexpr-esión anterior para aH toma la forma 

(1)' 

La cOlupl'eja x es raíz de la ecuación de la división del 
círculo 

(*) TeÍna 43, vol. IX núm. 1, pág. 38. 
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que después de ser dividida por x 5 se convierte len 

( x5 +~) + ( x4 -+~) + ... + (x .+-~) + 1 = O. 
x 5 x4 X 

Tleni,endo ,en cuenta las rdaciones 

1 
x 

x 
y, X2+ \ =y2-2, 

x 

. 1 
x 3+_=y3_3y 

x 3 ' 

que todas se deduoen fácih11'ente de la prünera, podemos re
pr1es'entar la ,ecuación obtenida bajq la forma 

(2) 

lo qu.e 'es una ecuación cíclica irr'educlblle en ,y. 
Para su r,esolución es neoesario adjuntar al donlinio de 

racionalidad dos radical,es cuadrados, los l11ismos que figur,an 
en la ,expresión para la raíz prü11itiva de la unidad de 5° gra- . 
do, y un radical de índice 5. 

Todas las raíces 

2n 
Ylc = x 1c + x-le = 2 cos J.c 

11 
(J.c 1, 2, 3, 4, 5) 

de .la ecuaClOn (2) son r,eales y por consiguiente, COnfOrl11e al 
tleor,ema de Kronecker, 181 último radical adjuntado debe t.ener 
inJel,udiblemente uIÍ valor compl,ejo. 

Se sabe que para la ~cuación general de la división del 
círculo 

Xp =xp-1 +Xp-2 +. .. x+ 1 =0, 

,siendo p = 2 n + 1 número primo, la cantidad 

que no es sino un período 2-m1embrle de Gauss, se determina 
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por la fórmula 

j=n-1 n 

ny=-l+.:E -Vw(Ú) 
j=l 

en la que 

2n . 2n 
8 = COS - + L sen -

n n 

es raíz pri@.1itiva de la unidad de n-simo grado y 

h=n-2 

W(8) =p. rr~h(8). (3) 
h=1 

Las funciones ~h( 8) se encuentran InedianM las relacio
nes de Cauchy y Jacobi, y tiel}en la siguiente fonTIa 

p.=p-:-2 
~h( 8) =;S 8i~d~P.-(h+1)ind.\p.+1). (4) 

P.=1 

p=11 Y n=5, 

y las fórmulas glenerales nos' dan 

6 5 5 __ á __ 

5 y=-' 1-1- VW(8) + VW(8 2) VW(83) + VW(84). (5) 

La raíz prirnitiva de la unidad ele 50 grado y sus poten
CIas sucesivas se c1elern1inan por las relaciones: 

8 = cos 720 + isen720 = ~ (-1 + V5+ i. VI0+2V5) . 

82 = cos 1440' + i:sen144° = .~ (-1··- V5 + i VIO - 2V5) 

8 3= cos 2160 + isen2160 = ~ (-1- V5 - i VIO - 2V5) 

l84 =Cos2880+isen2880 = ~ (-1+ V5-i VI0+2V5) 

(6) 
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o lo que es lo mismo 

G = ~ (-1 + V"S) . (1 + i V5 + 2V5) 

82 =- ·~1 (1+ VS) ~ (1-:-iV5-2V5) 

83 =-l(1+ V5). (1+iV5-2V5) 
4 

8 1 = ~ (-1+ VS). (1-iV5+2V5). 

La raíz prü11itiva 8 v'erifica a las' siguientes igualdades 

85 = 1 Y 8 + 82 + 83 + 84 = - 1 (7) 

'" a que val110S a r,ecurrir con fr,ecumlcia en adelante. 

TEmiendo. 'en cuenta que -el producto (3), que se cOl11pone 
de 3 factor,es, 'el 20 factor· se deduoe del 1° !el1evando al cua
drado su arguIut:mto y que los factores equidistantes del origen 
y del extrml1o. s0'n igual'es, es decir, que 

podel110S 'escribir 

Call1biando sucesivam'ente 8 len 82, 83, 84, Y disl11inuyendo 
las potencias de 8 I11ayor,es que 5 con auxilio de la prinlera 
de las igualdades (7), de.ducü11os de la última r'elación .las si
guielües: 

w\8~)=11 tP12(82). tPl(84), W(8 3) =11 tP12(83). tPl(8), 

W(84) = 11 tP12(84). tPl(83). 

Si para abreviar la escritura pondr1emos 
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y 

resultan 

(8} 

Neoesitamos únicam,elHe la 1 a de las fórmulas (4) quo 
toma la forma 

P-=9 
tP1 =.::E ::;indP' -2indW+l). (9) 

p-=:1 

Las funciones tP2' tP3' ~)4 se' obt,endrán de la función 
'-P1 sustituy,endo 8\ por sus pot,encias suoesivas 8 2, 8 3, 8 4• 

Para hallar tP1 adoptemos 9 = 2 por raíz primitiva del nú
mlero primo p = 11 Y formelTIos la g,eri,e de congruencias por 
módulo 11 

20=1, 21 =2, 22 =4, 23 =8, 24 -5, 
'" 25 =10,26 =9, 27 =7, 28 =3, 29 =6. 

D'e conJormidad con la relación (9) se construy1e la si
guient,e tabla 

fA I 1 ,/ 2 / 3 / 4 I 5 / 6 I 7 I 8 I 9 110 

ind'¡..t O 1 8 2 4 9 7 3 6 I 5 
--

ind ¡..t (mod 5) O 1 3 2 4 4 2 3 1 O 

I 
--

ind (¡..t+ 1) 1 3 2 4 4 2 3 1 O 
--------

2ind (¡..t+ 1) 2 1 4 3 3 4 1 2 O 

ind ¡..t-2ind (¡..t+1) 3 O 4 4 1 O '1 1 1 
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La úl tÜ11a fila de la 111isma nos da 

t.Pl = 2 + 4 8 + 83 + 2 84 = 2 8 - 2 82 - 8 3 

lo que se cOl11pru~ba fácihn:ente con auxilio de la 2a de las 
ilgualdades (7). 

lteen1pla"zando 8 por 8 2 y disminuyendo las potencias de 
8 111 ay or'e s qu¡e 5, en virtud ele la la de las igualdades (7), en
contramos 

Siguiendo este prooedin1iento podríal11os hallar también 

t.P3 = - 2 8 + 2 8 3 - 8 4 

y 

Multiplicando t.P2 por t.Pi' y el resultado otra vez por -,1>1' 
con ayuda de las relaciones (7), VaI110S a tener 

y 

Si 'esta ,expresión se introduce len la la de las fón11ulas 
(8), se obtiene 

(10) 

Call1biando aquí sucesiva1n:elÚe 8 en 82, 8 3 Y 84 se llega a 
las ¡expriesiones para w2' w3 Y w4 • 

Haciendo uso de las igualdades (7) no es difícil de:ducir 
varias relaciones auxiliar:es, útHes para lo.s cálculos posterior'es. 

Si se multiplican, por 'eieI11plo, t.Pl por t.P 4 Y t.P2 por 
t.P3' r1esulta 

(11), 
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COlno la cOlnpleja 1fJ4 'es conjugada a la cOlnpleja ~)1 y 
la 1fJ3 a la 1fJ2' entonoes~ para su lnódulo tendrelnos 

De una lnanera análoga, multiplicando ordenadaluente la 
la de las relaciones (8) por la 4a , y la 2a por la 3a , vlünos a 
tJener para -el lnódulo 

En ambos r,esultados el subíndice ] pasa por la serie ete 
valor'es 

1, 2, 3, 4. 

Ahora se puede represmltar la expresión (5) baj o la _ fOrlll a 

siendo 

5 {) 5 {) • 

11 W 3 = 1I111fJ321fJ1' 11 W.1 = 1I111fJ42 ~)3. 

Los cuatro radicales que figuran :en la fÓrIl1ula (12) no 
son independientes. En ef,ecto, tetüendo '811 cuenta las relaciones ' 
(11) es muy fácil cOlnprobar que 

Ó 5 

11 Wl . (~)2 = 111fJ2' 

5 . 5 [) 5 

11 'W3 . (1Iw1) 2 = l11fJ1' 11 W 4 : (1Iw3 )2 = 111fJ3' 

y además 
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Valiéndonos de ,estos resultados podemos atribuir a la ex
pr1esión (12) la siguiente forma 

o bien, la forma abeUana 

5 .1 ... 5 .1 .... '" 5 1 .... h2 5 

5 1 1/- 't'4 (V-)2 't'3't'4 (V-)3 + 1+'3't'4 (V-)4 y=- + w1 +TI W1 + 112 w1 113 w1 . 

En alubas formas figura un solo radical de Índice 5. 
cuyos distintos valorles conducen a diferentes raíces ele la ecua
ción (2). Las fórmulas g,enerales serán' 

1... ,,, 5 ,1... 1 2 5 

+ E3l ~ (V~)3 + E4l 't'3'lJJ4 (V~)4 . 112 1 . 113 ,1' 

(l=o, 1, 2, 3, 4). 

Die leIlas nos interesan lexclusivaIuente la prim'era que de
termina la raíz y = Yo en una forma más sencilla, simétrica y 
cómoda para los cálculos. 

D,espejando Y y sustituyendo, luego, ,en la expresión (10) 
para W 1 Y en las otras similares para w2, w3 , w4 , las potencias 
E, E2, E3, E4, por sus igual,es (6) resul~a 

1 ,fi 5 5 5 

Y=5(-1+ VW1+~+VW3+VW4). 
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en donde 

W 1 = llc-89-25VS-20iV 10+2V"b+25iVlü-8V5) 

11 V- 'l~---= V 
W 2 = -¡( - 89 + 25 5 - 20 l V 10 - 2 V5 - 25 i 10 + 2 V5) 

wa = 11c-89 +25V5 +20 iV 10-2 V5 +25 iV 10 +2 V5) 

w4 = 1i(~89-25VS+~OiV 10+2V5-25iV10- _!~V"b) 

.o ID que es loO mismo _ 

11 V- - V- V 
W 1 = 4 [- 89 - 25 5 - 5 i (7 - 5) 5 - 2 V5] 

1] /- V- V 
W2 ~= --4 [- 89 + 25 1 5 - 5 i (7 + 5) 5 -f- 2 V5] 

W3 = 1i [- 89 + 25 V5 + 5 i (7 + VS) V 5 + 2 V5] 
(14) 

11 V- V- V w4~4[-89-25 5+5i(7- 5) 5-2V5]. 

Entr'e los, radicales cuadrados que figuran 'en las ig~alda
des (14) 'existe la siguiente relación 

V5-2V5. V5+2V"b = VS. 

Roemplazando ,en la expresión (1) la cantidad y por su 
igual (13) negamos a la fórmula definitiva 

aH ~ V 1 (11- VW1 - VW2 -Vw, - ~). (15) 

Comprohemos numéricam,ente el resultado obtenido. A este 
objetü calculamos, prim·ero, valor!es numéricos de 

89 + 25 Vs = 144,901701; 5 (7 - V5) = 23,819660; 

V 5 - 2V5 = 0,726543 
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89 - 25 V5" = 33,098299; 5 (7 + V5) = 46,180340; 

V 5 + 2V5 = 3,077684. 

Luego, por las relaciones (14) encontramos 

siendo eL = 1860 48' 38" 6 Y ~ = 2560 53' 27" O. 

Extrayendo raÍoes se ohüenen 

5 

1,- 1/- ( C~. a. ) 
/ W 1 = 11. cos 1) + l sen 5" ' 

V W 2 = 11 11. (CO!S : + i sen g), 
;- V- ( ~ . ~) 1w3 = 11. cos"5 ~lsen 5 ' 

(. 

V- V- ( eL . eL) w 4 11. CÜiS 1) - l sen 1) , 

en donde 

270 21' 43" 7 Y : ~ 510 22' 41" 4: 

De 111anera que 

; w 1 + "ti W 2 + V W 3 + V lO 4 = 2 V 11 (cos ; + 005 g) = 

= 2.3,316625.1,418993 =9,412536. 

Por la fórnlula (13) hallamos 

y= 1,682507 ... 
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Para det'erminar aH calculmllos prüllero la expresión 

1 5 5 5 6 

T (11- Vw1 - Vw 2 - VWs - Vw4 ) =0,317493. 
o 

En virtud de la igualdad (15) Va1110S a tener 

aH = 110,317493 = 0,563465 ... 

Los cálculos trigono111étricos dir,ectos nos dan 

3600 

)' = 2 vos -U = 2 cos 32° 43' 38" 2 = 

= 2. 0,8412535 = 1,682507 ... 

y 

1800 

aH = 2 sen 11 =,2 sIen 16° 21'49" 1 = 

= 2.0,2817326 = 0,563465 ... 

Hagamos constar, de paso que el valor 

ail =D ,5636, ... 

hallado por la fórmula aproxünada 

haciendo en ella n~ ~ 11, no difiere I11ucho del resultado lnás 
exacto recién obtenido. 

Las SUI11as 

fueron introducidas en la teoría de la división del círculo por 
el mateIllático francés N. Vandennonde en el año 1770. Para 
'el polígono regular de 11 lados él encontró 
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r A~ = 11 (89 + 25 V5 - 5 V - 5 + 2 V5 + 45 V - 5 - 2 V5) 

· j .1"= 11 (89+25 V5 +5V- 5+2 V5~45 L5-2 V5) 

A"'= 11 (89-25 V5-5V-5+2 V5-45 V-5-2 V5) 
4 

l 11""= 1: (89-25 1/5+5V-5+2 1/5+45 V-5-2 V5). 

COlllparando ,estos resultados con las igualdade~ (13) y (14) 
vemos que las expresiones para A' y A" sonerrón~'as. 

Tampoco son corrlectas las fórmulas para w e y obtenidas 
por lel Prof. Paul Bachmann en su libro «Die L'ehr,e von der 
Kr,eisteilung» (pág. 98). 

Sergio Sispánov 

Asunción, Paraguay. 


