CALCULO ALGEBRAICO DEL ENDECAGONO
REGULAR

por SErRGIO SISPANOV

El lado a;; de un poligono regular de 11 lados inscriplo
en una circunferencia unitaria, propuesto como tema de estu-
“dio (*), se determina por las férmulas trigonométricas

s - o
a4 =2sen — = 2—2cos=—.
H 11 ﬁ 11

Para pasar a la expresiéon algebraica del misma, se intro-
ducen la compleja

s 2n . n 2n
T =008 77 F-isen 77
y su conjugada

on . 2n
=08 == —1lSen -——

11 11°
\,

. . 27
cuya suma vy es igual, evidenlemente, a 2cos —. esto es,

~x—‘~1 —2cos'2—1T
y=rar= i

La expresién anterior para a;; toma la forma
a =V2—y. ' 1

La compleja x es raiz de la ecuacién de la divisién del
circulo

Xyy=a204-29+4 .. . 42+1=0

(¥) Tema 43, vol. IX nam. 1, pag. 38.
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que después de ser dividida por x° se convierte en

(x5+wi5) + (x-rj*-i)+...+(x--%—%,)+1=0-

:;cd:
Teniendo en cuenta las relaciones

1 o 1 1
x'i'?:y: x~+;§:y2“2) $3+53§:y3_3y,

1 o1
w4+ﬁ~:y4~w4y?+2. x? 5g::y5—5y3+5y,

que todas se deducen facilmente de la primera, podemos rve-
presentar la ecuacion obtenida bajo la forma

Yy =4y =3y 3y +1=0 (2)

lo que es una ecuacién ciclica irreducible en y.

Para su resolucién es necesario adjuntar al dominio de
racionalidad dos radicales cuadrados, los mismos que figuran
en la expresién para la raiz primitiva de la unidad de 5° gra- -
do, y un radical de indice 5. -

Todas las raices

)
yie=a%+ z*=2cosk -17% (=1, 2, 8, 4, b)

de la ecuacion (2) son reales y por consiguiente, conforme al
b 7 . . .
teorema de Kronecker, el tGltimo radical adjuntado debe tener
ineludiblemente un valor complejo.
Se sabe que para la ecuacion general de la division del
circulo

Xp-——xp—l-]—xl’“i’f}. x4+ 1=0,
.siendo p=2n+1 ntmero primo, la cantidad
y=x-+x1,

que no es sino un periodo 2-membre de Gauss, se delermina



por la férmula
j=n—1n
ny=—14+ 3 Vw(el)
j=1

en la que
2n . 2n
e=c0s —--isen —
n T n

es raiz primitiva de la unidad de n-simo grado y

h==n-—2

w(e) = p. Iy (9).

Las funciones ¥,(e) se encueniran mediante las relacio-

nes de Cauchy y Jacobi, y tienen la siguiente forma
p=p—2 _
]‘bh(c) —_ 2 gind. L — (h-}-1)ind. (11_—}-—1)_ (4)
pe=1
En el presente caso
p=11 y n=5,
y las formulas generales nos dan
(5)

) by=—1+- Vw(e) + Vw(e?) + ]/10(83) + Vw(sél).
La raiz priniitiva de la unidad de 5° grado y sus poten-

cias sucesivas se determinan por las relaciones:
(—1+V54+iV10+215)

€ =c0s72° + isen720 =

(—1—=V5+iV10—215)
(6)

€2 = 08 1449 + i sen 1440 =
(—1—V5—iV10—2V5)

NTERFNE N

£3=cos 216° - 1 sen 2160 =
g4 = cos 2880 -} i sen 2830 = L-i (—1+ Vs —il10+ 215)
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o lo que es lo mismo

az?ﬂ_u V5). (1+iV5 L 25)
- — L (14 V5). (1 iV5—215)

g3=_%(1+ V5). (1+iV5—275)

=N

stm o (— 1+ 15) . (1—iV5 1 276).

La raiz primitiva ¢ verifica a las siguientes igualdades
ef=1 y e4e?4edfet=—1 - (7)

a que vamos a recurrir con frecuencia en adelante.

Teniendo en cuenta que el producto (3), que se compons
de 8 factores, el 20 factor se deduce del 1° elevando al cua-
drado su argumento y que los factores equidistantes del origen
y del extremo son iguales, es decir, que

bo(e) =%4(e?) y  y(e) =¥i(e),
podemos escribir /
w(e) =11b;2(e) . by (e?).
Cambiando sucesivamente ¢ en €2, €3, €4, y disminuyendo
las potencias de & mayores que 5 con auxilio de la primera

de las igualdades (7), deducimos de la tltima relacion las si-
guientes: '

w(e?) =11 %(e?) . by(sh),  w(e3) =1L %(%) . by(e),
w(et) =11$,2(et) . by (e3).

Si para abreviar la escritura pondremos

11’1(8) = ’4’1, 1I’1(82) = ‘I’z, 1@1(33)‘ = ‘1’3, ¢1<84> = ‘1’4
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w(e) =w;, w(e?)=w,, w(ed)=w,; w(et)=uw,,
resultan

Wy = 11 ‘-b12 Yy,  Wy= 11 ¢22 Ib4’
(8),
wy=110.2%,,  w, =112 ;.

Necesitamos unicamente la 12 de las formulas (4) que
toma la forma

Pp=9
Py =3 gindp —2ind(H1), (9)
p=1 ‘
Las funciones ,, 15, 1, se’ obtendran de la funcién
Y, sustituyendo € por sus potencias sucesivas €2, €3, ef,

Para hallar ¢; adoptemos g=2 por raiz primitiva del ni-
mero primo p=11 y formemos la serie de congruencias por
moédulo 11

20=1, 21=2, 22=4, 23=8, 2¢=5,
26=10,20=9, =7, 28=3, 29=8.

De conformidad con la relacion (9) se construye la si-
guiente tabla :

pll1,213/45[6|7]8|9]10

indp{ 0 1|8 249|783 615

indp(mod5)| 0 11 /8 2|4 4 2 3|1]|0
ind(p+1)| 11832, 4/4]2!3;1]0
2ind(p+1)1 2 1 | 4/313]4 1210
indp—2ind(p+1)[ 3|0 | 414 101 (1|1




89 _
La ultima fila de la misma nos da
b, =2+f4e+fed2et=2e—2e2—¢d

lo que se comprueba facilmente con auxilio de la 22 de las
igualdades (7). ;

Reemplazando & por &2 y disminuyendo las potencias de
e mayores que 5, en virtud de la 12 de las igualdades (7), en-
contramos

by=—e-F2e2—2¢t,
Siguiendo este procedimiento podriamos hallar también

Pg=—2e4 263 —gt

N 1b¢:'“82—283+284.

Multiplicando ¥, por ¥y, y el resultado otra vez por <,
con ayuda de las relaciones (7), vamos a tener

b, b, =10¢+ 6621263 4 et

1?12'~I72=6€—[—41€2+1683+26€4.

Si esta expresion se introduce en la 12 de las formulas
(8), se obtiene

wy =11 (644162 + 16 €3 4 26 e4). (10)

Cambiando aqui sucesivamente € en &2, €3 y & se llega a
las expresiones para wy, wy ¥ w,.

Haciendo uso de las igualdades (7) no es dificil deducir
varias relaciones auxiliares, utiles para los calculos posteriores.

Si se multiplican, por ejemplo, ¥; por b, y ¥, por
b,, resulta

by by =Py by =11. (11-}.
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Como la compleja ¥, es conjugada a la compleja ¥, y
la ¥; a la ¥, entonces para su médulo tendremos

[bj|=T11.

o

De una manera aniloga, multiplicando ordenadamente la
12 de las relaciones (8) por la 42, y la 22 por la 32, vamos a
tener para el médulo '

wy=(V11)5.

En ambos resultados el subindice j pasa por la serie ae
valores

1, 2, 3, 4.

Ahora se puede representar la expresién (5) bajo la forma

5,‘), =14 V;Z)—l -+ ]7;2 - f@) -}~ 17{;4;, (12>.

siendo

Vi, = VI1T 0,2 by, Viog = VIT 2 4y,

%

Vg = V11 6g2 by, Vio, = V11,2 b,
Los cuatro radicales que figuran en la féormula (12) no

son independientes. En efecto, teniendo en cuenta las relaciones -
(11) es muy facil comprobar que

Vw,. (og)2 =115 Vaog. (Va2 =110,

Vg Vo2 =110;,  Vaog: (V)2 =110,
y ademas

Vioy . Vi = Vi, Vioy —11.



Valiéndonos de estos resultados podemos atribuir a la ex-
presién (12) la siguiente forma

11 1]91
(Vwy)?

By=—1+Vuwy+ 24 (Vo) + +

wy

o bien la forma abeliana

5 4 2 5
5y —— 1 Vi - 54 (Voy)2 + 2004 (Voo 12508 (Vi s,

En ambas formas figura un solo radical de indice 5,
cuyos distintos valores conducen a diferentes raices de la ecua-
cién (2). Las férmulas generales seran:

5yi=—1-eb Vi, +e2t. Vg 3t Vapy et Vi, =

I1v i_

1+4t

(/w1)2 1/w1

=_1+sl,]7{bi+g2‘ 1_4( )°+e3z

—— 1ot Ty et B8 (V)2 ¢
et 290 (oyyo o PRE (Vs
(1=0, 1, 2, 3, 4). '

De ellas nos interesan exclusivamente la primera que de-
termina la raiz y=y, en una forma maés sencilla, simétrica y
comoda para los calculos.

Despejando y y sustituyendo, luego, en la expresién (10)
para w, y en las otras similares para w,, w;, wy, las potencias
e, €2, €3, 4, por sus iguales (6) resulta

y= % (=14 Voo - Vi Vg + Voo, (13)



en donde

|

wy =

— 85

wy = (89— 2515 —20iV 10+ 2/6 4 25V 10— 2 V&)

w2=%{—89+25V5~20iV10—2V5—25iV10+2V5)

w, = %(— 89+25V5+-20iV10—215+25iV104-275)

4

o lo que es lo mismo

wlz%[ﬁsg—zsl/ggsi(fi“—l/g) V5 —25]

Wy == % [—89+25V5—5i(71V5) V5-+275]

I

Dl-89+2515+5i(7+V5) V51 275)
1

w3

[y

w, === [—89—25V545i(7—V5) V5—215].

4

11(—- 89—25V5+20iV 10425 —25i110—2V5)

(14)

Entre los, radicales cuadrados que figuran en las igualda-

des (14)

existe la siguiente relacion

V5—215. V5 L2)5=15.

Reemplazando en la expresion (1) la cantidad y por su
igual (13) llegamos a la férmula definitiva

= |/ (21— Vo Vo Ty V.

(15)

Comprobemos numéricamente el resultado obtenido. A este
objeto calculamos, primero, valores numéricos de

89+ 2515 =144,901701; 5 (7—V5) = 23,819660;

V5 — 215 =0,726543
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89— 2515 = 33,098299; 5 (7-+V5) = 46,180340;
V5 4215 =3,077684.
Luego, por las relaciones (14) encontramos
w, = (Vﬁ)5 .(cosa-isena), w,= (V1_1)5 . (cos B+ tsenp),
ws == (Vﬁ)5 .(cosB—isenB), w,= (Vﬁ)5 . (cos a —isena),
siendo «=18604838"6 y B=256°53 2”—1'” 0.

Extrayendo raices se obtienen
VE; —111. (co»s -(51 +1isen g) ,
&

3

V"zb; =11, ( cos 5 + isen

U“T.o

),
)

UT‘@

Vi, = V11 (coséi —1isen

Vﬁ: V11. (cots—5(Ji f—iseng),

en donde

S ooroaras y _g_ — 51022417 4.

De manera que

)

V
=2.3,316625 . 1,418993 =9,412536.

wy -+ Vg + Viog 4 Vo, =2 V1T (cos & +cos ) =

Por la féormula (13) hallamos

y=1,682507 . ..

@
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Para determinar a,, calculemos primero la expresién

5 5 [

(11 — Vw; — Vewy — Vg — Vaw,) = 0,317493.

c.n\ =

En virtud de la igualdad (15) vamos a tener
a,; =10,317493 — 0,563465 . . .

Los calculos trigonométricos directos nos dan

y =2 cos 2990 =2 cos 320 43' 38" 2.

=2.0,8412535=1,682507 . . .

4y =2son 150" =2 s0n 160 21/ 49" 1 =

=2.0,2817326 =0,563465 . . .
Hagamos constar de paso que el valor
a3, =10,5636. ..

hallado por la férmula aproximada

u 4 11m2-12
mTm " Tm244

haciendo en ella m=11, no difiere mucho del resultado méas
exacto recién obtenido.
Las sumas

e
Y= -

fueron introducidas en la teoria de la division del circulo por
el matemadtico francés N. Vandermonde en el aiio 1770. Para
el poligono regular de 11 lados ¢l encontrd
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y=— 5 L+ VE V& 4 VA7 4 Va™),

siendo

w="1(89 25155V —5+215+45V—5—275)

A":%(89+25 V5+5V_51215—45"—5_2V5)

Afff:%(89—25 V5—5V_512V5—45V_5_215)

Arw:%(gsa—% V5+5V—5+215+451—5—215).

Comparando estos resultados con las igualdades (13) y (14)
vemos que las expresiones para A’ y A” son erréneas.

Tampoco son correctas las féormulas para w e y obtenidas
por el Prof. Paul Bachmann en su libro «Die Lehre von der
Kreisteilung» (pag. 98).

Sergio Sispdnov

Asuncion, Paraguay.




