
SOBRE LAS CONICAS DE MAXIMO CONTACTO 

En lel número anterior de ,esta Revista,· Luis A. 8antaló 
publicó una solución -al Tteula propuesto N o. 29, ,en el que 
Be pedía la deteflninación de la excentricidad y del parám!etro 
de la cónica osculatriz le11 un punto ordinario de una curva ,plana. 
A continuación leXpOlleInOS otra solución de lese teIna, que di­
fiere de la anterior por la. elección de los paráuletros utilizados pa­
ra resolver la cuestión, y a la que agrlegamos algunas propie­
dades de las cónicas de lnáxÍlno contacto . 

• ,';J 

Sea M(x, y) un punto ordinario ·de una curva plana, que 
consideravemos afijo del número' z = x + iy. Si 'C; es, a su 
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vlez, el nÚlnero cuyo afijo es el foco F de la cónica de máximo 
contacto con la curva en lJII, será 

p e i (O)+CI.) 
z = ~ -L =-:--:;--­

J 1-k cos co 
.(1)-

si,endo p y k el paránletro y la ,exoentricidad, respectivamlente,. 
de: la cónica y ct Y co los ángulos que forman, rlespectivamlente, 
el eie de la cónica con lel e}e de las abscisas,y la semirreda 
. FM con ,el eje ae la cónica. 

Si se dif.erencia la (1) (ct, p, k, ~ constant'es) para elimi­
nar ~ 

d 
pzci(w+a) (l-kco.sco+iks lenco)d . '.\l, d 

z= co =CIU s 
(l-k cos co)2 

f5iendo ds el elen1ento de arco y -8' el ángulo que fornla la 
tangente a la curva en M con elej-e de las abscisas. 

D,e la ,últin1a fórnltl1a se deduce 

(1- k cos co)2 'ds = p (1+ k 2 - 2 k cos co )1/2 dco (2) 

y 

silendo 'Y un ángulo tal que 

sen ¡ 
-k sen co 

(3' 2 

(4) 

es decir: el ángulo que forma la semirr,ecta M F con la nor­
mal a la curva len 'el punto M. 

Si indicalllos, desde ahora ,en ad,elante, con ápices las deri- . 
vadas respecto del arco, t!endremos de la (3) y (4) 

, = k (k-cos co) co' = co' _ &' 
¡ 1 +lc2-2 k cos co 

(5)' 

y eliminando co' ,entr,e estas ecuaciones y' la (2), obtenemos 

&' = (l-k cos co)3 . = cos3 ¡ = ~ 
P (1+k2-2 k cos co )3/2 . P P 

, (6} 
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siendO' piel radiO' de curvatura ele la curva ,en M, y 

, k. (lc-cos 0)) el-k OüS O) ) 2 Ji: (ll!~COS 0)) , (7)" 
y = P (1+k2_2 k cos O) )3/2 = P (l-k cos 0)) . 

Introduzcamos ahora dos nuevos paránletros u y v dados 
por 

u=tgy; v=p y' 

y cünlü.M 'estará simnprle en un arco de cónica para el cual y. 
es cr,eciente será v >0. Die la '(6) se deduoe inniediatam'ent3 
el valO'r \ del parámletro p 

(8), 

mientras que si se introduoen u y v 'en la (4) Y (7.) se pbtiel1!B 

1-{1,2 
1-{o.: Cüs O) = -1--; 

-1Y 

y lelüninandO' O) 

,. ' 1-k2 
-ksmlo)=U--

1-v 

(9) 

Para deteflninar lüs valores de u y v parüendO' de los 
lelemlentos del puntO' M, consideremos, ante todO', .que tle la 
(6) Y ,de sus definiciones 

p' = 3 P tg Y cos -3 Y . y' = 3 u v 
C> 

mientras que si derivalnos u y v .obtenenlüs 

v . 
pu'=--=v(1+u2) 

.cos2 Y 

1 (1-k 2 ) k sen O) 
p v = pO)' (l-k cos 0)2 

p (1-k 2) ksen O) 
P (1+k2-2 k cos O) )1/2 

=_ U (1-k 2
). = _ u (1 ~V2) 

1+u2 

(10) 
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de donde 

I . . 2 
pp" = 3 p (u v' + Uf v) = 3 (v 2 - u2 + 2 u2 v2) =3 (v2 - u2) +3P'2 

y finahl1ente 

2 p'2 - 3 PP" = 9 (u 2 - v2 ) I (11) 

Siexpresanlos, finalmente, los valores de 00, a y ~en fun­
ción de u y v neganlos después de algunas sustituciones y, 
transforIuacioll'es a las fÓrIuulas 

pi z' 
z + (l-u i) (l+v) 

donde sustituüuos, ,eit). por z'. 

(12) 

(13} 

(14 '. J. 

Lasexpr¡esiones 8 a 14 perluiten resolver todos los pro­
blmuas relacionados con los elenlentos y ubicación' de la có­
nica d:e nláxüuo contacto en un punto M de una curva "plana. 

Así: losralor,es de los semiejes (cuando ¡existen) a y b Y 
de la distancia focal e están dados por 

p2 
--~ 

(1+u2) (1-v2)2 

" p2 b~= ---
1-1.¡;2 

p2 

y el segundo foco yel centro son afijos de 

pi z' -' 
~1 = z·+ (1+ u i) (l-v) 

pi z' (l+i u) 
~o = z + (1+u2) (1-v'2) 

(15) 

(16) 
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J'lespectivam,entle. La última fórmula nos da, además, una in­
t'erpr,etación geométrica- de p', pues de ella se deduce fácil­
miente que el ángulo 'Yo que fonna la normal 'en M con la se­
mirr,ecta que va de M al oentro de la cónica 'es tal que 

La fónnula (13) da una nueva interpretación gleométrica 
de los parámetros u (y v, COlllO nluneÍ'os proporcionales al co­
Beno y 'seno, r,especÍiva~nente, del ángulo formado por ,el 'eje­
de la cónica con la tangente :en el punto. Podemos obtener 
otra interpretación de v considerando sobre la normal Me el 
oentro de curvatura e y los puntos F' y F/l obtenidos levan­
tando desd~ los focos F y p,' las perpendiculares a los radios 
vlector,es. 

De la (14) obtenem0's 

It:-z¡ MF' CF' 
l+v-- =-.-=1-1

-

- p cos 'y -Me CM v=- (CM F') 

y de igual modo 

v= (C MF/) 

de donde;, ves, c0'n distinto o igual signo, la razón simple en·· 
tre ,el centro de curvatura, .el punto y el pie de la perpendi,cu­
lar levantada desde uno u otro de los focos, rlespectivamente. 
De aquí resulta la propiedad, ya conocida (1) de las cónicas: 
(CJ1F1 F'l)=-1, 'e~ decir: ,el grupo f0'rmado por un punto 

, 'de una cónica, el centro de curvatura y las intersecciones con 
la normal de las perpendiculares levantadas desd'e los focos a 
los radios vector,es, ,es armónico. En la, parábola, ,entonces, 
lesa intersección 'es el punto medio entr,e el punto de la cónica 
y ,el centro de curvatura. 

Entre los problemas que podrán -r,esolv,erse cón las fór­
mulas (8) a (14) podem0's considerar: 

(1) Es la llamada construcción de Engler para el centro de Cl11'Vatura. Véa­
E'e: L: MACK. Archiv. Math. Phys. 1 61 (1877) 385~ 
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a) Determinar la cónica 'de n~áximo contacto en un punto. 
Las fórmulas (10) y (11) con la condición v >0 permiten de­
terluinar siempre un solo par de valores u y v, con el cual 
se deterluinan todos los demás ;elenlentos de la cónica. Esa 
cónica s'erá ¡elipse, parábola o hipérbola, según sea k 52 1 o lo 
que -es lo luismo v 52 1. Eliminando II entre (10) y (11) esta 
condición se cumple para 

3 PP" 52 p'2 + 9. 

Si la cónica tiene centro, su ecuación r,educida será 

X2 y2 p2 

-1--1-u-.2 + -1---v-2 = -:-(l:---I--
l
----,:Z2-:-) 2=-(-:-:-1-_-v--C:-:2)-2 

y . si 'es parábola, ,ella es 

2- 2px 
y - (1+u2)3/2' 

Si el punto M de la curva es un vértice (p' = O) será 

u v= O y v2 - u2 =p~!l; ele donde: si p"! > O; u = O, v2 =p~"'; la 

cónica será elipse, parábola o hipérbola, según sea pp" 5 3 Y lel 
vértioe pertenecerá al ,eje de la cónica que conti,ene a los focos,. 

nüentras que si p" < O; v = 0, u2 =_P~!}, la cónica es siem­

pr'e 'elipse y 'el vértioe perteneoe al eje normal al anterior. 

Por ,ejenlplo en el vértice ele la catenaria y = a eh::! t,en­
a 

de donde: 

B'=O; p=a; p' =0; " 2 p=-
a 

2 re 
u=O,' v2 = -' a- - ~o=4,ai 3' - 2 

y la cónica de nláximo contacto 'es una ,elipse que,rleferida a 
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los l11ismos ,eJes que la catenaria, tiene por ecuación 

X2 (y-4a)2 
3a2 + 9a2 = 1 

de donde podel11oS deducir la siguiente expr,esión aproximada 
para 'el coseno hiperbólico 

Y---z2 eh z = 4 - 3 1 - () + 8 
. <) 

s~endo 

'" que puede aplicars'e al coseno circular cambiando z por zt 

Y-Z2 
cosz=4-3 1+'3+ 8 ; 

Z6 43 z8 

8 = 144- 6. 7! + ... 

b) Delenninar la cónica dte tmáxilno contacto perlen,e­
éiente a una fmniliá ,élcidade cónicas. Si se conooe uno cual-­
qu~era de los valor,es: p, k, a, b, c, ~, ~v ~o, que ¡en cada caso 
caracterizan una fm11ilia determinada de cónicas, 'ese valor con 
la fórlnula '(lO) permite determinar u y v. Por 'ejemplo, si 
Be trata de la fmnilia de parábolas (11:=1) de donde V'=1 y 
3u=p' 

27 PI '. 
P = ,(9+p'2)3/2 ' 

3 p i z' 
~=z+ 2 (3-i p')," 

Si, en cambio, se trata de la familia de hipérbolas :equi­

lát'eras (k = (2); 

u'~ ; Y9+ P"-1; 

3 p z' 
~o = z + p' +3 i" 

p 
3y'3p 

(9+p'2)3/4 
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En los casos alüerior,es ,el contacto lnáximo, 'es d:e tercer or­
d,en, pero si se fijan dos de los 8 valores ant'eriores, I8llÍonoo.s 
ese contacto \ será de s'egundo orden; por ej'eInplo: sea clet'~r­
lllinar :el parámetro de la parábola (k = 1) de máximo con­
tacto len un punto z y cuyo foco esté .el1 el origen ('~ = O) las 

fórmulas (8), (9) Y (14) da "fían fácihnente p= 8'~~. . 
I 

El caso ele la circunfer,encia (k = O) trae consigo u = v = O 
lo que ,exig,e p = p y a = b = p; z + p iz'. 

c) Detennirhar las condicion.ef; para que una cónica tenga 
un contacto de orden superior al ordinario. En .el caso general 
habrá que elinlinar p, k, u y v entre (8), (9), (10), (11) y 
una quinta ,ecuaciÓn obtenida por derivación. Hecordando que' 
p u' = v (1 + u2); P v' = - u (1 - v2 ) obtenemos, derivando la 
(11) 

p'p" - 3 p,p'" = 18 (uu' 
18 u v ,C) 

vv') = -- (2 + u 2 -v-) 
. p 

y eliIninanc10 u y v entra ésta y la (10) y (11) 

4 p' (p'2 + 9) = 9 p (p'p": pp"') (17) 

que es la condición para que una cónica tenga un contacto por 
lo m'enos de quipto orden. AdeInás !esta ecuación es la ecua­
ción dif.er,encial de todas las cónicas del plano. 

eOlll0 casos particulares tendríanlos: La condición para 
que la parábola de máxÍlno contacto (tercer ordén)· t'enga un 
contacto por lo lnenos del cuarto orden es 

3 pp" = p'2 + 9. 

La condición para que la hipérbola equilátera de lnaXlmo con­
tacto (tercer orden) tenga un contacto por lo lnenos del cuarto 
orden es 

3 pp" = 2 {p'2 + 9) 

y, por último, negamos en ,el caso de la circunf'erencia a la 
conocida condición p' = O para que la circun:Der,encia de lnáximo 
contacto (segundo orden) tenga un contacto por lo lnenos de 
t,ercer orden. . 
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Por lej'emplo ,en la catenaria para la cual p'2 +9 - 3 pp" = 
S2 

= 3 - 2 <) se· tendrá que la cónica de máximo contacto 'es una a .. 

elipse, parábola o hipérbola, según sea S25 ~, a2 y por lo 

3 
tanto 'en los puntos para los que S2 = 2" a2 la parábola ele má-

ximo contacto tiene un orden superior al ordinario. 

Consider,enlos ahora la variación respecto de s, de p, k, (j, 

, u'v'-u' V 
"\i t;. De (13) obtenemos a' - &' ... (pa' - 1) (u2 + v2) 
.J u2+V2 

= P (uv' - u'v) y sustituy1endo. en (11) los valores de p' y p" 
deducidos de (10) 

p' = 3 uv; p" =3 (uv' + u'v); 2 u2V 2 = u2 - v2 +R (uv' + u'v) 

de donde 

pa' 
pUf =-- (u2 +v2) +v (1+ u2) 

2v 

pa' 
p v' =- (u 2 + v2) - u (1- v2) 

2u 

Derivando las (8), (9) Y (14) Y eliminando u' y v' se' ob-
tiene 

, _ 3 p a' u (U2+V2 ) 

P - 2 V (1+u2}5/2 

k' = a' (U2+V2) [u2 (u2 + v2)+(1+u2) (V2-U2)] 

. 2 U V (1+u 2 )2 

~'= p a' z' (u 2
+V

2
) (u-i v) = es' .ei 3':l , 

2 u V (l-i U}2 (1+v)2 

siendo () ,el arco de hl curva, lugar del foco de la cónica de 
máxÍlno contacto, y &1 el ángulo que forma la tangente a esta 
curva con el ej-e de las abscisas. 
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Será rentonoes 

, I ,p a' (u2+V2)3/2 I 
(J = 2 U V (1+u2) (1+v)2 

B-1 =2(B- +1')-a o 

y t,enieildo en cuenta la (3) 

o 

es decir que la tangente a la curva, lugar del foco, es bisrec­
triz interior o ext,erior del ángulo formado por la senlirrecta 
MF con la dirección del reje de la cónica. 

Observalnos además que si a' = 0, se anulan talnbién p', 
k', 'C,' Y por tanto (JI, 10 que significa que ,esos puntos de la 
curva, lugar del foco, son singular,es. Es fácil demostrar qUre 
para esos puntos la cónica tiene con la curva un contacto de 
orden superior al ordinario. En ,efecto de (10), (11) Y (13) se 
deduce 

3 
p' = 3 uv = 2 se!n 2 ( a - B) . (u 2 + v2) 

y derivando 

),2 p'2 - 3 pp'" 7= 9 (u 2 v2 ) cos 2 (a - B') 

6 p' 
tg 2 (a - B') = 2 '2 3 " p - pp 

, '_ ') (, 1 _ p" (2 p'2:-3 p p")-p' (p' p"-3 pp"') 
2 (a - B-) - t..J a -p) - 6 36'p'2+(2 p'2-3 pp")2 

se obtiene 

a' _ . 4 p'(p'2+9)- 9 p (p'p"- pp"') 
p - P 36 p'2+(2 p'2--3 pp")2 

que de acuerdo a (17) demuestra la propiredad enunciada. 
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Para ter11linar consideremos C01110 ejel11pIo 'el caso de la 
espiral logarítmica, cuya ecuación escrlbirmnos ém la fon11a 

z = S Ci()S a ~~ i tg al. s cos a 

siendo s el arco y a una constante. Derivando se obtendrá 

z' = eitl- = e i (o. -1- 115 al. s cos 0.) , 1. p"l" = O 
P = lo' a ' o 

y por 10' tanto los valores de u y v serán constantes, y las 
parábolas de 111áxin10' contacto, así 001110 las cónicas de lná­
XÜ110 c0'ntacto (elipses) tendrán, en virtud ele las (14), (15) Y 
(16) sus oentros y focos sobre una espiral logarítm.ica idéntica 
a la curva elada, de 111anera que con Be7~7wulli. puede repetirse 
«'eadem. 111utata resurgo» • 

Nota. - El Profesor Terracini nos hace observar que la 
propiedad relativa a la -espiral 10garítInica puede pr-evers-o, 
con10' suoede con otras propiedades análogas, debi~o a que la 
curvaadnlite un grupo 00 1 de seInejanzas en sí n11S1na, y que 
por 10' tanto lo 111ismo ocurr-e con la' curva lugar de! foco ele la 
cónica de úláXÜ1lO c0'ntacto, de l1lanera que una cualquiera e 
deeslas curvas es una curva lV (de Klein-Lie) con respect0' al 
111is1110 grup0'. De acuerdo con propiedades generales de las 
curvas lV las h01110'grafías que tienen unidos los 3 puntos fijos 
de dicho grupo (polo de la espiral y puntos cíclicos) int,ar­
cambian las curvas }V invariant'es por· -el grupo; luego e es 
s-emejante a la espiral y por consiguiient-e igual. 

J osé'Babini 


