SOBRE LAS CONICAS DE MAXIMO CONTACTO

En el ntmero anterior de esta Revista, Luis A. Santals
publicé una solucion al Tema propuesto No. 29, en el que
se pedia la determinacién de la excentricidad y del parametro
de la conica osculatriz en un punto ordinario de una curva plana.
A continuacién exponemos otra solucion de ese tema, que di-
fiere de la anterior por laeleccion de los pardmetros utilizados pa-
ra resolver la cuestion, y a la que agregamos algunas propie-
dades de las conicas de maximo contacto.

F

Pay)
]

Sea M(xz,y) un punto ordinario -de una curva plana, que
consideraremos afijo del nGmero z=xz-+iy. Si T es, a su
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vez, el nimero cuyo afijo es el foco F de la conica de maximo
contacto con la curva en M, sera
N p ei(w+a)

o ar

siendo p y & el parametro y la excentricidad, respectivamente,
de la conica y « y o los adngulos que forman, respectivamente,
el eje de la conica con el éje de las abscisas, y la semirrecta
"FM con el eje de la cénica. :

Si se diferencia la (1) (a,p,k, T constantes) para elimi-
nar ¢ )

dp . brerete (1—k cos o+ i k sen ) deo — ei® ds
(1—k cos )2

siendo ds el elemento de arco y 9 el angulo que forma la
tangente a la curva en M con el eje de las abscisas.
De la ultima formula se deduce

(1—kcosw)2ds=p (1+k?—2Fk cos ©)1/2dow (2)

g

otatn (91 5) = - ©

siendo Y un angulo tal que

seny  cosYy
—ksenw 1—kcosw (4)

es decir: el 4ngulo que forma la semirrecta MF con la nor-
mal a la curva en el punto M.

Si indicamos, desde ahora en adelante, con apices las deri-
vadas respecto del arco, tendremos de la (3) y (4)

Ik (k—cos )
T 1+k2—2kcosw

4

o =w —9 (5)

Y

y eliminando o’ entre estas ecuaciones y la (2), obtenemos

8,/

~ p(I+k2—2kcos @)z~ p )

(1—F cos )3 _costy 1 . (®)
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siendo o el radio de curvatura de la curva en M, y

, k(l—cos ) (1—kcosw)2  k (k—cos »)
- p(+k*—2kcosw)¥2  p(l—kcosw)’

(7
Introduzcamos ahora dos nuevos pardmetros u y v dados
por
u=1Igy; v=pY
y como M estard siempre en un arco de conica para el cual -

es creciente serd v=0. De la (6) se deduce inmediatament2
el valor del parametro p

p= Zﬂ_fﬁy?,/—g (8)

mientras que si se introducen u y v en la (4) y (7) se obtiene

1-—k2 1-k2
; —ksenwo=u

1—»’ 1—v

1-lkecoswo=

y eliminando «

(14 k2) (w2 +v?—k2 (1 +u2)) =0

o u2+v2
k2 = i (9)
Para determinar los valores de u y v partiendo de los
elementos del punto M, consideremos, ante todo, que de la
(6) y de sus definiciones

p'=3ptgycos3y.y=3uv (10)

mientras que si derivamos u y v obtenemos

ou UY:v(l—}-lﬂ)

~ cos?
(1—-k®) kseno  p(1—k?) ksenow
(1—kcosw)2  p (1+k2—2k cos w)1/2

u (1-k2)

1}+u?

pv'=po

=—u(l—0v?)
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de donde

pp” =3p (uv' +u'v) =3 (v —u?+2u2v?) =3 (v? —u?) -{»%p’2

y finalmente
2p"? —3pp” =9 (u?—?) ~ (11

Si expresamos, finalmente, los valores de , o y € en fun-
cion de u y v llegamos después de algunas sustituciones y
transformaciones a las féormulas

u?—v—iu (1+4v)

e = T (ur?) 1R (11uf)i (12)
y— utiv

eila—1) — = G (18),

C=z4 e T (14}

(1—u 1) (1+v)

donde sustituimos e por 2.

Las expresiones 8 a 14 permiten resolver todos los pro-
blemas relacionados con los elementos y ubicacién de la co-
nica de maximo contacto en un punto M de una curva.plana.

Ast: los yalores de los semiejes (cuando existen) a y b y
de la distancia focal ¢ estan dados por

a2 = P' _ P“
(1—k2)2 — (14u?) (1—v?)?
b2 — p? — p?
1—k2 (1+u2)? (1—v?)
o P p? (u0?)

A-F2)2 (1+u2)? (1—v?)?

y el segundo foco y el centro son afijos de

' piz -
BT T (o) (15
G—zt piz (1+iu) o (16)

(14-u?) (1—v?)
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respectivamente. La ultima foérmula nos da, ademéas, una in-
terpretacién geométrica de p’, pues de ella se deduce facil-
mente que el dngulo v, que forma la normal en M con la se-
mirrecta que va de M al ceniro de la conica es tal que

P
tg*{osuv:r—%.

La férmula (13) da una nueva interpretacién geométrica
de los paradmetros u y v, como nGmeros proporcionales al co-
seno y seno, respectivamente, del dngulo formado por el eje-
de la conica con la tangente en el punto. Podemas obtener
otra interpretacion de v considerando sobre la normal MC el
centro de curvatura € y los puntos F’ y [, obtenidos levan-
tando desde los focos F y [ las perpendiculares a los radios
vectores.

De la (14) obtenemos

A

e _ME_, CF o CHP
o= pcos*{~—Mﬁ_—1 [/ (GME)

y de igual modo
v=(CMF,)

de donde, v es, con distinto o igual signo, la razén simple en-
tre el centro de curvatura, el punto y el pie de la perpendicu-
lar levantada desde uno u otro de los focos, respectivamente.
De aqui resulta la propiedad, ya conocida(l) de las conicas:
(CMFF')=—1, es decir: el grupo formado por un punto
de una conica, el centro de curvatura y las intersecciones con
la normal de las perpendiculares levantadas desde los focos a
los radios vectores, es armoénico. En la parabola, entonces,
esa interseccion es el punto medio entre el punto de la conica
y el centro de curvatura. '

Entre los problemas que podran resolverse con las for-
mulas (8) a (14) podemos considerar:

(*) Es la llamada construceién de Engler para el centro de curvatura. Véa-
ge: L. MACK. drchiv. Math. Phys. 1T 61 (1877) 385,
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a) Determinar la cdnica de mdximo contacto en un punto.
Las formulas (10) y (11) con la condicién v=0 permiten de-
terminar siempre un solo par de valores u y v, con el cual
se determinan todos los deméas elementos de la cénica. Esa
conica serd elipse, pardbola o hipérbola, segtin sea k=1 o lo .
que es lo mismo v = 1. Eliminando u entre (10) y (11) esta
condicién se cumple para

3 ppll § pig +9.

Si la conica tiene centro, su ecuacion reducida sera

22 . yr 02
14+u2  1—2  (1+u?)? (1—0?)?
~

y si es pafébola, ella es

9 2px
VT du2)se

Si el punto M de la curva es un vértice (p’=0) scrd
po” pe”
uv=0y 02—u2=—§—; de donde: si p”>0; u=0, v2=~3—; ia
cénica seré elipse, pardbola o hipérbola, segin sea pp”< 3 y el
vértice pertenecera al eje de la conica que contiene a los focos,.
mieniras que si p”<<0; v=0, u2:—%, la conica es siem-
pre elipse y el vértice pertenece al eje normal al anterior.

Por ejemplo en el vértice de la catenaria y=ua Ch? ten-

dremos
2
¥=0; p=a; p'=0; p"=—
de donde:
2 7 .
u=0; 1= §; co:—_—g; Co=4ai

y la conica de maximo contacto es una elipse que, referida a
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los mismos ejes que la catenaria, tiene por ecuacién

22 | (y—4a)?

3a? 9a?

de donde podemos deducir la siguiente expresién aproximada
para el coseno hiperbolico

3
Chz::4—3]/lmzn—+e
]

siendo

, . o
que puede aplicarse al coseno circular cambiando z por zi

22
COaz=4——3]/1+’§+€’ A T 6.7!+

b) Determinar la conica die mdzimo conlacto periene-
ciente a una familid dada de cdnicas. Si se conoce uno cual-
quiera de los valores: p, k, a, b, ¢, G, Ty, €, que en cada caso
caracterizan una familia determinada de conicas, ese valor con
la formula (10) permite determinar u y v. Por ejemplo, si
se trata de la familia de pardbolas (k=1) de donde v=1 Yy
3u=p

21

_ . 3pid
P= (9tp2)or’

IEIC=T))

o0
/

4

Si, en cambio, se trata de la familia de hipérbolas equi-
lateras (k= VQ);

11/0 . . 1 , 3Y3p
v2:1+~3—]/9+92, uzz—§ 9-{—92__1; P=(9+p,2)3/4
Gz oL

P31
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En los casos anteriores el contacto maximo es de tercer or-
den, pero si se fijan dos de los 8 valores anteriores, entonces
ese contacto serd de segundo orden; por ejemplo: sea deter-
minar el parametro de la pardbola (k=1) de maximo con-
tacto en un punto z y cuyo foco esté en el origen (C=0) las

3
formulas (8), (9) y (14) darian facilmente p:ggg.

El caso de la circunferencia (k=0) trae co‘ns‘igo u=v=0
lo que exige p=p y a=b=p; {=2z+4piz.

¢) Determinar las condiciones para que una conica tenga
un contacto de orden superior al ordinario. En el caso general

habra que eliminar p, k, u y v entre (8), (9), (10), (11) y

una quinta ecuaciéon obtenida por derivacién. Recordando que
pu'=v(l4u?); pv=—u(l—12) obtenemos, derivando la

(11)

0’0" — 3 pp” =18 (ur —vv') = 1%% (24 u?—o?)
I

y eliminando u y v entre ésta y la (10) y (11)
4p/ (p12 +9> :9 o (P’P”"“ ppw> (17>

que es la condicién para que una conica tenga un contacto por
lo menos de quinto orden. Ademaés esta ecuacién es la ecua-
cién diferencial de todas las conicas del plano.

Como casos particulares tendriamos: La condicién para
que la pardbola de maximo contacto (tercer orden) tenga un
contacto por lo menos del cuarto orden es

3pp”=p"49.

La condiciéon para que la hipérbola equilatera de méaximo con-
tacto (tercer orden) tenga un contacto por lo menos del cuarto
orden es

399”22 (p/Z_*_ 9>

y, por ultimo, llegamos en el caso de la circunferencia a la
conocida condicién p’ =0 para que la circunferencia de maximo
contacto (segundo orden) tenga un contacto por lo menos de
tercer orden.
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Por ejemplo en la catenaria para la cual p2+9—3pp”=

2
—3-925%

-5 e tendrd que la conica de méaximo contacto es una

elipse, pardbola o hipérbola, segin sea s2§% a? y por lo
tanto en los puntos para los que 32=% a? la pardbola de ma-

ximo contacto tiene un orden superior al ordinario.

Consideremos ahora la variacion respecto de s, de p, k, o

‘gt ’
y T. De (13) obtenemos o' — 9’ — E{L)?:—l—%; (pe'—1) (u2 +v?)
=p (' —u'v) y sustituyendo en (11) los valores de p’ y o”
deducidos de (10)

p’=3uv; p"=38(uv'+uv); 2u=u?—v24g (w0’ +u'v)

de donde
,.._.__B(i - e
pu=—>5 (u?+02) +v (14 u?)

4
pv’:%% (u?+v?2) —u (1—10%)

Derivando las (8), (9) y (14) y eliminando v’ y v’ se ob-

tiene

,_3pau(ue?)
= T 2v (1Fuz)be

I — o (u?40?) [u? (u? + v?)+(1+u?) (vP—u?)]
N 2uv (14+u?)?

_p o2 (uP0?) (u—iv)
© 2uv(1—iu)? (1+v)2

’ it
=0 elai,

14

siendo o el arco de la curva, lugar del foco de la conica de
maximo contacto, y ¢, el dngulo que forma la tangente a esta
curva con el eje de las abscisas.
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Sera entonces

S| e o (ud-v2)82
2uv (14u?) (14v)?
9, =2(% +v) —a o 9, =2(3 +7)—a+n
y teniendo en cuenta la (3)
Y=2(o+a+4n)—a—mn o h==2(o+afn)—a

es decir que la tangente a la curva, lugar del foco, es bisec-
triz interior o exterior del angulo formado por la semirrecta
MF con la direccion del eje de la conica.

Observamos ademés que si o« =0, se anulan también p’,
k', T y por tanto o, o que significa ‘que esos puntos de Ia
curva, lugar del foco, son singulares. Es facil demostrar que
para esos puntos la conica tiene con la curva un contacto de
orden superior al ordinario. En efecto de (10), (11) y (18) se
deduce

p'=3uv :% se}n2 ((x~ 8~) . (ui’ +v2)

202 —3pp”" =9 (u?4-v2) cos 2 (a — ¥)
de donde
60
: )=t
tg2(e—9%) =5 5 5507

y derivando

, l pfl (2 p/2_3 p p”>_pf (plpr/__3 ppm)
' gy —o (a—2) =
2(e (e Sl PonCrE s Fur

se obtiene

o — p’ 4—P,(P,2+9)— 9 o (plp”_ ppm)
p 36 plg_,__<2 plg_ﬁg ppll)g

que de acuerdo a (17) demuestra la propiedad enunciada.
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Para terminar consideremos como ejemplo el caso de la
espiral logaritmica, cuya ecuacién escribiremos en la forma

z=gscosaellgal.scosa
siendo s el arco y « una constante. Derivando se obtendra

-, . 1 g 1 P
2 =it —pitatwgal.scoa) . p_—;:»g,-:tg@ ; p’: ;P =0

vy por lo tanto los valores de u y v seran constantes, y las
parabolas de maximo contacto, asi como las conicas de ma-
ximo contacto (elipses) tendrdn, en virtud de las (14), (15) y
(16) sus centros y focos sobre una espiral logaritmica idéntica
a la curva dada, de manera que con Bernoulli puede repetirse
«eadem mutata resurgonr. .

Nota. —El Profesor Terracini nos hace observar que la
propiedad relativa a la espiral logaritmica puede preverse,
como sucede con otras propiedades andlogas, debido a que la
curva admite un grupo ! de semejanzas en si misma, y que
por lo tanto lo mismo ocurre con la curva lugar def foco de la
conica de méximo contacto, de manera que una cualquiera €
de estas curvas es una curva W (de Klein-Lie) con respecto al
mismo grupo. De acuerdo con propiedades generales de las
curvas W las homografias que tienen unidos los 3 puntos fijos
de dicho grupo (polo de la espiral y puntos ciclicos) intar-
cambian las curvas W invariantes por el grupo; luego C es
semejante a la espiral y por consiguiente igual.

José Babini



