SOBRE LA INIEGRAL [0 i

por ANGEL J. GUARNIERL

1.—En la cuestion elemental No. 10 (Vol. VII, pag. 86)
:se pide calcular esta integral entre los limites Oy lyentrele oo.
Para ello basta darle la forma de integral euleriana, poniendo

— 1
=) y en el primer caso y x= V——en el segundo. Resulta:
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Es facil probar que I, vale el doble de I,. En efecto:

I, r(5)r(s) _m/sens
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pues

T (2)F (1—a) = 1
(@b (1—2) sen% y F(§)=V7c.

2. —En el tema No. 27 del mismo volumen (pag. 80) se
‘propone expresar la misma integral en forma de integral elip-
tica de Legendre. Tal expresion es posible, pues poniendo
y=(1—a?)1/3 se tiene una curva algebraica de género 1.
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Como es sabido, el género de una curva es la diferencia
entre el maximo de puntos dobles y de retroceso que corres-

ponde a su orden: % (n—1) (n—2), y el numero de los que

realmente tiene: ¢ ::% (n—1) (n—2)—d —r. Las curvas de

género 0 son las unicursales, es decir aquellas cuyas coordena-
das’ cartesianas se pueden expresar en funcién racional de un
pardmetro; las de género 1, o elipticas, admiten una expresion
de sus coordenadas mediante funciones elipticas de un parime-

. 1
tro. Estas tienen 5- n(n—3) puntos dobles y de retroceso. Las

2

cubicas (n=3) pueden tener a lo méas uno de tales puntos;
en tal caso son unicursales, y tomando el punto singular como
origen se puede adoptar como parametro la pendiente del radio
vector. Las que carecen de un tal punto son de género 1 o elip-
ticas; se demuestra que mediante una perspectiva se puede
reducirlas siempre a la forma y2=4x3 — g,z — g3, expresion
bien conocida en la teoria de las funciones elipticas de Weiers-
trass; haciendo x=p (1) resulta y=p'(%).

Segtin una de las formulas de Pliicker, la clase de una
curva es k=n (n—1)—2d—3r; luego las ctlibicas de género
1 son de 62. clase, mientras las unicursales son de 42. o 32.

La curva en, cuestion es una cibica sin punto doble, pues
2z
3(1—x2)23
(real) tnico. Luego es de género 1, y la integral propuesta se
podra expresar mediante funciones elipticas, lo cual se logra asi:

la derivada y' —— toma en cada punto un valor

[e's]
" d . .
Sea I = j (1—96 La sustitucion 1 —z2=—28 la redu-

x2)2/3'
ce a la forma normal de Weierstrass, con ¢,=0 y g3=—4:
ee] [ee]
3 dz o dz . »
I= EIMZS] ]/—4?;—12311 .. z=p(u;0,—4). Las rai-
z _ 1 =
ces de 2341 son: e, =—1, 6225—\-17]/2 , e3:§~~i12—3—; po-

niendo: H2= (e, —e,) (e; —e3) = ‘(*%wi Kzg_) (—%—l—ig)
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=3, los tratados indican la sustitucion: z=e; + H tg? éi =1+

1/§tg2“‘) De aqui: ~3+1 3V3[g“—(1_l/§t02 @+tgt_>

y dz= (‘/g tgg

7

l—Sf 1/§tggi.c1@ _
cos?-¥ /_?: . 7§ tg |/1~|—tg4$-—]/§ tg2 L

cos? g) de; por tanto:
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2 V3 Vcoq‘l P 1sent? ——VB sen? 2 P cosz? (P

y como la expresion bajo raiz es igual a

“3:[(1 +cos )2+ (1 —cos¢)? VSsen?cp]
:%[2—}-2(}0& —]/SQen- ¢|= 1[4__(2 |_V3 ) sen? ]_

B i/ﬁ f V27 1/27
I= ]/1 k"sen2cp - [f _/] 2A F( A)}

siendo F(cp,k) la integral eliptica de 12. especie de Legendre.

sen? =1 —k?sen? ¢, queda finalmente:

Haciendo k—=sen®, se tiene: sen9 :Vl"'l' ‘;3 |2 :l/ 1+002s 30

=08 150 =sen75°.-. $ ="T59; esta expresion del médulo %k me-
diante un angulo se utiliza en las tablas de Legendre.

Se calculara ahora la integral propuesta entre los limites.

0y 1l yentre 1l e w. La correspondencia entre los limites de
las tres variables x,z, ¢ es:

r: 0 1
:—1 0 o
p: 0 @y 7

[
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La integral completa K = f /i

—————=—vale, segin las
——l{?seanp

tablas: K —2,76306. El angulo ¢, se obtiene haciendo z=0 en
Ly o=Ta02718".

la expresion z=—1-+7 31g? g-'-tg% .

Resulta: [ = SR
' (1—902)"/3 2 ] {1-k%sen%e

=1,13975 x 1,84537 = 2,10326.
et 7 Py
= '/27f IR
J (1—ax2)2/3 V1— k sen? cp

q‘)

Vo i/

} 27 [2 k— /} = 1—22—7— [2 % 2,76806 — 1,84537]=1,13975 x 3,69074
0

=4,20652, que es el doble de la anterior, como ya se vib.
El problema queda, pues, resuelto. Las consideraciones que
siguen exceden la cuestion propuesta, pero ofrecen algtn interés.

8. — Inversién de la integral. Conviene tener el modulo
complementario %k’ y el otro periodo if : k'?=1—k? I’ =cos
750 =sen 159; con este valor las tablas dan: k’=1,59814. Se
tiene, pues:

Je =283 | sen7Bo .. K —2,76806

4
k'? = 2_4V3’ k' =sen 150 ... K’ =1,59814.
(lz,
Utilizando la notacion de Weierstrass: — [=u= [
Vaz3 44

z=p(u;0,—4) y x2=1+23=1+p3u. Los peuodos son:
[ee]

I 7 ©ody
/ ~ ju—y Wf2,10326 N CD‘):i '——d—‘wj—'— ==
Jiz5d i 20 ) Ay
1

=1,214311.

K _ . 1.59814
VH i3
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d
Con las funciones de Jacobi: 1 I=u= 14 — [ S —
3 293 A Y1—Ik2sen2ep

.:.sen(n— ) =snt, siendo {=2 ?Vé— u. Enfonces: cos ¢ =—cnf,
o ¢ _1—cosp 1+4cnt

t = ; d i@ r=— 11312 0 =
y 8 2 1l4cosp 1—cnt e aqu +1stg 2
Cpqyg et a1 s gy3l(2-13)4(2498) cnt](1+ont)
l1—cnt’ (1—cnt)3
oys [4—(2+7V3)sn2tlsn2t —-1_—:]{251121& 2157 dn2¢.sn2{
=313 (1—cnt)4 =123 (1—cnt)4 - var (1—cnt)*
Int.snt
Adoptando el signo +:z=2 @%f—m}t—ﬁ Los periodos % y
. —cn

ik’ ya fueron calculados.
. ) . o 1+cn (2/3.u)
Se ve que: pu= l—H/lecn (2V§.u)
do el discriminante ¢,3—27¢,2 es negativo, las funciones de
Weierstrass y Jacobi estan ligadas por la relacion: pu=e, 4 H
1+-cn (2VH.u)
1—cn (ZVﬁ.u) .

. En efecto, cuan-

4. — La integral en el campo complejo. La integral de
z

dz

Schwarz: o= / ey tiene la interesante propiedad de
_...z «
) i

transformar el eje real del plano z en un tridngulo equildtero-

del plano w, dispuesto como muestra la figura.
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En efecto: o' = (1—22)72/%, Arg o’ = —é— [Arg (1-+2) 4 Arg

(1—2)]. Cuando z recorre el eje real, se tiene:

z<<—1; Argm’:—g(ﬁ+0):——2§n
2

—1<z<l; Argm’:—g(o_‘_@:o

z>1; Argo’=— _g_(ofﬂ :gn'

Como Arg o’ es el angulo que forman las curvas corres-
pondientes en la transformaciéon, se ve que a la semirrecta
(—o,—1) corresponde un segmento de recta girado respecto

de ella — gﬂi (lado CA); al segmento (—1,+1), el lado AB,

y a la semirrecta (1,), el BC, resultando un tridngulo equi-
latero. El vértice C esta en el origen, pues a z=o corresponde

©=0. La longitud del segmento AB es, evidentemente: AB=
-1
dx

=Wy Wy = "(1-—902)2/3
1

=4,20652, segln se calculé antes. Si

3 .
se utiliza el CA, se tiene Aw=Az.e 2" , JAw|=|Az|=Az;

—1
_ C _
luego: CA=|o,|= /?1—‘52)7/3, y anédlogamente: BC=|w,|=

oo 1

T de N :
m. Se ve ahora porque se verifica que / =2 / .
1

1 0
Si en vez de o se toma un valor .real cualquiera a como

limite inferior de la integral, el tridngulo experimenta una tras-
z

a z a
lacién cuya ragnitud estd dada por — / , pues @= / = / + /
(o0} lOO [ee]

a a a
= / o' o =0— [ . Si se multiplica la integral por una
[0 (o0

constante C=/=0, el lado del tridngulo queda multiplicado por
|C| y éste gira de un 4ngulo igual a ArgC.
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Es innecesario agregar que la representacion es conforme,

. 1

:excepto en los vértices del tridngulo, en que se anula o ¢—.
excepto en lo { lel t lo, q la o' c—
«w

Hasta aqui se ha considerado la correspondencia entre el
eje real y el contorno del tridngulo. En cuanto al interior de
-éste, es facil ver que corresponde al semiplano superior del pla-
no z, pues, como la transformacién conforme conserva el sen-
tido de los angulos, a puntos situados a la izquierda del con-
torno cuando se lo recorre en sentido positivo, deben corres-
ponder puntos también a la izquierda del eje .

Esto no significa que el exterior del triangulo corresponda
al semiplano inferior. En realidad, la transformacion aqui es-
tablecida corresponde a una determinacion del argumento de
f/(l—z?)?, que tiene 3 valores. En el plano z hay que consi-
derar una superficie de Riemann de 3 hojas, obtenida cortn-
dolo segun el eje real de 1 a 4~ y de 1 a — o, pues —1 y
+1 son puntos de ramificacion de 2°. orden. Si un punto des-
cribe una curva cerrada alrededor de B’, por ejemplo, (que no
contenga a A’), el correspondiente describe también una curva
cerrada alrededor de B (no conteniendo al A). Pero mientras
esta ultima consta de una sola vuelta, la otra tiens (res, una en
cada hoja de la superficie de Riemann; al atravesar el punto
movil la semirrecta (1,4o) pasa a otra hoja, pero éslo no
sucede al atravesar el segmento (—1,+1). Cuando el ler. punto

T
(ea z) describe un angulo =, el 2°. (en ) describe uno de 3

considerando 6 angulos iguales alrededor de B, corresponden
sucesivamente a los semiplanos superiores e inferiores de las
3 hojas, aunque no la totalidad de la superficie limitada por
sus lados. En efecto: segun un teorema de Schwarz, si una
funcién analitica toma valores reales a lo largo de una curva,
toma valores conjugados en puntos simétricos respecto de la
misma. A lo largo de AB la funcién z=f(») es real; luego
al trisngulo ABC,, simétrico de! ABC (en ), debe correspon-
der el semiplano inferior de la 12. hoja (en z), simétrico del
superior. Aplicando este «principio de las imégenes» se esta-
blece la correspondencia més general entre los planos z y o:
La reflexion en (1,4-o) del semiplano inferior de la 12. hoja
-da el semiplano superior de la 2a., al cual correspondera el
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triangulo BA,Cy, simétrico del BAC,, etc.; asi siguiendo, re-
sulta un exagono regular de centro B y lado CA, que representa
la totalidad del plano z. Si ahora se refleja el BC,A, en C,yA,
se obtiene el B;C,A,, y reflejando el semiplano superior de la
32, hoja en la semirrecta (—oo,—1) se obtiene el inferior de

la 12., luego el exdgono de centro B; y lado A,C, también re-
presenta la totalidad del plano z. Es decir, este plano esta re-
presentado por cualquier exdgono de una red dibujada en el
®, y como estos exagonos se reproducen en dos dimensiones,
la funcién z=z(w) es doblemente periddica, y eliptica por
ser polos sus tnicas singularidades. Este resultado no constituye,
desde luego, ninguna novedad, pues se vi6 anteriormente que
&)

aore (3).
La funcién p (g) , definida en el plano w, tiene sus po-

los dobles en los puntos C, y sus ceros en los A y B. Es sabido

que no tiene otras singularidades. El periodo real 20, con la

variable ®, es el segmento CC;=381=3x4,20652; con la va-
w

riable =g se reduce a la 32. parte: 2w;=4,206562. El pe-

riodo imaginario 2(),, con o, es el segmento 001:2h:l1/§:

4.20652 .
}/3x4,20652; con u es: 2w,= ~g 2428630 Estos va-
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lores coinciden con los calculados antes, en la inversién de la
integral. Por ser negativo el discriminante de la ecuaciéon p’'u=
=4pdu+4, los periodos 20, y 2w, no son primitivos; lo
son, en cambio, los imaginarios conjugados 2o’ =, -+ w0,=

1 1
:——B—Z.Q.' y 20" = 0 — w,=—2(" siendo (¥ =CC, yQ"=CC,.
o

Transformando el eje real del plano z en una circunfe-
rencia del plano ¢, se obtendrd en definitiva una funcién que
transforma la circunferencia en triangulo. Es sabido que lo pri-

mero se logra con una funcion de la forma z=«

9

A

m4-=

!
;

Fig. 3

do una circunferencia de centro en el origen y radio 1, y ha-

. 2n
ciendo corresponder f{y=1 a z=o, y {1, (de argumentos 3

y —_2;) az=—1lyz=1, se calcula p=1,vy=—1, 0 =—1 /3

—14¢
y resulta: z=1i ]/3 —+— Entonces: dz= 2iY3_ dt, 1—22=1+
1—t (1— t)"

1—z2)2/3 o

Titye  146h2  1—8 [ de
3(=) =y /<

transforma al circulo da-

Luego la funcion o=0C /

1—13) 2/3

do en tridngulo equﬂatero.

P Bligion-
+t
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El problema de la representacién conforme de tridngulos
y, en general, poligonos, mediante circulos fué resuelto por
Christoffel y especialmente H. A. Schwarz basandose en el teo-
rema fundamental de Riemann, pues son recintos simplemente
conexos. Dado un tridngulo cualquiera de vértices oy w,m; y
dngulos exteriores A7, Xgm, Ay (N + Xy +X3=2 ), y tres pun-
tos 2,2,z de un circulo cualquiera, la funcién que transforma
éste en aquél es:

dz

o=>F — 4k’ siendok7/-0 v k' constantes.
(—rs(z—z P ez oy
&)

. y o t
Se ve que la funcion antes considerada: o=k / A—pyn
2 2

. 7 —=NIL
es un caso particular de aquélla, con M=A=X\;— 3y t,—es
Aquélla, a su vez, es caso particular de la siguiente, que trans-

forma un circulo en un poligono convexo de s lados:
z

. ] / dz L
W=k .
Zo(z——zl)/\z (z—z9) s, .. (2—2z)M

Por ejemplo, si se eligen como puntos z;, sobre una circunferen-
cia de radio 1 y centro en el origen, las 4 raices de la unidad,

1
y se toma M\ =Ng=Xrg=\,= o y ademéas k=1, k=0, re-

sulta: o= / ——, que transforma el circulo en un cuadrado.
Para obtener cualquier poligono regular sirve: o= / a )
)3

Escuela de Ingenieria, San Juan.



