
SOBRE LA INTEGRAL J( dx)! 1-x2 23 

por ANGEL J. GUARNIER! 

1. - En la cuestión elem.ental No. 10 (Vol. VII, pág. 86) 
~se pide calcular esta integral entre los límites O y 1 Y entre 1 e oo. 

Para ello basta darle la forma de integral ,euleriana, poniendo 
1/- 1 

·x = r Y en el primer caso y x = ,j- en el segundo. Resulta: 
~ yy 

1 1 

1, J(1!;)2!3 ~ ~Jy-l"(1~y)-'!3dY= ~ B (~, ~) = 
o o 

1 r(~)r(~) 
2 r(%) 

1 r(~)r(~) 
2 r{~) 

Es fácil probar que 12 vale el doble de 11 , En efecto: 

,pues 

r(~)r(%) 

[r(~ )T 

re 
, F (x)E (l-x) =--n 

sen x 

rejsen-i 
2, ,re 

y 

2. - En el tema N°. 27 del mismo volumen (pág. 80) se 
'proponeexpr'esar la miSlna integral en fonna de int'egral elíp­
tica de Leg'endre. Tal' expresión es posible, pues poniendo 
,Y = (1_X2)1/3 se tiene una curva algebraica de género 1. 
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Como es sabido, el género de una curva ,es la diferencia 
'entre el lnáximo de puntos dobles y de retrü;ceso que corres-

ponde a su orden:; (,n-1) (n-2), y el número de los que 

1 
realmente tiene: g=2(n-1) (n-2)-d-r. Las curvas de 

,género O son las unicursales, es decir aquellas cuyas coordena­
das" cartesianas se pueden expresar en función racional de un 
paráluetro; las de género 1, o elípticas, admiten una expresión 
de sus coordenadas m'ediante funciones elípticas de un paráme-

tro. Estas tienen; n(n-3) puntos dobles y de retroceso. Las 

cúbicas (n 3) pueden tener a lo lnás uno ele tales puntos; 
,en tal caso son unicursales, y tOlnando el punto singular con10 
origen se puede adoptar como parálnetro la pendiente del radio 
vector. Las que carecen de un tal punto son de género 1 o elíp­
ticas; se demüestra que m'ediante una perspectiva se puede 
reducirlas siempre a la fonna y2 = 4 x3 - g2 X gs, expr'eslOll 
biyn conocida en la teoría ele las funciones elípticas de Weiers­
trass; ,haciendo x = p (t) resulta y = p'( t). 

Según una de las fónnulas de Plücker, la clase de una 
,curva es l-c = n (n - 1) 2d - 31'; luego las cúbicas ele género 
1 son de 6a . clase, mientras las unieursales son de 4a . o 3a . 

La curva eI\ cuestión ,es un~ cúbica sin punto doble, pues 

la derivada y' 3(1~:2)2/s ton1a en cada punto un valor 

(real) único. Luego 'es de género 1, y la integral propuesta se 
podrá expresar luediante funciones elípticas, lo cual se logra aSÍ: 

ro 

Sea 1 = f-_d~. La sustitución 1- X2 = - zS la redu-
(1-x2 )2/s . 

x 

·ce a la fonna norn1al de Weierstrass, con g2=0 y gs=-4: 
ro ro 

.1= ; f VZ:~-l =3f V4::~4 =3 u .'. z p (u ; 0,-4). Las raí-
z z 

1 .11'3 _1 . V3. 
ces de zS + 1 son: el = -1, e2 2 1 2 , es -2 -- l2' po-

,Hiendo: H2 = (el - e2) (el - es) = .( - ~ - i, ~ ) (- ~ + i 1 ) 
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= 3, los tratados indican la sustitución: z = el + H tg2 ~ = - 1 + 
2 

9 

V3 tg2 ; . De aquí: z3 + 1 =-~ 3 V-S tg2 ; (1 - V3 tg2 ; + tg·i ; )' 

y dz= (¡13 tg ; I cos' ;) el'!'; por tanto: 

3 JA y3 tg t . dep 

1 ="2 q> cos' ~JÍ3. ¡/3 t~ f Vl+tg4{-_-V3 tg2'f = 

y COlno la expresión bajo raíz es igual a 

¡ [ (1 cos ep ) 2 + (1 - cos ep ) 2 - YB sen 2ep ] = 
4 

1 . /- 1 1/-

=:= 4[2 + 2 cos2 ep - V 3 8en2 ep] =4[4-- (2 + r 3) sen2 ep] = 

2 1 '13 = 1 - ~ sen2 ep 1 - k 2 sen2 ep, queda finalmente: 
4 

1 = V27 Jn dep = V27 [J
n 

__ Je
p 1 = V27 [2k - F (ep, k)],. 

2 -yl-k2sen2cp 2 2 
~ o u 

siendo F ( ep ,k) la integral elíptica de 1 a. especie de Legendre. 
/ ;-----

Haciendo k=sen&, se tiene: sen&=Vl+~312 _-Vl+cO;30o
. 

= cos 15° = sen 75° ... & = 75°; esta expresión del módulo k lne­
diantc un ángulo se utiliza en las tablas de Legendre. 

Se calculará ahora la integral propuesta entre los lünites, 
O y 1, Y entre 1 e oo. La correspondencia entre los IÍlnites de~ 
las tres variables x, z, ep es: 

x: O 1 00 

z : -1 O 00 

ep: O epl TI I 
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TC/2 

La integral cOlnpleta [( =J-.¡ dcp vale, según las 
l-h:2sen2cp 

o 
~tablas: [( = 2,76806. El ángulo ep1 se obtiene haciendo z = O ,en 

la expresión z = - 1 + {3 tg2 ~ ... tgh = ~, y CPl= 74° 27'18". 
2 2 f3 

1 4 _ epl 

r dx :;/27 J dcp Resulta: = _v_ 
o (l-x2)2/3 2 yl-/-¡:2sen2cp 
o o 

= 1,13975 X 1,84537 = 2,10326. 

] el!;)"!' Y~7] -'¡1-~~en2cp = Y~7 r]~.f]--
~ ~1 o o 4/-[ ~'ll 4-1 ~7 2 le - [ ~ i~7 [2/2,76806 -1,84537] 1,13975/3,69074 

= 4,20652, que es el doble de la anterior, como ya se vió. 
El problelna queda, pues, resuelto. Las consideraciones que 

siguen exceden la cuestión propuesta, pero ofrecen algún interés. 

3. Inversión de la integral. Conviene tener el módulo 
c0111plmnentario k y el otro período ill": l-í"2 1 - /-¡:2, k' = cos 
75° sen 15°; CO\l est,e valor las tablas dan: l-r' = 1,59814. Se 
tiene, púes: 

lc 2 =2+y3 /-¡:=sen75° .'. [(=2,76806 
4 ' 

k'2 2-y3 k' = sen 150.'. lC = 1,59814. 
4 

. . 1 
Utilizando la notación de \Veierstrass: 3 1 = u 

00 

f clz 

, y4z3+4 
z 

.·.z=p(u; 0,-4) Y x2=1+z3=I+p3 l.l.. Los períodos son: 
00 00 

j' clz K 2,76806 

COl = _lY4zLf-4 = lB = ys 
. j' dy = 2,10326 ; co') = l ,/ • 

- v4y3_4 
1 

iK' . 1,59814 
- _. L 1,21431 i. yR - y3 
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TI 

Con las funciones de J acobl: - 1 = u = -- -. 1 1 1 dqJ 
3 2 ys cp 1/1-k2sen2qJ 

. : . sen (1t - cp) = snt, siendo t = 2 V3. u. Entonces: cos cp = - cnt, 
~ 1-oo~ 1~~ ,~ ~ y tg2_=. ; de aquí: z -1 + r3 tg2 =-
2 1 +coscp 1-cnt 2 

-1 +Y 3 1+cnt , X2 = 1 + Z3 = 31/3[(2--1/3)+(2+ 1/3) cn2tl(1+cnt} 
l-cnt (1-cnt)3 

_ ,/- r4-(2+ lj3)sn2tlsn2t _ ,/-1-k2sn2t 2 _ ,/- dn2t.s. n2t 
--3v3 -12v3---snt-v27---

(1-cnt)4 (1-cnt)4 (1-cnt)4 
1/- dnt.snt 

Adoptando el signo. +: x = 2 y 27 ( ). Los períodos J.¡; y 
_ 1-cnt 2 

ik' ya fueron calculados. 
,¡¡:; 1 +cn (2V3. u) _-

Se ve que: p u -1 + V u 1/. En efecto, cuan--
l-cn (2y3.u) '" 

do el discriIninante g23 - 27 g32es negativo, las. funciones ele 
Weierstnass y J acobi están ligadas por la relación: p u = ~1 + 1i 
l+cn (2VH.u) 
1-cn (2VH.u) . 

4. - La integral en el can~po complejo. La integral de-
z 

Schwarz: O) =1-( dz) / tiene la interesante propiedad de 
1-z2 23 

ro 

transformar el eje real del plano z en un triángulo equilátero-
del plano 0), dispuesto como muestra la figura. 

'l~ 
~ 1t YJ 

=ri \ I I 

A \ 

" 
\ 

w) 

AI----+---~ 
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2 . 
En efecto: co' = (1- z2)-2/3, Arg co' = -3 [Arg (1 +- z) +- Arg-

(1- z) J. Cuando z recorre el eje real, se tiene: 

,2 2 
z<-l; Argco =--(n+-O)=- n 

3 3 
. 2 

- 1 < z < 1; Arg co' = - - (O +- O) = O 
3 

2 2 
z> 1 ; Arg co' = - - (O - n) = - n. 

3 3 

Como Arg co' 'es el ángulo que forman las curvas corres­
pondientes en la transfornlación, se ve que a la semirrecta: 
( - 00 , -1) corr,esponde un seglnento de recta girado respecto 

2 
de ella - 3" n (lado e A); al seglnento (-1, +-1), el lado AB, 

Y a la sem.irrecta (1,00), 'el Be, resultando un triángulo equi­
látero. El vértice e está en ,el origen, pues a z = 00 corresponde 

co = O. La longitud del segmento AB es, 'evidentelnente: AB = 
+1 

= C02 - COl = f dx = 4,20652, según se calculó antes. Si 
. (1-x2)2/3 
-1 

se utiliza el e A" se tiene A co 
-1 - j' dx luego: GA=lcoll= -( ---) -/ ' 1-x2 23 

-00 

3 . --nz 
I1z. e 2 ,IAcol=IAzl=Az; 

y análogamente: Be = I co2 1 = 

00 00 1 

f~ Se ve ahora porque se verifica que f= 21· . (1-x2)2/3' 
1 . 1 o 

Si en vez de 00 se tOIna un valor .real cualquiera a como 
límite inferior de la integral, el triángulo experimenta una tras-

a Z a Z 

lación cnya magnitnd está dada por - f ' pues ~ = f = f + f 
00 00 00 a . 

. j + ro' ... ro' = ro. -1. Si se multiplica la integral por una 

00 00 

constante e -::-/= O, . el lado del triángulo queda multiplicado por 
lel y, éste gira de un ángulo igual a A:i:g e. 
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Es innecesario agregar que la representación es conform.e, 

,:excepto en los vértices del triángulo, en que se anula co' ú ~ 
co' 

Hasta aquí se ha considerado la correspondencia entre el 
eje real y el contorno del triángulo. En cuanto al interior de 

. éste, es fácil ver que corresponde al s'81uiplano superior del pla­
no z, pues, COlUO la transfo,rmación conforme cOl~serva el sen­
tido de .los áll;g,ulos, a puntos situados a la izquierda del con­
torno cuando se lo recorre en sentido positivo, dehen corres­
ponder puntos tam.bién a la izquierda del ejex. 

Esto no significa que el exterior del triángulo corresponda 
· al semiplano inferior. En realidad, la transfonuación aquí es­
tablecida corresponde a una detenuinación del argulnento de 

JI (1- z2)2, que tiene 3 valores. En el plano z hay que consi­

derar una superficie de Rieluann de 3 hojas, bbtenida cortán­
dolo según el eje real ele 1 a 00 y de 1 a - 00, pues - 1 Y 

1 son puntos de ranlificación de 2°. orden. Si un punto des­
cribe una curva cerrada alr,ededor de B', por ej'81uplo, (que no 

· contenga a A'), el correspondiente describe tanlbién una curva 
cerracla. alrededor de B (no 'conteniendo al· A). Pero n1Íentras 
esta ú1tüua consta de una sola vuelta, la otra tiene tres, una en 
cada hoja de la superficie de Ri,muann; al atravesar el punto 
ll1óvil la s81uirrecta (1, + (0) pasa a otra hoja, pero ésto no 
sucede al atravesar el segmento (-1,+1). Cuando el 1er. l)unto 

TI 

(en z). describe un ángulo TI, el 2°. (en co) describe uno de 3 ; 
considerando 6 ángulos iguales alrededor de B, corresponden 
sucesivalnente a los seluiplanos superiores e inferiores de las 
3 hojas, aunque no la totalidad de la superficie lüuitada por 

· sus lados. En efecto : según un teorelua de Schwarz, si una 
función analítica tonla valores reales a lo largo de una curva, 
tonla valores conjugados en puntos sinlétricos respecto de la 
nlislua. A lo largo de AB la función z = f( co) es real; luego 
al triángulo IlBC lJ sinlétrico del liBC (en co), debe correspon­
der el s81uiplano inferior de la la. hoja (en z), sinlétrico del 
superior. Aplicando este «principio de las inlágenes» se esta­
blece la correspondencia 111ás general entre los planos z y co: 
La reflexión en (1,+00 ) del setuiplano inferior de la la. hoja 

.' da el senliplano superior de la 2a ., al cual corresponderá el 
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triángulo BAl Cv sin1étrico del BAC1, etc.; así siguiendo, re­
S'ulta un ,exágono regular de centro B y lado CA, que representa 
la totalidad del plano z. Si ahora se refleja el BC2A2 en C2 /1. 2 

g'e obtiene el BSC2A2, Y reflejando el selniplano superior de la 
:3a • hoja en la semirrecta (-00,-1) se obtiene el inferior de 

It-
V 

I 

Fi~. 2. 

la la .. , luego el. exágono de centro Bs Y lado A2C2 también re­
presenta la totalidad del plano z. Es decir, este plano está re­
presentado por c,:ualquier exágono de una red dibuj~da en el 
0), y cOlnoestos' exágonos se reproducen en dos dimensiones, 
la función z = z ( 0)) 'es doblelnente periódica, y elíptica por 
ser polos sus únicas singularidades. Este resultado no constituye, 
desde luego, ninguna novedad, pues se vió anteriorn1ente que 

Z2 = 1 + p3 ( ;) . 

La función p (~) , definida en el plano 0), tiene sus po-
. 3 

los dobles en, los puntos C, y sus ceros en los A. y B. Es sabido 
que no tiene otras singularidades. El período real 2 .Qv con la 
variable 0), es el seglnento CC3 =3l=3x4,20652; con la va-

co 
riable u = - se reduce a la 3a . parte: 2 COl = 4,20652. El pe-

3 
dodo imaginario 2.Q2' con 0), es el segmento CC l = 2 h = lJ/3 = 

~/- 4.20652. E 
:V 3x4,20652; con u es: 20)2= Y3 2,428631. stos va-
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lores coinciden con· los calculados antles, en la inversión ele la' 
integral. Por ser negativo el discrüninante de la ecuación p' u = 
= 4 p3 U 4, los períodos 20)1 Y 20)2 no son prin1Ítivos; lo 
son.. ,en cambio, los imaginarios conjug,aelos 20)' = 0)1 (02 = 

1 1 
=3'2D' y 20)"= 0)1-0)2= 3 2Q" siendoQ'=CC4 yQ"=CC2· 

Transformando ,el eje real del plano z en una circunfe­
rencia del plano t, se obtendrá 'en definitiva una función que 
transforma la circunferencia en triángulo. Es sabido que lo pri-

1 f r 1 1 f ~+t El" miel'O se ogra con una uncion (e a OrIna z ct --o 1 19wn-, 
I+t 

z) 

l· S' 

t) 

-i 

do una circunf,erencia de centro en el ong,en y radio 1, y ha-
2n' 

ciendo corresponder to -:- 1 a z = 00, y tv t2 (de argunl'entos 3 
2rr ' l/-

Y -3) a z=-l y z=l, se calcula ~=1, 1=-1, ct=-i V 3, 

Y resulta: z = i ,r¡¡-l+t . Entonces: dz= ( 2i~--dt, 1-z'= 1 + 
V 1-t 1-t 2 ' 

l+t 2 1+t+t2 1-t3 jZ~ dz . v3ft. dt 
3 (l-t) = 4 (1-t)2 4 (1-t)3' Y (1-z2)2/3 = L,''2: (1-t3)2/3 

00 V ¿;, 1 
t 

Luego la función O) = C [-( -~/ transfornla al círculo da­
. 1-t3)23 
1 

do. en triángulo equilátero. 
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El problema de la representación conforme de triángulos 
y, en general, polígonos, m.ediante círculos fué resuelto por 

. Christoffel y especiahnente H. A. Schwarz basándose len el teo­
relna fundamental de Riemann, pues son recintos silnplmnente 
co(nexos. Dado un trián,gulo cualquiera ele vértices 0)1 0)2 0)3 Y 
án,gulos exterior·es A1)[, A2)[, A3)[ (Al + A2 + Ag = 2 ), y tres pun­
tos zl Z2 Zg de un círculo cualquiera, la función que transfonna 
éste ·en aquél es: 

Z 

O) = l-íJ. dz + k' siendo k ° y l-c' constantes. 
(Z-Zl )A1 (Z--Z2 )>"2 (Z--Zg )A3 

Zo 
t 

f dt 
Se ve que la función antes considerada: O) = k (1-tg)2/g 

1 
2 2. 

es un caso particular de aquélla, con A1=A2=Ag= 3" y tn =e3nm 

Aquélla, a su vez, es caso particular de la siguient.e, que trans­
fonna un círculo en un polígono convexo de s lados: 

-O) =.: kfz dz l-c'. 
(Z-Zl)A1 (Z-Z2)A2 ••• (z-zsY"-s 

zo 
Por ejemplo, si se eligen como puntos Zi' sobre una circunfer,en-
cia de radio 1 y centro en el origen, las 4 raíces de la unidad __ 

1 
y se tOIna Al ='A2 = Ag =A4 = 2' y aden1ás k = 1, k' = 0, re-

~ 

suIta: O) {V dz , que transforma el círculo en un cuadrado. 
o 1-z4 

¡z dz 
Para obtener cualquier polígono regular SIrve: O) - • 

~ (l-zn)i 
o 

Escuela de Ingeniería, San Juan. 


