
J
U

li
O

 F
i=

~ 
f 

,"
A

S
T

O
R

 
E

X
-

L
IB

R
IS

 

V
A

LO
R

 M
ED

IO
 D

E
L

 N
U

M
ER

O
 D

E
 R

EG
IO

N
ES

 E
N

 
Q

U
E 

U
N

 C
U

ER
PO

 D
E

L
 E

SP
A

C
IO

 E
S 

D
IV

ID
ID

O
 

PO
R

 n
 

PL
A

N
O

S 
A

R
B

IT
R

A
R

IO
S 

po
r 

L
. 

A
. 

SA
N

T
A

L
Ó

 

E
n 

un
a 

no
ta

 a
nt

er
io

r (
1)

 h
al

la
m

os
 e

l 
va

lo
r 

m
ed

io
 d

el
 n

ú-
m

er
o 

de
 

pa
rt

es
 e

n 
qu

e 
un

a 
fi

gu
ra

 c
on

ve
xa

 
de

l 
pl

an
o 

es 
di

vi
-

di
da

 p
or

 n
 

re
ct

as
 a

rb
itr

ar
ia

s.
 

Q
ue

re
m

os
 

ah
or

a 
ge

ne
ra

liz
ar

 e
st

e 
re

su
lta

do
 

al
 

ca
so

 
de

 
un

 
cu

er
po

 d
el

 e
sp

ac
io

 c
or

ta
dD

 p
or

 n
 p

la
no

s 
ar

bi
tr

ar
io

s.
 S

up
on

dr
le

m
os

 
qu

e 
el

 c
ue

rp
o 

te
ng

a 
la

 c
on

ex
ió

n 
de

 l
a 

es
fe

ra
, 

pe
ro

 s
in

 n
ec

es
id

ad
 

de
 q

ue
 

se
a 

co
nv

ex
o.

 

1.
 R

ec
or

de
m

os
 p

ri
m

er
o 

un
as

 f
ór

m
ul

as
 c

on
oc

id
as

. 
U

n 
pl

an
o 

E
 'q

ue
da

 d
et

er
m

in
ad

o 
en

 e
l 

es
pa

ci
o 

po
r 

su
 d

is
ta

nc
ia

 p
a
 u

n 
pu

nt
o 

fi
jo

 y
 p

or
 l

a 
di

re
cc

ió
n 

de
 s

u 
no

rm
al

; 
si

 p
or

 e
l i

ce
nt

ro
 d

e 
un

ia 
es

fe
ra

 d
e 

ra
di

o 
un

id
ad

 s
e 

tr
az

a 
un

 r
ad

io
 p

ar
al

el
o 

a 
di

ch
a 

di
re

c-
ci

ón
 n

or
m

al
, 

es
ta

 d
ir

ec
ci

ón
 p

ue
de

 q
ue

da
r 

de
fi

ni
da

 p
or

 e
l 

pu
nt

o 
n 

en
 q

ué
 d

ic
ho

 r
ad

io
 t

or
ta

 a
 l

a 
su

pe
rf

ic
ie

 d
e 

la
 :

es
fe

ra
. 

Si
en

do
 

dn
 e

l 
el

em
en

to
 d

e 
ár

ea
 d

e 
la

 e
sf

er
a 

de
 r

ad
io

 u
ni

da
d 

co
rr

es
po

n-
di

en
te

 a
l 

pu
nt

o 
n,

 p
ar

a 
m

ed
ir

 c
on

ju
nt

os
 d

e 
pl

an
os

 d
el

 e
sp

ac
io

 s
e 

to
m

a 
la

 i
nt

eg
ra

l, 
ex

te
nd

id
a 

al
 c

on
ju

nt
o,

 d
e 

la
 f

or
m

a 
di

fe
re

nc
ia

l 

d
E

=
d

p
d

Q
 

(1
) 

qu
e 

se
 l

la
m

a 
de

ns
id

ad
 

de
 

pl
an

os
 (2

). 
Se

a 
K

 e
l 

cu
er

po
 c

on
si

de
ra

do
. 

Ll
am

em
os

 'V
 a

 s
u 

vo
lu

m
en

 y
 

F
 

a 
su

 á
re

a.
 

N
ec

es
ita

m
os

 t
am

bi
én

 <
el 

in
va

ri
an

te
 M

, 
qu

e 
lla

m
a-

re
m

os
 i

nt
eg

ra
l 

de
 

la
 

cu
rv

at
ur

a 
m

ed
ia

 y
 c

uy
o 

si
gn

if
ic

ad
o 

en
 l

os
 

di
ve

rs
os

 c
as

os
 v

am
os

 a
 r

ec
or

da
r. 

Si
 l

a 
su

pe
rf

ic
ie

 q
ue

 l
im

ita
 J

( 

('
) 

V
al

or
 

m
ed

io
 

de
l 

nú
m

er
o 

de
 

pa
rt

es
 

en
 

qu
e 

un
a 

fi
gu

ra
 

co
nv

ex
a 

es
 

di
­

vi
di

da
 

po
r 

n 
re

ct
as

 
ar

bi
tr

ar
ia

s,
 

R
ev

is
ta

 d
e 

la
 U

ni
ón

 M
at

em
át

ic
a 

A
rg

en
ti

na
, 

vo
l. 

V
II

, 
19

40
-4

1.
 

(2
) 

V
er

, 
po

r 
ej

., 
R

. 
D

E
L

T
H

E
IL

, 
P

ro
ba

bi
li

té
s 

gé
om

ét
ri

qu
es

, 
G

au
th

ie
r-

V
ill

ar
s,

 
Pa

rí
s,

 1
92

6,
 p

ág
. 

92
, 

o 
ta

m
bi

én
 W

. 
B

L
A

S
C

H
K

E
, 

V
or

le
su

ng
en

 
üb

er
 I

nt
eg

ra
lg

eo
­

m
e t

ri
e,

 H
am

bu
rg

er
 M

at
he

m
at

is
eh

e 
Ei

nz
el

sc
hr

H
te

n,
 n

9 
20

 y
 2

2,
 1

93
6-

37
, 

pá
g.

 6
6.

 



-1
0

2
 --

,-

tie
ne

 c
ur

va
tu

ra
 co

nt
in

ua
, 

M
 s

e 
pu

ed
e 

de
fi

ni
r 

co
m

o 
la

 i
nt

eg
ra

l 
de

 
su

 c
ur

va
tu

ra
 m

ed
ia

: ','"
 

lf
' ,( 1

"
. 

L)
", 

M
' 

'--
--

', 
~
+
-
,
 -" ,

 do
, 

;
.
 

,2
" 

R
i 

R
2

" 

si
en

do
 R

v 
R

2 
lo

s 
ra

di
os

 p
ri

nc
ip

al
es

' d
e 

cu
rv

at
ur

a 
co

rr
,e

sp
on

di
en

-
te

s 
al

 e
le

m
en

to
 s

up
er

fi
ci

al
 d

d 
y 

en
te

nd
ie

nd
o 

la
 i

nt
eg

ra
ci

ón
 e

x-
te

nd
id

a 
a 

to
da

 l
a 

su
pe

rf
ic

ie
 d

e 
K

. 
Si

 K
 

es
 u

n 
po

lie
dr

o,
 l

la
m

a,
li-

do
 l

¡ 
'a

la
s 

lo
ng

itu
de

s 
de

 s
us

 a
ris

ta
s 

y 
ai

al
 ,á

ng
ul

o 
di

ed
ro

in
íe

rn
o 

co
rr

es
po

nd
ie

nt
e,

 'e
s 

(2
) 

ex
te

nd
id

a 
la

 s
um

at
or

ia
 a

 t
od

as
 l

as
 a

ri
st

as
 d

e 
K

 ,
( M

 ,
es

, 
en

 e
st

e 
ca

so
, 

la
 c

ur
va

tu
ra

 e
n 

la
s 

ar
is

ta
s 

o 
K

an
te

nk
rü

m
m

un
g,

 ,d
e 

St
ei

-
ne

r)
 (3

). 
Si

 K
 e

s 
un

 c
ue

rp
o 

co
nv

ex
o,

 M
 

es
 l

a 
m

ed
id

a 
'd

el
 c

on
--:-

ju
nt

o 
de

 p
la

no
s 

qu
e 

tie
ne

n 
al

gú
n 

pu
nt

o 
co

m
ún

 c
on

 é
l; 

si
 K

 s
o3 

1
t 

re
du

ce
 a

 u
na

 f
ig

lJ
,ra

 ,p
la

na
 c

on
ve

xa
 d

e 
pe

rí
m

et
ro

 u
, 

e
s
M

=
0

 u
, 

. 
~
 

, 

y 
po

r 
ex
te
n~
ió
n 

a 
lo

s 
cu

er
pq

s 
co

nv
ex

os
 d

el
 e

sp
ac

io
, 

C
a;

ta
n 

,p
ro

-
pu
so
Cl

~,
 l
la
ma
rp
er
~I
ll
et
ro
de
 l

a 
su

pe
rf

ic
ie

 q
ue

 l
im

it
a 

K
, a

l 
pr

o-
, 

2
,'

 
" 

,
-

, 
du

ct
o 

-,
-M

 (4
). 

E
n 

m
uc

ho
s 

ot
ro

s 
ca

so
s, 

.p
ar

a 
ha

lla
r 

M
; 

es
 

có
-

'lí
,' 

, 
" 

," 
, 

' 

m
od

o 
ha

lla
r 

el
 

va
lo

r 
M

 (8
) 

de
l 

m
is

m
o 

in
va

ri
an

te
 

co
rn

es
po

n-
di

en
te

 
al

 c
ue

rp
o 

pa
ra

le
lo

 
ex

te
ri

or
 

a 
di

st
an

ci
a 

8 
y 

de
te

rm
in

ar
 

el
 

lím
ite

 
de

 
M

 (E
) 

,p
:a

ra
 

8-
---

+0
. 

Su
po

nd
re

m
os

 
qu

e 
la

 
su

pe
i·;

,. 
fi

ci
e 

de
 K

 
es

 t
al

 q
ue

 a
lg

un
a 

de
 l

as
de

fi
ni

ci
on

es
an

te
ri

or
es

.p
ar

a 
M

 e
s 

ap
lic

ab
le

 y
,p

o
r 

ta
p.

to
, 

qu
e 

es
tá

n,
pe

rf
ec

ta
m

en
te

 d
et

er
m

in
a-

na
do

s 
lo

s 
in

va
ri

an
te

s 
V

, F
, M

. 
Se

a 
un

 p
la

no
 a

rb
itr

ar
io

 E
 d

el
 e

sp
ac

ió
. 

S
ea

 f
 e

l á
re

a 
de

 l
a 

se
cc

ió
n 

de
 E

{ 
co

n.
 K

, 
,u

 l
a 

lo
ng

itu
d 

de
 l

a 
se

cc
ió

n 
de

 E
, c

on
 l

a 
su

pe
rf

ic
ie

 d
e 

K
 

y 
v 

,el
 

nú
m

er
o 

de
 

co
nt

or
no

s 
ce

rr
ad

os
 d

e 
qu

e 
se

 c
om

po
ne

 l
a 

m
is

m
a 

in
te

rs
ec

ci
6n

 d
e 

E
 

co
n 

la
 s

up
er

fi
ci

e 
de

 K
. 

("
) 

B
L

A
S

C
R

K
E

, 
lo

e.
 

ci
t.

, 
pá

g.
 9

4.
 

('
) 

V
er

 D
E

L
T

E
H

IL
, 

lo
e,

 
ci

t.
, 

pá
g .

 .!
M

, 
o 

bi
en

 C
A

R
T

A
N

,L
e 

pr
in

ci
pe

 d
e 

du
al

it
é 

'e
t 

ce
rt

ai
ne

s 
in

te
gr

al
es

 
m

ul
ti

pl
es

 
de

 
l'

és
pa

ce
 

ta
ge

nt
ie

l 
et

 
de

 
l'

és
pa

ce
 

ré
gl

é,
 

B
ul

le
ti

n 
de

 l
a 

So
ci

et
é 

M
a
t
h
é
m
a
t
~
q
u
e
 

de
 

Fr
an

ce
" 

to
m

o 
24

, 
18

96
, 

pá
g.

 1
76

. 



.. ;-" 
...

.. 

. /
 

-1
0

3
-

-. 
Te

ni
en

do
 d

E
 

el
 v

al
or

 (
1)

 '
y 

,es
ta

nd
o 

la
s 

in
t~

gr
li

ci
oÍ

l:
es

ex
te

nd
i-

da
s 

a-
to

do
s 

'lO
g '

. p
la

ho
s q

ue
 é

or
ta

n 
a 

K;
 s

on
 'v

ál
id

as
' la

s' 
fó

rm
U

l'M
 

sig
ui

en
te

g 
(5

) 
.'

 .
 

i 

>
 
~ 

• 
'
.
"
 

: 

jf
d

E
 

'2
n

V
, 

j u
d

E
--

;2 F
, 

. 
~
.
 

, 

'. A
de

m
ás

, .
 fi

ja
da

 e
n 

de
sp

ac
io

 u
na

cu
rv

3.
 d

e 
ló

ng
it{

id
 L

 j
 

sie
nd

o' 
n-

et
 n

úm
er

o"
 d

e 
pu

nt
os

 e
n 

qu
e 

es
 c

or
ta

da
 p

or
 e

l '
pl

an
oS

' 
en

 c
ad

a 
po

si
ci

ón
 v

ar
ia

bl
e 

de
l 

m
is

m
o,

 s
e 

ve
rif

ic
a 

ta
m

bi
én

 ' 

jn
dE

 
nL

 
.(4

) 

. e
xt

en
di

da
 'l

a 
i~

te
gr

ac
ió

na
 t

od
oa

 l
os

 p
la
~o
s 

de
l 

es
pa

ci
o.

 
2.

 P
as

e;m
os

 a
ho

ra
 a

l 
pr

ob
le

m
,a

 e
nu

nc
ia

do
. 

Se
an

 B
ú

 E
2,

 E
a,

 
..

. ,
 E

n'
 n

 
pl

an
os

 q
ue

 c
or

ta
n 

a 
K

. 
Ll

am
an

do
 R

 
al

 n
úm

er
o 

de
 r

a-
gi

on
es

 e
n 

qu
e 

K
 q

ue
da

di
~i

di
d-

op
or

 e
st

os
 n

-p
la

no
s,

el
·v

al
or

 m
e-

,d
io

 b
us

ca
do

 e
s"

po
r 

de
fin

ic
ió

n,
 

R
 

. j 
R

dE
. 1

 d
E

2
d

E
a

."
 • d

E
n 

¡-
d

E
1 

dE
2 

d
E

3 
••

• 
dE

n 
(5

) 

te
ni

en
do

 d
E

h 
lo

s 
va

lo
re

sc
or

r,
e~

po
nd

ie
nt

e~
, 

de
 l

a 
fo

rm
a 

(1
) 

Y
 e

s-
ta

nd
o 

la
s 

in
te

gr
ac

io
ne

s 
'ex

te
nd

id
as

 a
 t

od
os

 'l
os

 p
la

no
s 

qu
e, 

co
rta

n 
a 

K
. 

_ 
La

 i
nt

eg
ra

l 
de

l d
en

oi
ni

na
d~

r 
sé

 c
al

cu
la

 i
nm

ed
ia

ta
m

en
te

. 
Se

a 
M

 o' 
la

 i
nl

eg
ra

l 
dé

 l
a 

cu
rv

at
ur

a 
m

ed
ia

 d
el

 c
ue

rp
o 

co
nv

ex
o 

m'
í-

iti
m

o 
qt

re
co

nt
ie

ne
 a

 K
,. 

cu
ya

 ~
up

er
fí

ci
e 

es
 l

a 
lla

m
ad

a 
en

v.
ol

tu
l"

a 
co

nV
ex

d 
m

ín
im

a 
de

 K
. 

C
om

o 
la

 i
nt

eg
ra

l d
e 

\d
E

h 
es

 i
gu

al
 a

 l
a 

m
ed

id
a 

de
 

lo
s' 

pl
an

os
 :

qu
e 

co
rt

an
 a

 K
y

 p
or

' 
ta

nt
o 

ig
ua

l 
a 

la
 

m
ed

id
a 

de
 

lo
s 

pl
an

os
 q

ue
 -

co
rt

ab
a 

su
 _. '

en
vo

ltu
ra

 
co

nv
ex

a 
m

í-:
 

ni
m

a,
 .

s~
 

ti
en

e.
 

(6
) 

Si
 K

.e
s 

co
nv

ex
o,

 e
s 

M
o

=
M

 . 

("
)' 

V
ér

 B
L

A
SC

H
lr

E
i 

loe
, -

ci
t.,

 
pá

gs
. 

70
-7

3-
74

-1
00

, 
o 

ta
m

bi
én

 D
E

L
T

H
E

IL
, 

.lo
o •

 
. c

U
., 

pá
gs

. 
93

-9
4.

 

..
 '-



-
1

0
4

-

La
s 

po
sIc

IO
ne

s 
de

 l
os

 p
la

no
s 

en
 l

as
 c

ua
le

s 
ha

ya
 m

ás
 d

e 
3 

pa
sa

nd
o 

po
r 

un
 m

is
m

o 
pu

nt
o,

 o
 m

ás
 d

e 
2 

pa
sa

nd
o 

po
r 

un
a 

m
is

-
m

a 
re

ct
a,

 s
on

 p
os

ic
io

ne
s 

ex
ce

pc
io

na
le

s,
 d

e 
m

ed
id

a 
nu

la
 y

, 
po

r 
ta

nt
o,

 s
e 

pu
ed

e 
de

ja
r 

de
 t

en
er

la
s 

en
 c

ue
nt

a 
pa

ra
 e

l 
cá

lc
ul

o 
de

 l
a 

in
te

gr
al

 d
el

 n
um

er
ad

or
 d

e 
(5

).
 

Se
a,

 p
ue

s,
 u

na
 p

os
ic

ió
n 

de
 E

l>
 E

2
, 
E

3
, 
•
•
•
 E

n 
en

 l
a 

cu
al

 n
o 

pa
sa

n 
m

ás
 d

e 
3 

po
r 

un
 m

is
m

o 
pu

nt
o,

 n
i 

m
ás

 d
e 

2 
po

r 
un

a 
m

is
m

a 
re

ct
a.

 
Se

a 
R

 e
l 

nú
m

er
o 

de
 r

eg
io

ne
s 

en
 q

ue
 l

os
 n

 
pl

an
os

, 
pa

~a
 

es
ta

 p
os

ic
ió

n 
pa

rt
ic

ul
ar

, 
di

vi
de

n 
a 

K
. 

C
ad

a 
un

a 
de

 
es

ta
s 

re
-

gi
on

es
 s

er
á 

un
 c

ue
rp

o 
de

 l
a 

co
ne

xi
ón

 d
e 

la
 e

sf
er

a.
 L

os
 p

un
to

s 
de

 i
nt

er
se

cc
ió

n 
in

t,e
rio

re
s 

a 
K

 
de

 3
 p

la
no

s 
E

h
o

 d
e 

do
s 

pl
an

os
 

y 
de

 l
a 

su
pe

rf
ic

ie
 d

e 
K

, 
se

rá
n 

lo
s 

vé
rt

ic
es

 V
 d

e 
la

 u
es

cp
m

pq
si

-
ci

ón
 d

e 
K

 e
n 

re
gi

on
es

; 
lo

s 
se

gm
en

to
s 

de
 r

ec
ta

 d
e 

in
te

rs
ec

ci
ón

 d
e 

do
s 

Eh
 o

 l
os

 a
rc

os
 d

e 
in

te
rs

ec
ci

ón
 d

e 
un

 E
h 

co
n 

la
 s

up
er

fi
ci

e 
de

 
K

, 
qu

e 
un

en
 d

os
 

vé
rti

ce
s,

 
se

rá
n 

la
s 

ar
is

ta
s 

A
 

y 
la

s 
pa

rt
es

 d
e 

pl
an

os
 E

h 
o 

de
 s

up
er

fi
ci

e 
de

 K
 l

im
ita

da
s 

po
r 

la
s 

ar
is

ta
s,

 s
er

án
 l

as
 

oa
na

s 
C

 d
e 

di
ch

a 
de

sc
om

po
si

ci
ón

 d
e 

K
 e

n 
re

gi
on

es
 p

or
 l

os
 p

la
-

no
s 

EJ
¡,- Se
 s

ab
e 

en
to

nc
es

 q
ue

 f
or

m
an

do
 J

as
 r

eg
io

ne
s 

R
 u

na
 v

ar
ie

da
d 

ab
ie

rt
a 

de
 3

 d
im

en
si

on
es

, 
va

le
 l

a 
fó

rm
ul

a 
ge

ne
ra

liz
ad

a 
de

 E
u-

le
r (

6)
 

V
-A

+
C

-R
=

l 
de

 d
on

de
 

R
=

V
-.

4
+

C
-1

. 
(7

) 

Pa
ra

 a
pl

ic
ar

 e
st

a 
fó

rm
ul

a 
ha

y 
qu

e 
pr

oc
ur

ar
 q

ue
 t

od
as

 l
as

 
ca

ra
s 

C
 s

ea
n 

eq
ui

va
le

nt
es

 "t
op

ol
óg

ic
am

er
ite

 a
 u

n 
cí

rc
ul

o.
 N

o 
ha

y 
du

da
 q

ue
 a

sí
 s

er
á 

si
em

pr
e 

pa
ra

 l
as

 c
ar

as
 i

nt
er

io
re

s 
a 

K
, 

po
r 

pr
o-

(6
) 

V
er

, 
po

r 
ej

., 
o. 

VE
BL

EN
, 

A
n

a
ly

si
s 

S
it

u
s,

 C
ol

lo
qu

iu
m

 P
úb

li
ca

ti
on

s 
of

 t
he

 
A

m
er

ic
an

 M
at

he
m

at
ic

al
 S

oc
ie

ty
, 

vo
l. 

V
, 

pa
rt

e 
rr,

 2
" 

ed
ic

ió
n,

 1
93

1,
 p

ág
. 

82
. 

Ta
m

-
bi

én
 P

. 
AL

Ex
AN

DR
IO

FF
 -

H
. 

H
O

PF
, 

T
op

ol
og

ie
, 

to
m

o 
I,

 S
pr

in
ge

r,
 B

er
lín

, 
19

25
, 

pá
g.

 
-2

50
. 

E
n 

es
to

s 
lu

ga
re

s 
se

 e
nc

ue
nt

ra
 ú

ni
ca

m
en

te
 l

a 
fó

rm
uÍ

a 
pa

ra
 v

ar
ie

da
de

s 
tr

id
i-

m
en

si
on

al
es

 c
er

ra
da

s,
 e

n 
cu

yo
 

ca
so

 
es

 
V

 -
A

 +
 0

-
R

 =
 O

. 
E

n 
el

 c
as

o 
qu

e 
ne

ce
si

ta
m

os
, 

si
en

do
 l

a 
su

pe
rf

ic
ie

 q
ue

 l
im

it
a 

a 
K

 
de

 l
a 

co
ne

xi
ón

 d
e 

la
 e

sf
er

a,
 

pa
ra

 c
on

ve
rt

ir
 l

a,
 v

ar
ie

da
d 

ab
ie

rt
a 

en
 c

er
ra

da
 b

as
ta

rí
a 

'a
ña

di
r 

un
a 

re
gi

ón
 q

ue
 

tu
vi

es
e 

la
 m

is
m

a 
su

pe
rf

ic
ie

 p
or

 c
on

to
rn

o.
 C

on
 e

llo
 n

o 
se

 m
od

if
ic

an
 V

, 
A

, 
O

 Y
 

_ ú
ni

ca
m

en
te

 R
 

au
m

en
ta

 
en

 u
na

 
un

id
ad

; 
ap

lic
an

do
 

en
to

nc
es

 
la

 f
ór

m
ul

a 
pa

ra
 

va
ri

ed
ad

es
 c

er
ra

da
s 

se
 o

bt
ie

ne
 i

nm
ed

ia
ta

m
en

te
 l

a 
co

rr
es

po
nd

ie
nt

e 
a 

va
ri

ed
ad

es
 

ab
ie

rt
as

 q
ue

 n
os

ot
ro

s 
n
e
c
e
s
i
t
a
m
o
~
.
 

j 



-1
0

5
-

ce
de

r 
de

 l
a 

in
te

rs
ec

ci
ón

 d
e 

pl
an

os
 E

h'
 

E
n 

ca
m

bi
o 

la
s 

ca
ra

s 
fo

r-
m

ad
as

 s
ob

re
 l

a 
su

pe
rf

ic
ie

 d
e 

K
 

po
dr

ía
n 

no
 s

er
lo

; 
en

to
nc

es
 a

ña
-

di
m

os
 s

ob
re

 l
a 

su
pe

rf
ic

ie
· d

e 
K

 
un

 n
úm

er
o 

co
nv

en
ie

nt
e 

de
 v

ér
­

ti
ce

s 
au

xi
li

ar
es

 V
a 

Y
 a

ri
st

as
 

au
xi

li
ar

es
 

Aa
 p

ar
a 

de
sc

om
po

ne
r 

la
s 

ca
ra

s 
q
u
~
 

no
 t

uv
ie

ra
n 

la
 c

on
ex

ió
n 

de
l 

CÍ
rc

ul
o 

en
 o

tr
as

 q
ue

 l
a 

te
ng

an
. 

Es
to

 s
e 

pu
ed

e 
ha

ce
r 

si
em

pr
e;

 b
as

ta
rá

 t
om

ar
 p

un
to

s 
in

te
-

ri
or

es
 a

 l
as

 c
ar

as
 q

ue
 s

e 
de

ba
n 

de
sc

om
po

ne
r 

y 
un

ir
lo

s 
co

nv
en

ie
n-

te
m

en
te

 c
on

 p
un

to
s 

de
 l

as
 

ar
is

ta
s 

si
tu

ad
as

 s
ob

re
 l

a 
su

pe
rf

ic
ie

; 
de

 e
st

a 
m

an
er

a 
al

gu
na

s 
ar

is
ta

s 
qu

ed
an

 d
es

co
m

pu
es

ta
s 

en
 d

os
, 

de
 

. l
as

 c
ua

le
s 

so
la

m
en

te
 c

on
si

de
ra

re
m

os
 u

na
 c

om
o 

ar
is

ta
 a

ux
il

ia
r:

 
Lo

s 
vé

rti
ce

s 
V

 s
e 

,c
la

si
fi

ca
n 

de
 ,

es
ta

 m
an

er
a 

en
 t

re
s 

cl
as

es
: k

lo
s 

V
i 

in
te

ri
or

es
 a

 K
, 

lo
s 

V
s 

si
tu

ad
os

 s
ob

re
 l

a 
su

pe
rf

ic
ie

 y
 

pr
o-

oe
de

nt
es

 d
e 

la
 i

nt
er

se
cc

ió
n 

de
 l

a 
su

pe
rf

ic
ie

 d
e 

K
 

co
n 

la
 r

ec
ta

 d
e 

in
te

rs
ec

ci
ón

 d
e 

do
s 

pl
an

os
 E

h
y
 l

os
 v

ér
tic

es
 

au
xi

lia
re

s 
Va

. 
11

1-
di

ca
ri\

do
 c

on
 l

as
 m

is
m

as
 l

et
ra

s 
el

 n
úm

er
o 

de
 e

llo
s 

de
 c

ad
a 

cl
as

e,
 •

 
se

rá
 

(8
) 

La
s 

ar
is

ta
s 

A
 p

ue
de

n 
ta

m
bi

én
 s

er
 d

e 
tr

es
 c

la
se

s:
 l

as
 i

nt
er

io
re

s 
A

i,
 
la

s 
co

nt
en

id
as

 e
n 

la
 s

up
er

fi
ci

e 
de

 K
 

pr
oc

ed
en

te
s 

de
 l

as
 i

nt
er

-
. se

cc
io

ne
s 

de
 e

st
a 

su
pe

rf
ic

ie
 c

on
 l

os
 p

la
no

s 
E

h,
 

qu
e 

lla
m

ar
em

os
 

As
, 

Y
 la

s 
au

xi
lia

re
s 

Aa
. 

O
bs

er
ve

m
os

 q
ue

. p
or

 c
ad

a 
vé

rti
ce

 i
nt

er
io

r 
pa

sa
n 

6 
ar

is
ta

s 
in

te
ri

or
es

 y
 p

or
 c

ad
a 

vé
rti

ce
 d

e 
la

 s
up

er
fi

ci
e,

 n
o 

au
xi

lia
r,

 p
as

a 
un

a 
so

la
 a

ri
st

a 
in

te
ri

or
; 

co
m

o·
 de

 e
st

a 
m

an
er

a 
ca

da
 

ar
is

ta
 q

ue
da

 c
on

ta
da

· d
os

 v
ec

es
; 

se
rá

 

, (
9)

 

La
s, 

ca
ra

s 
e 

pu
ed

en
 s

er
 t

am
bi

én
 i

nt
er

io
re

s 
C

i 
o 

bi
en

 ,s
itu

ad
as

 
so

br
e 

la
 s

up
er

fi
ci

e,
 l

as
 c

ua
le

s 
in

di
ca

re
m

os
 c

on
 C

s' 
Pa

ra
 c

al
cu

la
r 

el
 n

úm
er

o 
de

 c
ar

as
 i

nt
er

io
re

s,
 (

:o
ns

id
er

em
os

 u
n 

pl
án

o 
de

te
rm

in
ad

o 
E

h
' 

Se
a 

V
h 

el
 n

úm
er

o 
de

 c
on

to
rn

os
 c

er
ra

do
s 

de
 q

ue
 s

e 
co

m
po

ne
 

la
 i

nt
er

se
cc

ió
n 

d
eK

 c
on

 E
h

; 
vh

i'
 v

h
s 

Y
 V

ha
 

lo
s 

nú
m

er
os

 d
e 

vé
r-

tic
es

 
re

sp
ec

tiv
am

er
íte

 
in

te
rn

os
, 

de
 

su
pe

rf
ic

ie
 

y 
au

xi
lia

re
s 

co
n-

te
ni

do
s 

en
 e

st
a 

se
cc

ió
n 

y 
a

h
i,

 
a

h
s'

 
a

h
a

 l
os

 n
úm

er
os

 a
ná

lo
go

s 
pa

ra
 

la
s 

ar
is

ta
s;

 
se

a,
 a

de
m

ás
, 

e
h

 
el

 n
úm

er
o 

de
 c

ar
as

 c
on

te
ni

da
s 

en
 l

a 
m

is
m

a 
se

cc
ió

n 
de

 E
h 

co
n 

K
. 

Po
r 

el
 m

is
m

o 
te

or
em

a 
de

 E
ul

er
 



-
1

0
6

-

ci
ta

do
" 

ap
li

ca
do

, a
ho

ra
 

a 
la

 
se

cc
ió

n 
pl

an
a 

de
 

Eh
 

co
n 

K
, 

se
 

tie
ne

 (7
)" 

(1
0)

 

Po
r 

tr
at

ar
se

 d
e 

pu
nt

os
 s

ob
re

 c
on

to
rn

os
 c

er
ra

do
s 

y 
Il

o~
ar

c(
)s

 
qu

e 
el

lo
s 

di
vi

de
n,

 e
s 

V
hs

 +
 Vha

 =
a

h
s 
+ a

h
a

.P
o

r
 

ta
nt

o 
la

· f
ór

m
ul

a 
an

te
ri

or
 q

tIe
da

 

. (
11

) 

Su
m

an
do

 t
od

as
 l

as
 i

gu
al

da
de

s 
an

ál
og

as
 ,a

 é
st

a 
pa

ra
 l

os
 d

is
-

tin
to

s 
pl

an
os

 h
 =

,1
, 2

, 3
, .

 ~,
., 

n,
 s

e 
tie

ne
: 

ca
da

 v
ér

tic
e 

in
te

rn
o.

 V
i, 

po
r 

pe
rt

en
eo

er
a 

3 
pl

an
os

, 
ha

br
á 

ve
ni

do
 c

on
ta

do
 3

 v
ec

es
 y

,. c
ad

a 
ar

is
ta

 A
i 

po
r 

pe
rt

en
ec

er
 1

1 
do

s 
pl

an
os

 h
ab

rá
 v

en
id

o 
c~

~t
~d

a 
2 

ve
ce

s, 
po

r 
ta

nt
q 

n 

3V
i
-2

A
¡+

 C
¡
=

fV
h

' 
(1

2)
 

E
n 

cu
an

to
 a

 l
as

 c
ar

as
 C

s 
de

 l
a 

su
pe

rf
ic

ie
, 

po
r 

el
 t

eo
re

m
a 

de
 

E
ul

er
 s

ob
re

 l
as

 s
up

er
fi

ci
es

 d
e 

la
 c

on
ex

ió
n 

de
 l

a 
es

fe
ra

, 
es

 '
 

(1
3)

 

D
e 

es
ta

s 
ig

ua
ld

ad
es

 (
8)

, 
(9

),
 (

12
), 

(1
3)

 Y
 d

e 
(7

),
 'O

se
a,

 

se
 

de
du

ce
 

n 

(1
4)

 

3.
 P

od
em

os
 p

as
ar

 a
ho

ra
 a

 c
al

cu
la

r 
la

 i
nt

eg
ra

l 
de

l 
nu

m
er

a-
do

r 
de

-(
5)

, 
y 

co
n 

el
lo

 e
l 

va
lo

r 
m

ed
io

 b
us

ca
do

. 
Ll

am
an

do
 N

hi
k 

a 
un

a 
fu

nc
ió

n 
qu

e 
to

m
a 

el
 v

al
or

 1
 s

i 
lo

s 
pl

an
os

 E
h'

 E
 i, 

E
 k 

se
 c

or
-

ta
n~

en
 e

l 
in

te
ri

or
 d

e 
K

 y
 e

l 
va

lo
rO

 e
n 

ca
so

 c
on

tr
ar

io
 y

)la
m

an
,d

[o
 

LJ
ii 

a 
la

 l
on

gi
tu

d 
de

 l
a 

pa
rt

e 
de

 r
ec

ta
 d

e 
in

te
rs

ec
ci

ón
 d

e 
Eh

, E
 i 

qu
e 

es
 i

nt
er

io
r 

a 
K

 y
 F

h
 a

l 
ár

ea
 d

e 
la

 s
ec

ci
ón

 d
e 

Eh
 

co
n 

K
, 

(1
) 

V
E

B
L

E
N

" 
lo

e.
 

ci
t.,

 p
ág

. ,
54

.· 



'.
 

-1
0

7
-

se
gú

n 
(3

) 
y'

 (4
) 

Y
 c

on
 

el
 s

ig
ni

fic
ad

o 
de

 
M

 o 
ex

pl
ic

ad
o 

pa
ra

 
ob

te
ne

r 
(6

), 
es

 

j
V
id

E
l 
dE

2·
··

 d
En

 =
 
(
;
 )

 Mo
n-3

fN~
jkd

Ehd
Eid

Elc
 

, 
'
.
 ' 
, 

' 
,'~

 i
 

, 

=
 
(
;
)
 Mo

~-3
n f

Lh
id
~h
 dE

i=
,(

;)
 M

" o
n-

3
n 
~J

 Jlh 
dE

h 

=
 (

n)
 M

 n
-3

 n
4 
V

. 
. 

3
'
 o

 
, 

.'
 

.
,
1

.
 

'. (
15

) 

D
e 

aq
uí

: 
!l

ad
os

 n
 p

la
no

s'
 a

rb
it

ra
ri

os
' q

ue
 "

co
rt

an
 a

 u
n 

cu
er

po
 

K
 

eq
ui

va
le

nt
et

op
ol

óg
ic

am
en

te
 a

 u
na

 e
sf

!e
ra

,e
z'

 v
al

ór
 m

ed
io

 d
el

 
nú

m
er

o 
de

 
pu

nt
os

 d
e 

in
te

rs
ec

ci
ón

 d
e 

tr
es

 
pl

an
os

, 
qu

e 
so

n 
in

te
-

na
re

s 
a 

K
, 

es
 

\ 

('-
6)

 

si
en

do
 V

 e
l v

ol
um

en
 d

e 
K

 y
 M

 o
 la

 i
nt

eg
ra

l' d
e 

la
 c

ur
va

tu
ra

 m
ed

ia
 

de
 "

SU
' 

en
vo

ltu
ra

 . c
or

iv
ex

am
ín

im
a.

 S
i 

K
' l

es
' u

n 
cu

er
po

 ·'
.co

nv
ex

o 
es

 
M

o=
M

. 
"
.
 

". 
4.

 A
ná

lo
ga

m
en

te
, 

se
a 

N
hk

un
a 

fu
nc

ió
n 

qu
e 

to
m

a 
el

 v
al

or
 O

 
si

 l
a 

re
ct

a 
de

 Í
nt

er
s:e

cc
ió

n 
de

 l
os

 p
la

no
s 

E
h;

E
k'

 n
o 

'c
or

ta
 a

 !
( 

y 
es

 i
gu

al
 a

l 
nú

m
er

o 
de

 p
un

to
s 

de
 i

nt
er

se
cc

ió
n 

de
' e

st
a;

re
ct

a 
co

n 
la

 
su

pe
rf

ic
ie

 d
e 

K
 

en
 c

as
o 

co
nt

ra
ri

o;
 s

ea
, 

ae
dm

ás
, 

Lh
 l

a 
lo

ng
itu

d 
d~
' 

lií
se

cc
ió

n 
de

l 
pl

an
o 
E~
 c

on
 K

. 
Se

 "
tie

Jie
 

' 
" 

. 
, 

jV
sd

E
1 

dE
2 .

..
 d

E
w

 
(;

)M
o

n
-2

 jN
hk

dE
Ji

¡d
E

k 

, .
 (n

). 
M

on
-2

nJ
L

hd
E

h;
 

en 
)'M

on
-2

 n
3 , F

. 
(1

7)
 

. 
2 

. 
'.

 
.
'
.
 ·

2
· 

2 

D
e 

aq
uí

: 
D

ad
os

 n
 p

la
no

s 
qu

e 
co

rt
an

 a
 u

n 
cu

er
po

 K
 e

qu
iv

a.
:. 

le
nt

e 
to

pó
ló

gi
ca

m
en

te
 

a 
un

a 
es

fe
ra

, 
el

 v
al

or
 

m
ed

io
 d

el
 '

nú
m

el
'ó

 

• 



-1
0

8
-

de
 p

un
to

s 
en

 q
ue

 s
us

 r
le

ct
as

 d
e 

in
te

rs
ec

ci
ón

 c
or

ta
n 

a 
la

 s
up

er
fi

ci
e 

de
 K

 e
s 

(1
8)

 

5.
 

A
pl

ic
an

do
 l

a 
te

rc
er

a.
 ig

ua
ld

ad
 d

e 
(3

) 
se

 
tie

ne
 t

am
bi

én
 

(1
9)

 

Co
n 

es
ta

 i
gu

al
da

d 
y 

la
s 

(1
7)

, 
(1

5)
 Y

 (
14

) 
se

 t
ie

ne
 e

l 
va

lo
r 

m
ed

io
 b

us
ca

do
 

(2
0)

 

Lu
eg

o:
 D

ad
os

 n
 

pl
an

os
 a

rb
it

ra
ri

os
 q

ue
 c

or
ta

n 
a 

un
 c

ue
rp

o 
K

 
eq

ui
va

le
nt

e 
to

po
ló

gi
ca

m
en

te
 a

 
un

a 
.e

sf
er

a,
 e

l 
va

lo
r 

m
ed

io
 

de
l 

nú
m

er
o 

de
 r

eg
io

Tl
<e

s 
en

 q
ue

 K
 e

s 
di

vi
di

do
 

po
r 

lo
s 

n 
pl

an
os

 e
st

á 
da

do
 

po
r 

(2
0)

. 
V

 e
s 

el
 v

ol
um

en
, 

F
 

el
 á

re
a 

y 
M

 l
a 

in
te

gr
al

 d
e 

la
 c

ur
va

tu
ra

 m
ed

ia
 d

e 
K

. 
M

o 
es

 l
a 

in
te

gr
al

 d
e 

la
 c

ur
va

tu
ra

 m
ed

ia
 

de
 

la
 

en
vo

ltu
ra

 
co

nv
ex

a 
m

ín
im

a 
de

 
K

 
y,

 
po

r 
ta

nt
o,

 
si

 
K

e
s 

co
nv

ex
o 

es
 

M
 =

 M
 o. 

Si
 K

 
de

ge
ne

ra
.e

n 
un

a 
fi

gu
ra

 p
la

na
 d

e 
ár

ea
 f,

 l
im

ita
da

 p
or

 
un

a 
cu

rv
a 

si
m

pl
e 

de
 l

on
gi

tu
d 

u,
 e

s 1t
 

V
 =

0
, 

F
=

2
/,

 
M

=
"2

 u
, 

1t
 

M
O
=

2
uó

 

lla
m

an
do

 U
o 

a 
la

 l
on

gi
tu

d 
de

 l
a 

en
vo

ltu
ra

 c
on

ve
xa

 m
ín

im
a 

de
 

la
 c

ur
va

 p
la

na
 K

. 
Po

r 
ta

nt
o 

-
(n

)2
1t

1 
u 

R
=

 
-'

 -+
n

-+
1

, 
,2

 
U

02
 

U
o

, 

fó
rm

ul
a 

m
ás

 g
en

er
al

 q
ue

 l
a 

ob
te

ni
da

 e
n 

el
 t

ra
ba

jo
 c

ita
do

 (1
), 

y 
qu

e 
co

in
ci

de
 c

on
 e

lla
 c

ua
nd

o 
!(

 e
s 

un
a 

fi
gu

ra
 p

la
na

 c
on

ve
xa

. 

IN
ST

IT
U

T
O

 
D

E
 

M
A

T
E

M
Á

T
IC

A
S 

D
E 

L
A

 
FA

C
U

LT
A

D
 

D
E 

C
IE

N
C

IÁ
S 

M
A

TE
M

Á
TI

C
A

S 
D

E 
L

A
 

U
N

IV
E1

!.S
ID

A
D

 
N

. 
D

EL
 

LI
'O

O
RA

L 

R
os

ar
io

, 
se

pt
ie

m
br

e 
19

44
. 

l I 


