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SOBRE UN PROBLEMA DE JUAN BERNOULLI 
(Cuurta Parte) 

por,J. V. USPENSKY 

15. Queda que examinemos el caso de S par siendo todavía 
n par. Entonces Qnes necesariamente impar. Sea 

Entonces / para encontrar [( tenéiÍlos condiciones 

pára m=O, 1, 2, .... , S-1. Puesto rm=S-i c1elas con
gr.uencias 

resulta 

En caso 

mR=- ~ -i (modS) 
2 

lo que se verifica. cuando 

2i</-1, 

"{. ...... 

"~o 

'. , 

\ 
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la desigualda¡} 

r 
..E!. +mco> 1 
S = 

no está satisf'echa a menos que 

2i<xn -~ 

o bien 

Lue,go si p es el máximo entero tal que 

tendremos 

para i= 1, 2, . ~ ., p. Por otra 'parte, pues que 

tendremos 

para \ i = p +1, p + 2, .... Luego necesariamente [( = p. Busque
mos ahora el mínimo m tal que 

r ' 
..!!!:.+mco> 1 S = 

mientras i > p + 1. Sustituyendo 
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hallamos 

y para que m sea mínimo es p;l.'eciso tomar ,i =p + 1 y bus,car' 
el ;mínimo entero e tal que 

1 p+l ! 

c+->--. 
, 2 - Xn-¡,t 

, Si 

o bien 
2p Tf- 2 < al! - ¡'L 

tenemos c= O y en caSiO contrario e = 1. Ell efecto 

2p <al! -,- ¡,t;;:;;xl! - ¡,t 

2 < 2 (XI! - ¡,t) 
y por tanto 

2p +2 < 3(xl! - ¡,t). 

En lo sucesiv6 elisting,uimos elos casos': Qn:l--l par y QI!+1 

impro'. 
10. Sea Qntl par.. Entonces al! - ¡,t es p~r también. En caso 

¡,t :<: an - ¡,t ~lebe ser 2p < ¡,t, es elecir 

2p = ¡,t, 2e + 2 < an - ¡,t si ¡'L es par, 

2p=¡,t-l, 2p+2=¡,t+l<an -,-¡,t si ¡'L es Impar. 

,En ambos casos e = O Y 

ln=¡,t+2Q +~l«an-¡,t+2)Qn+S =Q' +Qn+1 
2 ' n: 2 l, ' 2 n 2 

m=¡,t+1Q +~< (an-¡,t+l) Qn+S ,.: Qn+Qn+l 
2, n2" 2 2 

R 
ele clonelé se concluye que - no es aproximación óptima. Sea , S 
ahora ¡,t > an - ¡,t. Entonces 
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2p=an -/-,-, 2p +2>an-/-,

y luego e = 1. Por consiguiente 

Vamos a ver que efectivamente este número es el punto de 
. . R 

dIvergencla para S. Con tal objeto busquemos· el mínimo m al 

cual .corresponde i < p y tal que 

El tal m será 

con h ·entero mÍn'imo que satisface la desiglial~ad 

28+2 
2h+1>2Qn+--' 

X n-/-,-

, La desigualdad 

~esuIta equivalente a 

(217. --11) 8? Qntl. 

Ya que 

2h+1>3Qn+ 2 

tenemos 

(217. -1) 8 >3Qn $> Qn+; 

lo que se quería demostrar. 

2°. Sea ahora Qntl impar y luego an -/-'- impar también. 
Suponiendo /-'-:< an - /-'- y' f1. impar tenemos \ 
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2p = ¡..t -1, 2p + 2 < an - ¡..t. 
I 

En ca~o ¡..t par y ¡..t +1:< an _/~ tenemos 2p , ¡..t, 2p + 2 < an - ¡..c.! 
/ 

En ambos casos e = O Y \ 

R ..", SIl Y por tanto no es SI aproxlmaclOn optlma. ea a lora ¡..t.+. =an-¡..t; 

ent'onces 2p + 2 -:- al! - ~l + 1 Y c = 1. Finalmente si ¡..t > ,a~ ....:... .~, 
tenemos 2p=an -¡..t-l, 2p+2=an -¡..t+1 y otra yez c=1. 
de modo que . 

en tanto que ¡..t + 1 >(ln -¡¡..t Y este número será ef,ectivamehte 

~l punto de divergen~ia correspondiente a ~ . Basta verificar la 

desigualdad • 
(2h -1) S> Qn+l - Qn 

donde hes el mínimo entero tal que 

y por tanto 2li + 1 >5. Luego 

~2h-1)S> 3S> Qn+l - Qn 

lo que es cierto. 
Una discusión en todo análoga se rdiere al caso de n 

impar Y' conduce a las mismas conclusiones, sólo que debemos 
tomar, atribuyendo ,el mismo significado' a p que antes 

l' 
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'[{ =- p para S impar 

l( = -:- P - 1 para S par . 

y en caso n=l, cuando Ql=l, Qo=O, ~up~ner 2¡..t>al' Ade
más en caso de x racional es preCiso deslarrollarle en fracción 
continua " con impar número de' elementos .. 

Si examinamos ,puntos de divergencia de todas las frac
ciones que pueden ser aproximaciones óptimas verificamos fá
cilmente que ellos crecen con crecientes denorrii,nadores y por 
tanto, en 'efecto, constituyan todas las aproximaci,ones óptimas 
posibles. LueKo el. problema, está resuelto y queda sólo que pre
sentemos la solución' en forma definitiva conveniente 'para apli'-

'cación inmediata. ' 
! . M . . 

16. - Siendo N una aproximación óptima presentaremos la 

cor~espondiente serie de Bernoulli b~jo la forma 

(
M vM) 

,LV: LV 

más conveniente para aplicación. En lo sucesivo daremos valores 
de M y N junto con reglas para encontrar v y el punto de di
vergencia L. 

Convergentes principales: M =Pn, N = Qn 

10. Qn par . 

. v== <; -Qn-l (mod Qn), n par 
\' 

v= Qn (mod Qn), In impar --o 2 

3 
L=9n-t1 + '29n si Qn+2=Qn±J + Qn' 

20 • ~ impar, Qn±J. llar. 

'-
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v = (_l)n~l Q;-l (mo~ Qn), Qn-l par 

v == (-l)n Qn-Qn--:l {mod Qn), Qn-l impar 
2 

v, . (-l)n-l Q;-l (mod Qn)., Qn...,-l par 

v == (+--1)n .Qn--:.Qn-l (mod Qn), Qn-l impar 
2 

L = Qn+Qn+.l _ 
2 . 

. . 
Convergentes intermedias: M =PPn +Pn-i> N = ¡.tQn + Qn-l' 

4°. Qn impar, Qn+1 par 

2¡.~ :> an excepto n = 1; entonces 2¡.t> al. 

...:. , Q ntl ( 1 S') l' v~-.- -~ moc " • par 
. ... 

v'=-~Qn- Qn;l (modS), n impar 

'" 

5°. Qn impar, Qn+l impar. 

2¡.t + 1 >an excep to 11 = 1; entonces 2¡.t > al 

v~-=.- Qn+1
2 

Qn (InodS), 1i par' 

v=- Qn+1+Qn (mocIS)', n impar .-- 2 .. 

I 
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L = On+Qntl + S. 
2 

Para el .caso b = O t~ll'emos reglas siguientes: siempre 
:M =Pn, P=Qn y 

1°. n impar 

2°. n par 

v=O 

L=Qn+QnH' 

v=Qn - Qn-l 

,L=Qn+Qn+1' 

Hay' que sustituir O por el primer término de la sucesión 
que resulta ele la serie 

17. - Ahora, para terminar, examinemos algunos ejemplos 
numéricos. 

Ejemplo 1. Se pide construir la tabla cl~ [m V5~ 1] para 

, m=l, 2, ... ,20. 
Terremos la fracción continua .. 

V5-1 1 
--=- 1 

Q 1 +- 1 
t.J 1 +_ 

1 + ... 

con sus convergentes 

,O 1 1 

11 2 
2 3 
3 '5 

5 8 
8 13 

2 3 5 8 13 21. 

,1 

/ 

\ 
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Números subrayados representan respectivos puntos de di
vergencia de los cuales 21 es el primero que sobrepasa 20. 
Según la regla del § 5 hallamos el período 

01 (012)2 

(5) . . de la serie ~,O . Ya que P6.-...:..5, Q6=8 tenemos v=8-5=3; 
8 . 

luego traspuestos 3 términos de izquierda a derecha logramo::; 
el grupo 

12012010 

con cuya repetición y sustituyendo O por 111 primera unidad 
obtenemos la deseada sucesión' de 20 términos 

01012010 120 120 101201 . . 

y la tabla se construye' del modo siguiente 
I 

m = ° 1 2 3 4 5 6 78 9 10 1112 13 14 15 16 17,18 19 20 
,0101101011011010110 1 

[m1"5;-1] =0,0,1,1,2,3,3,4,4,5, 6, 6, 7, 8,8, 9, 9, 10,11,11,12 

Ejemplo 2.; Se pide hallar el período mínimo de la sección 

1 ,. 'd 1 . (13 1) T (e 30 termmos e a serle ..1-

5 
,- . enemos 

. 6 2 

~ 13 = ~ 1 
56,. 4 +"3 +~ 1 

. 3+-
1 

I 

de donde deducimos el conjunto de aproximacidnes óptimas· 

:1: * * M. O 1 1 3 4 7 10 13 
N'=T - -

3 4 13 17 30 43 56 

L~3, 6, 15, 28, 45, 58, 71 

con sus puntos de divergencia; las convergentes intermedias lle-
van una estrellita encima. ,<. 
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El primer punto de divergencia que sobrepasa 30 es 41? 

y la aproximación óptima que corresponde a él es. .~. El p¡e-

ríodo de la serie 

y según la regla' 

4' 
(17,0) es 

041 (03 1)3 

v '":=- 28 = 6 (rilOel17) 

de 111odo que v = 6. Luego el períocÍo buscado eS' 021 (03 1)2 '04 1 O. 
Ejemplo 3. Se' pide construir la tabla de enteros próximos 

¡-
. {m t 2} para m= 1, 2, ... , 20. 

De la fracción continua 

,/- 1 
y 2-1="2 +~ 1 

2+-
~ + ... 

'se deduce 

'" M O 1 2 3 5 12 
N=T -

2 5 7 12 29 

L=2, 6, 11; 18, 35 

El período de la serie (1~'0) es 02 101021 (01)2 Y según 

la regla . 

v :=.: 6 - 5 = 1 (mod 2); v = l. 
Traspuesto O a la derecha logramos el grupo (O 1)2 02 1 (O 1)20 

de cuya repetición resultan .20 terminos deseados 

y la construcción' ele la tabla se acaba del modo siguiente 

m= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
, o 

1212112121211212 i 121 

~mf2} = 0,,1,3,4,6,7,8,10,11,1'3,14,16,17,18,20,21,23,24, 25,27, 28 


