SOBRE UN PROBLEMA DE JUAN BEI.{NOULYLI

(Cuarta Parte)

por.J. V. USPENSKY

i

15. Queda que examinemos el caso de S par siendo todavia
n par. Entonces Q, es necesariamente impar. Sea

N S
mR -+ Ezrm (mod S); 0<r,<8.
Entonces ' para encontrar K tenéfhos condiciones

RPN
g tm ].“ S S]

pzir‘a m=0, 1, 2,-..., S—1. Puesto r,=S—i de las con-
gruencias '

mR=_=——§2——i (mod S)

Q,R==—1 (modS)
resulta
.S
m=Q,i+ 5 (mod S). -
En caso
., S
'Qn. i+ E < S,
lo que se verifica.cuando

21

IA

Hs



- la desigualdad

%‘—l—mmgl '

no estd satisfecha a menos que
| i<z, —p
o bien
2i<La,—p.
Luego si p es el miximo entero tal que

Pp=p, 2p=a,—p
tendremos
. ' [ K _z} o
. | STS1=

para i=1, 2, ..., p. Por otra parte, pues que

(Qi—5)@—w) ;i ¢

( <___
. SQt ) 8
tendremos
O K i
s—gt]=0

~ : para'i=p+1, p+2, .... Luego necesariamente K =p. Blisque—
mos ahora el minimo m tal que

rm. y
—+mo=1

) ) S
mientras i=p+ 1. Sustituyendo

m= (c%%)S—l—Q,J
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hallamos

'y para que m sea minimo es ppeciso tomar i=p-+1 y buscar
el minimo entero ¢ tal que

ot 5zt
2 —p
Si
zp + 2 = Tp— W
o bien
2p T}‘ 2=a,— 1 \

tenemos ¢=0 y en caso contrario ¢c=1. En efecto
=ty —p=a,—p

2=<2(x, —
y por tanto
2P +2 = 3(.1‘,1 - H)'

En lo sucesivo distinguimos dos casos: Quys Par ¥ Qs
impar.

10, Sea Qpyy par. Entonces ¢, —p es par también. En caso
p<a,—p debe ser 20 < p, es dec1r

20=p, 2p+2=a,—p si pes par.
2p=p.>—1,v 2p+2=p+1=a,—p si p es impar.

En ambos casos ¢=0 y

ITL—— Qn L‘< (an P“}“zz Qn+S Qn 4<nft Qn-i-l
S Qn < (f‘n ”'{"21) QntS Qn+()Qn+1

R . *z 4 :
de dondé se concluye que g Do es aproximacion Optima. Sea

ahora p=a, — u. Entonces
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Zp=a,—W, 20+2>a,—p
y luego ¢=1. Por consiguiente

=Qn(an;f"+2) + S Qn Qn-H‘L S

Vamos a ver que efectivamente este nimero es el punto de
. R . \ )
divergencia para-—o . Con tal objeto busquemos-el minimo m al

cual corresponde i<p y tal que

%—}—mcogZ.

" El tal m seré
m=‘(h —l—-—l—) S+0, .
2
con h entero minimo que satisface la desigualdad

29—}—2
n_}"'

2h+1=2Q,+
* La deéigualdad
| 1
(h+2)S+Qn>Qn Qn+1 S

~resu‘lta equivalente a
o (2h—1) 83 Q.
Ya que
2h+1 £3Q:z+2
ténemos |
(2h—1)S$=80,8> Q1

lo que se queria demostrar.

Sea ahora Q,4 1mpa1 y luego a, — | 1mpar también,
Supomendo p<a,—py M impar tenemos !
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2o0=p—1,204+2<aq, —
En caso p par y p.+1<an——ﬁ tenemos 29 = Ay 2p—|—2<an e

En ambos casos ¢=0 y'

1
\

+ ‘S Qn+1

m=Qn(p+1)+ ~s

Yy por tanto no es — aproximacién éptima. Sea ahora p+1=a,—;

S .
entonces 20 +2=a,—p+1 y c=1. Finalmente si p=a, 7,
tenemos 20=a,—p—1, 20+2=q,—p+1 y otra vez c=1,
de modo que

_ a—p+1 3 _ Qnt+0nts

en tanto que p+1=a,—pn y este numero serd efectivamente

el punto de divergencia correspondiente a —-. Basta verificar la

S

(2h - 1) S> Qn+1 — Qn

donde h es el minimo entero tal que

desigualdad

28 +2
—w

En caso. Q,=3 tehemos 2h—|—1>7 En caso Qn_l pues-
que T,—p=p+149,3<<1 .

2h+

2542
Ly —

1.

l y por tanto 2h+1=5. Luego
(2h—1)S2 38> Qs — O,

lo que es cierto. :

Una discusién en todo andloga se refiere al caso de n
impar y' conduce a las mismas conclusiones, sélo que debemos
tomar, atribuyendo el mismo significado'a p que antes

’
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'"K=—p para S impar

g " g ‘ K=—p—1 para S par

y en caso n=1, cuando Qy=1, Qy==0, suponer 2u>a;. Ade-
méis en caso de x racional es preciso desarrollarle en fraccion
continua‘ con impar numero de’elementos.

Si examinamos .puntos de divergencia de todas las frac-
ciones que pueden ser aproximaciones Gptimas verificamos fa-~
. cilmente que ellos: crecen con crecientes denominadores y por
/ . tanto, en efecto, constituyan todas las aproximaciones 6ptimas
posibles. Luego el problema estd resuelto y queda sélo que pre--
sentemos la solucién en forma definitiva conveniente para apli-
‘cacién inmediata. - ’

b

| M
} 16. — Siendo 7 una aproximacién opt1ma presentaremos la
| * correspondiente serie de Bernoulli bajo la forma
ey

‘ \N N |

més conveniente para aplicacion. En lo sucesivo daremos valores
. de M y N junto con reglas para encontrar v y el punto de di-
l vergencia L.

Convergentes principales: M=P,, N=Q,

1o, Qn par.
o =% _ 0., (mod Q). n par
Q" (mod Q,), In 1mpar ' ,
’ ‘ | 1 1
L . ' ‘ L:Qn-(~1"|" E Qn S1 Qn—i—2> Qm_—i-;"l‘Qn o

3 . .
L=0Q,+ EQn si Qpta=0ngs -+ On

20. Q, impar, Qpy par.
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U1 (mod ), Qus par

Qn— Qn—

v=(—1)n"1 ===

"'\ . v=(—1)n~"—"= (mod Q,), Qn; impar

: 1
j L= Qn‘+ o Qn;\-,i-
(o 30, Q, impar, Q4 impary - Oniy > 0n+ 0,

V; (_ 1)11—1 —Q—'éj (mod Qn)-: Qn—l par

in

v=(+ 1)" (mod Q,), Qn—y impar.

L': Qn""Qrf-l-l -
2

Convergentes intermedias: M = p,Pn. +P, 4, N=pQ,+ 0,4

40, Q, impar, Q.4 par

1

|

! 4

P 4 2n=a, excepto n=1; enfonces 2n>aj
r

1

|

|

Qm—l

' V= — (mod S) n par

i )
vs—an——Q"% (mod 8), n- impar

| ! 1 ,
. ' : L:_Qn+ ';'Q[H‘lJl—S'

50. Q, impar, Q.4 impar.

|

I

l..: . .

{_ 2p+1=a, excepto n=1; entonces 2u>a; |
|

|

v.—:——%é:Q—n (modS), n par/

| - »v:-ﬂ_——oLleL (modS)', n impar

4 .
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‘ L= On+an+1 + S.

=

Para el .caso b=0 tenemos reglas siguiémas: siempre
‘M=P,, P=Q,y
1o, n impar
; v=0
L=0Q,+ Qn+1'

20. n par

v=0,—0n

'L=0Q;+ Qpu.

Hay que sustituir O por el primer término de la sucesién
que resulta de la serie

i

(.’_’n vP 1.

LA )

Qn QI'L

v 17.— Ahora, para terminar, examinemos algunos ejemplos
numéricos. - ' ‘

| Ejemplo 1. Se pide construir la tabla de {mﬁ;—lJ para

. lnd
.m=1, 2, ..., 20. .
Tenemos la fracciéon continua

Vo—1_ 1

) :T—}-l

1+

==

con sus convergentes




. Numeros subrayados representan respectivos puntos de di-
" vergencia de los cuales 21 es el primero que sobrepasa 20.
h Segtin la regla del § 5 hallamos el periodo

" )
e 01 (012)2

, 1 de la serie (%,0)- Ya que Pg=5, Q=8 tenemos v=8 — 5 =2;

i luego traspuestos 3 términos de izquierda a derecha logramos
1 el grupo

12012010

obtenemos la deseada sucesiéon de 20 términos

01012010120120101201

!
y la tabla se construye del modo siguiente

i m_0128456789101112 13 14 15 16 17 18 19 20
i 010110101101 10101101

o Ejemplo 2."Se pide hallar el periodo minimo de la seccién

. /13 1
de 30 términos de la serie (J.’:'%’?) . Tenemos

=

. . . e o ! ’ l.
de donde deducimos el conjunto de aproximaciones 6ptimas

Moo is i 7w
N1 8 4 13 17 30 43 56
L=3, 6, 15, 28, 45, 58, 71
con sus puntos de divergencia; las convergentes intermedias lle-
van una estrellita encima.

con cuya I‘BPBUCIOD y sustltuyendo 0 por la primera unidad -

[m‘ff’_T—l]=o,o,1,1,2,3,3,4,4,5, 66 7 8 8 9, 9, 10,11,11,12
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El primef punto de divergencia que sobrepasa 30 es 45

y la aproximacién 6ptima que corresponde a él es TR El pe-

4
riodo de la serie (F’O) es
7

041(031)3
y segin la regla’
z=—28=6 (mod 17)

de modo que v="6. Luego el periodo huscado es 021 (031)20¢10.
Ejemplo 8. Se pide construir la tabla de enteros préximos
(mV2} para m=1, 2, ..., 20.
De la fraccién continua -

9 1=— 1
V2—1 R
2 +..
‘se deduce !
S M_01 2 3 51
N1 2 5 17 12 29
L=2, 6, 11, 18, 85

El periodo de la serie (%,O) es 02101021(01)2 y segun f
la regla
v=6—5=1 (mod 2); v=1.

Traspuesto 0 a la derecha logramos el grupo (01)2021 (01)20
de cuya repeticién resultan 20 términos deseados

(01)2021(01)20(01)20210
y la construccién-de la tabla se acaba del modo siguiente '

m= 12345678 910111213 14 15 16 17 18 19 20
1212112121 21121211¢21
{my2}=0,1,3,4,6,7,8,10,11,13, 14,16, 17,18, 20,21, 23,24, 25,27, 28




