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G. Julia a, montré qu1étant donnóe une fonction entiere f(z), 
ou plus généralement une fonctioil holomorphe autour du point 
a l'inf,ini qui est point singulier essentiel, il existe au moins une 
direction, ou demi-droite A définiepar a.rg z = epo = const., telle 
que le théoreme dé Picard reste "rai dans tout angle A de sommet 
origine et de bissectrice A. C'cst clire que, dans un tel angle ;1,' 
f(z) prend une infinité de fois toute valeur finie sauf auplus 
une seule valeur exceptionnelle. Ce théoreme 'de Julia s'applique 
aussi a la plupart des fonctions méromorphes autour du point u 
I'infini iorsque ce point eat point limite de poles. Les démonstra
tions de Juija s'appuyent sur la théorie' des familles normales de, 
Montel. Ostrowski a' apporté d'impbrtants compléments aux ré
sultats de Julia: il a déterminé complctement la cIasse des fonc
tions méromorphes qUl font exccption au' théoreme; il a montré 
que: 

n existe sur A une suite de points Zn s'éloignant indéfinimenl: 
lorsque n croit 'indéfinimcnt qui jouisscnt de la propriété sui
vante. A tout couple/de nombres E, él correspond un entior N(E, d) 
tel que f( z) prend dans tont cerde I z - Z¡¡ 1 < El Zn l' de rimg supé
rieur a N (E, d), toute valeur représentéc sur la sphere de rayon 
1 a l'extérieur de deux cercIes de rayon el (ces cercIes' dépen
dent de,n). 

Ce sont de tels cereJes quc lVIilloux appolle cercIes do rCI11-

plissage. 

, . 
(*) Trapa.jo expuesto por el Prof. G. Valiron en la sesión realizada en su 

honor, el 2 de agosto de 1946, por la Unión Matemática Argentina. 
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J'ai proposé (Journal de math., 1928) de réserver le nom 
de directions de Julia aux directions A jouissant de la propriété 
qui vient d'etre donnée et d'appeler d'une fa<;on générale direc

. tions de Picard toute c1irection A posséc1ant la propriété c10nnée au 
début: le théoreme de Picard s'applique dans tout angle de 
bissectrice A. Les fonctions méromorphes sauf a Torigina et au 
point. a l'infini qui restent invariantes,par la substitution' íz,sz), 
uD. 1 si> 1, c10nnent des exemples de directions de .Picard qui ne 
sont pas directions de Julia: si l'argument de s est incommen
surable a n, toute c1irection est direction de Picarcl et iln'y apas 
de direction de Julia. \ Mais je n'avais pas su mo¡ntrer qu'il 
existe de3 fonctions holomorphes autour du point a l'infiniqui 
'possedent des directions de Piicard qui ne sont pas directions de 
Julia. C'est ceLte lacune gue je me propose de cQmbler id. 

Considérons les deux fonctions 'e:ntieres' d' ordre nul 

g(z) = TI: (1-~) , hez) =II1oo (1 ~ bZ
n

) .. 
. 1. an 

, Les nombres an sont pris réels positifs, on suppose 

an n=1,2, ... , -2 ,entier. 
n 

Les nombres bn ont tous le mema argument O) compris mtre 
. n . 

Oet - et incommensurable a n. On a,. en général 1 bn 1--.: an, mais , 
4·, . 

pour une suite infinie de valeurs de n, qui sergnt définies plus 
loin, on aura seulement 

I Si 1'0n suppose 
I 

(1) 

. 3 'Ibnl 5 -<-<-. 
4' an 4 

on trouve facilenient que. l' on a 

i ; I 
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(0(1) désignant un nombre qui .reste borné lorsque Izl troit 
indéfiniment) et ron a la mi~me égalité pour hez),' les bn rem .. 
plagant les an- Il s'ensuit que, dans la couronne (lJla fonction . 
méromorphe . 

F 'z) = hez) 
( . ~l(z) 

est égale a 

(2) 
I 

Si ron' suppose Ibnl=an et si ron prencl z=anciCP , F(z) prend 
la valeur 

(3) 

Supposóns maintenantque z' appartienne a une couronne (1) 

quelconque~ son argument ep étant fix'e et coinpris entre n et 
.2 

n. D'apres 1'express~ón (2), lorsque z décrit le cercle 

IZ-z'I<elz'l 
on a 

F(z) =F(z') eA 

ave e 

(4) 

,Il s'ensuitfacilement que 

'1>-1<0(1) e " ' 

et 

F(z)=F(z') (l+eO(l». 

Cette. égalíté permel cl'affirmer que ~a' clirection ·d'arg~mel1,t Cf' 

" 
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considéré n'est pas c1irection de Julia: la famille de fonc\;ions 
F(tz) 00. test ,réel positif arbitraire est normale pour tous les 
poin~s z el'argument ep. 

D'autre part, lorsque le poin\; z elécrit le cercle 

(5) 

la meme égalité (4) montre que les valeurs ele Z = F(z) cou
vrent· tout un cercle 

(6) 

. le nombre 11'. étant inelépenelant ele n qUl est supposé assez grand~ . 
Supposons que ron ait choisi les I bn I de telle fa~on que' 

les .nombres 

soient elenses elan~' toute couronne 

(7) , , 

si granel que soit le nombre elonné 11. D'apres l'égalité (3), les 
nombres' F n serohl aussi elenses eláns 'une courOlme analogue el 
d'apres (6) ,la fonction ,F(z) prendra une infinité de fois tout~ 

.valeur Z lelle que 

1 . 
f[<:IZl< A 

dans la suite des cercles (5) 00. E est arbitrariement petit. La 
elirection ep sera directiOJ.1 de Picard de F(z). La fonction F(z) 
esl méromorphe, mais la fonction 

\, fez) =F(z)(l- eiz) 

• est úne ~ondio'r.l entiere d'apres la définition eles an0 Coni.me cp 
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. Tt ., . ' " . 

est pris entre 2 et Tt, le second facteur dans l'expression de f(z) 

est de la forme 

. 1 + 0(1) ,e-lzLsin cp 

el tout' ce qui 11 été di.t pour F(i) vaut pour f(z). Les directions 
.. Tt 

cp comprises entre 2 et Tt sant directions de Picard pour f(z) 

sans etre directions de Julia. La valeur O est exceptiQnnelle. 0:0 
verr~ facilement eonu~ent on .pourra s'arranger pour qu'n n'y 
ait pas de Ivaleur e~ceptionnelle, et aussi qu'on peut obtenir de$ 
directions de Picard pour une 'fonction entiere qui ne soilt ras 
directions de Picard' pour ia dérivée. , 

n reste a établir -que ron peut choisir les I bn I . pour que les 
/-ln. soient denses dans ~oute couronne (7). On prendra d'abord 

.de sorte que l/-lnl=l pour n «..N 'et commell'ar'gument de ).ln 
est - nro, ,on peu,t s,upposer N1 assez grand pour ,que l'écart· 
maximum de ces /-ln soit inférieur a un nombre donné f\. Prenons 
alors . 

prls de nouveau Ibnl=all jusqu'a n=N2 -1, N2 étant pris 
assez grand pour que l' écart lnaiímu,m des points /-ln obtenus¡ sur 

5' 
le cerde de rayon'"6 soit inférieur al f\. Nous prenons alors: 

puis de nouveau Ibnl=an pour n=N2 +1, ... ,N3 -1,Na étant 
pris assez 'grand pour que l' écart des points ~n obtenus sur 11;\ 

5 ' 
cerde de rayon - soit inférieur a f\. Et nous continuons ces 

'! 
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opérations alternées jusqu' a ce qu' on 

'p'artir de n = N 5' Nous prenons alors 

1 
arrivé a lf1nl=-, obtenu a . 2 

et ainsi de suite, en alternant toujours, jusqu'a .obtenir lf1nl=2. 
O 1 'f' d' A I l' ,,1 . n recommence a ors a 'aIre . ecroItre . f1n JUsqu a ""4' .pms 

croitre jusqu' a 4, mais en rempla¡;ant dans cette sétie nouvelle 

d'opérations "1 par -i-. Dans la ~érie suivante, ou lf1nl variera 
¿, 

... 1 ' 1 . "1. "1 
. entre ,4 et S puis entres et 8, on reinplacera 2 par 4 ' Et 

. ainsi de suite. Les f1n seront denses dans la couronne (7), si grand 
que soit A, meme lorsqu'~n écarte. ceux pour lesquels .Ibnl=i::an,:. 


