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GENERALITES SUR LES FONCTIONS ENTIERES (*) 

por GEQRGES VALIRON 
Pl'of~sseur a la Faculté des Sciences de Paris 

On appelle fonction entiere une fonction holomorphe, en tout 
point a distanoe finie, qui ne' se reduit pas a un p~lynome. Ell~ 
est déterminée par s.on dével.oppement en série entiere 

qiIi doit oonv,erger quel que s.oit z, ce qui entraiJn~ que l'.on d.oit 
'. • I • aVOlr ' : 

, lim V'lcnl=O; 
n-oc 

e'est une c.ondition nécessaire et suffisante. Weier:strass a étendu 
a ces foncti.ons le thé.oreme de la 'déoomp.ositi.on eI~ facteurs 
des p.olynomes. Si la f.oncti.on fez) n'a pas de zér.os, c',est une 
exp.onentielle eg(z) , .011 g(z) est un p.olynome .oU une f.onction 'en­
tiere. Si fez) a un n.ombre fini de zéros, elle est le pr.oduit el'un 
p.olyn6me admettant ces zér.os avec le meme 'ordre' de multipli­
cité, et ces zér.os seulement, eL el'une foncti.on entiere sans zér.os, 
elle est ele la .f.orme 

P(z}eg(z). 

L.orsque fez)' a une infinité'.ele zéros, ces zér.os ,n'.ont aucun p.oint I 

el' accumulatio;n a distanoe finie, on peut les classer par .ordre de 
m.odules non, elécroiSE¡ants . en faisant figurer chaque zéro un nom­
bre de f.ois ,égal a son orilie de multiplicité. S.oit 

al> a2, ••• , an, ••. ; lanük:;;;lonl, liml,anl ' 00, 

la suite ele ,ees zéros n.on nuL'l. Si f(O)=O, .on peut mettre en 
facteur dans fez) une puissa¡nce de z, .on a 

fez) ==zm fl(z), fl(O) =-/=0, 

"(*) Primera clase (27 de mayo de 1946) del cursillo sobre Funciones en­
teras dictado on el Instituto de Matemática de la Universidad de Buenos Airos. 
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ce qui ramene au cas d';une fO\llction différente de zéro a l'origine. 
W,eierstrass forme' une fonctio¡n entiere ,admettant les zéros an ; gé­
neralisant u;n procédé, d'E.uler, il prend comme facteur s'annulant 
pour z = an' l' expression 

: . :,' , ' - Z z 'ZPn' 

E,( ):"-(1 -) -+ ... +-z, an, Pn - -. . Can pnanPn , 
, an 

. OU Pn ·est un entier dépe.ndant en '.g~néral de n. L'exposant est 

formé des Pn pre~ie~s te~~~ du développ,ement de log ( 1 ~ : ) , 
n 

(en supposant I ~ I ~ 1)' de telIe sorte' q~e, ,lorsque I ~ I ,est 
an , an 

inférieur a 1, on peut 6crire l' expression sous forineex;ponentiele ' 
et le premier terme dansl'exposant est alors 

, , 

, On en déduit ,que le produitinfini 

e~t absolument convergent quel que soit z et (J.éfinit ,une fonc.tiqn . 
entierc s'annulan,t aux points an pourvu que la sé,ríe 

converge quel que soit r. On peut :toujourS' s':arra¡nger pour qu'il 
en soit ainsi, on pourra prenclre par exemple Pn = n. 
(Voir Goursat, 11, chapo XV, Valiron 1, nO. 209). 

On a dans 'ce cas 

Un cassimple est celui ou ·l'es Pn peuvent etre pris égaux a 
un nombre fixe et ou g(z} est u;n pol)?16ine, on 'rut alors av'cc 
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Laguerre que la fonction est de genre fini, le genre étant le plus 
grand des nombres Pn et dudegré :de g(z) lorsque ces nombres' 
sont pris ~ussi petits que possible. Poincarédonna des conditions 
nécessaires que doivent vérifier les, coefficients en du dévdoppe­
ment taylorien pour que l'e genre soit ,fini; Hadan;wrd donna les 
réciproques, ce qui lui permit d' étudier une fonction introduit par 
Riemann et d'obtenir ultérieurement la formule donnant la valeur 

I 

asymptotique du n-ieme nombre premier, 
Il est aujourd'hui commodc cl'introduire la notion d'ordre 

due a Borel. SOlt M(z) le maximum de If(reiCf') / )lorsque ep 
varie de O a 2n; on écrira aussi M(r,f) lorsqu'on aura a spéci­
fier que cette fonctíon est relative a f(z), On' sait d'apres Cauchy" 

'qui M(r) est une fonction de z qui croit av,ec r et quí Croit 
plus vite que toute' puissance de l' (G0ursat, II,XIV;Vall.ron, 
1, nO. U34).' Borel compare llt/(r) a el', donc log. M(r) a r'c ; 
L'ordre p de fez) est le nombre 

-1' -log(log M(r) 
p=lffi , 

T=aJ log r 

il, p'eut etre nul, fini positif ou infini, n ne' éq.ange pas si' 1'on 
ajoute a fez) une constante ou meme un polynÓme,ou si 1(0) 

't t 1 1 f() fez) S' 't f" 't'f can nu, on remp ace 'z par ---, , 1 P es' 'mI pOSI'I', on a, 
'" 

si petit que soit E posiLif 

M(r) <erP+E 

M(r) > erp- e 

pOllr r>rE, 

pour des r aussi grand que l' on veut. 

Le nombre des zéros d'une fonction entiere s'étudie au moyen 
de la formule de Jensen, Si feO) ,-/=0, on a 

, 21t 

, n r 1 J' (1) 10g/f(0) /+f log lajl = 2rr 10g/f(r,eiCP)/dcp, 
o 

Cette formule peut s'obtenir par le calculdes 'tésidus (Voir Gom­
sat, 11, XIV, ou Valirdn 1, nO, 207), On peut aussi la déeluire 
de la formule de Cauchy elo;Imant le ,nombre des ,zéros d\me 
fonction holomorphe elansun contoUr. Si n(x) est le nombre eles 

• • • j ~ 

, I 

1/ 
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zéros de fez} dans le,cercle I,z!<x; on obtient la formule (1) en 

intégrant de O a r la fonction n( x) on a 
x ' 

'1' 

n r Jn(x) f log lajl = 'X- dx (f(O) ~/:::.O), 
o 

Ja formule de Jensen s'é,crit donc assi .. , 

" 21t 

(2) 10glf(0) I + Jn~) dx= ~1tJloglf(r'l3iCP)ldCf'1 
o o 

, 
De la formule de Jensen (1), on décluit l'inégalíté de Jensen 

If(O)lrn <M(r) 
la1 a2 ••• anl 

dans laquelle il n'est plus nécessaire de supposer r Icrunpris entre 
lanl et lant1 1, elle a lieu quels que soient r ,et. n. Cette. inégalité, 
ou eeUe déduite de (2)' , 

r 

j n(X)dX 
If(O)le o- x - <M(r), 

donne, ~e b~rne de I~nl " (ou de n(x).dans la seconde inégalité). 

On 'en déduit que, si fez)' est d'ordre fini p, la série 

es\: .convergente pourvu que f. >0, si petit que soít E. On peut " 
prenc1re pour Pn un nombre fixe; Si p ¡n'est pas entier, 011 peut 
prenc1re Pn=partie entiere de p, soít p=E(p); ~,si p est entier~ . 

. onpeut prenc1re Pn -:- P = P ou Pn = P = p -1 suivant que 
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divergeou converg,e. Alórs 

(3) fez) = eg(z) TI (1---=-) e:n + ... + P:P. 
an ' 

En particulier, si p < 1, on a 

(4) fez) =eg(zJ:IT (1-~). 
1 an 

Hadamard a montré que g(z) est un poly;nome de ,degré au .plus 
égal a l'ordre p. Sa méthode consistaita tésoudre l'~galité (3). 
par rapport a eg(z) et a cherdler le miriimum de produit Icano­
nique du second membre de (3) sur lcertains cercleslzl=const. 
JI en ,déduisait une bor;l1ie du module d~ l'exponentieleeg(z), done 
de la partíe reélle de g{z) , puis (de Ig'(z) 1 (Vom Borel, Lello.ns 
sur les fonctions entieres). 

On peut, en utilisaP:l un procédé de L~ndau (Math. Z, 1926), 
ne pas recourir au théoceme sur le ,minimum du module. Üin. 
s'appuy,era uniquement sur le théoreme sur la partie réelle d'une 
fonction ho~omorphe (Voir Valiron 1, nO. 184). 

Si g(z) est holomorphe pour Izl<R; g(O) =0, ,et si la partie' 
réelle de g(z)' est inférieure a A dans ce cercle, on a 

(5) M 
,2.41' 

(1') =max Ig(l'etrp ) 1< R ,.' r :<: R, 

l'égalité n'ayant lieu que si g(z) est de la forme 

2Ahi 
R+hz' Ih l=1. 

On le voit en faisant une transformation ,con:forme du plan Z 
ou l'on représente l'es valeurs de g(z), tels 'que le demi-plan 
C'f2 Z <: A soit représenté sur un cerde de rayon 1 centré a l' ori­
gine: on' pose donc 

g(z) 
G(z) = 2A-g(z) . 

'La fonction G(z) est holomorphepour Izl<R, G(O) =0, et son 

.¡. 
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module' est au plus égal a 1. On applique a cette fooction le 
lemme de Schwarz, ce qui conduit au résultat indiqué. 

La formule précise (5) est due a Cal1athéodory. SiJ'on sup­
pose maintena;nt que A(r) désignant le maximum de la pattie ;réel­
le d'une fonction enticre g(z) pourl,zl=r, onait 

A(r) 
lim--=O, 
r=x> r1c 

le positif fixe, 

la formule (5) mQntre que g(z) est un polynom~ de degi6 
'inférieur a le .(Valiron, 1, nO. 184). 

R'evenons alors a la clémonstration clu théoreme cl'Haclamard . 
. Supposons d'aborcl l'orclre p inférieur a 1. Résolvons la formule 
(4) par rappod a r.exponentielle et c1éfinissons l'entier m par la 

. condition laml'<2Izl<alTt+l. On peut écrire 

, (6) 
, ' fez) 1· 

eg(~) =----- -----
Vt 00, 

II(l-~) rr(l-~) 
1 ·an' m+l an 

Dans le seconcl fac, teur clu seconcl membre, on á u =1 ~ 1 < ~ an ~ 2' 
et comme clan s ces conditions 

1 ' 
--<1 + 2u < ,e2u, 
1-u 

le logaritme clu module 'de ce facteur est au plus égal a 

POI urvu qu~lzl, clone m 'soit assez grap.cl, puisque le série 
1 . 

.I lanl conv,erge. Le premier ,terme c1u seconcl meITlbre de (6) esl. 

une fonction entiere, le maximum de son module pour !zl=r 
esl inférieur Uu maximum ,cle ce moclule, pour Izl=4r, or pour 

Izl=4r, I!...-I ,est supérieur ou égal a 2, le elénominateur est-
. al! . 

plus ,granel que 1 en moelule. Par suite 
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leg(Z)I< eEr lltI (41') < eEr+I'P <eE'''' 

puisque p < 1. Il en' découle que g(z)est une constánte puisque 

. lim CRg(z) =0. 
1'=00 l' r, • 

Le théoreme d'Ha,Q.amard est· ainsi démontré pour 'p < 1: 
Dans le eas général, on a la formule (3) avee p < p et 

l. 

. . 
il s'agít de montrer que ds=O si s>p. On introduit la fonetion 

2i1t 

F( zs) = f( z) f( zro) ... f(zros-1) , , ro ,= eS: 

C',est une fonetiqu entiere de zs et on voit .qJe. son ordre ast au 

plus ~ < 1, done ds = O. Le théoreme d]Iadamard est démontré 
s. ' ' , 

(Pour plus de détails, Voir Valll:on r, nO. 210). 
Toute fonction" entie~e f( i) d' ordre {lni p f,iyant une infi­

, nité de zéros est de la f.orme 

" "" ( z.) z ,ZP fez) = C zm eQ(z) TI 1-- ean + ... + panP , 
, " . 1 an " 

av'ee .p < p; Q(z) est un polynóme de degré p au plus. 
L',ordre se détermine a partir du dével.oppement taylorien. 

Hadamard a donné .. une méth.ode qu'il a présentée sous f.orme 
géométrique ,(Bulletin de la Soe. Math., t. 24; vQir aussi Borel, 
LeGOns ~ur les sér~es a termes p.ositifs). La traduetio,n aJ,lalytique 
'd~une partie des résultats est, s.ouvent' utile~ , 

"Pos.ons Cn = lenl, Izl=l', la suite des nombres 

aclmet pour· ehaque r un .ou plusieúrs termes maXlma. Si 1-1-(1') 
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est la valeur de oes termes,on a, d',apres les inégalités de Cauchy, 

Posons 

on a 
logCn=-f}n, 

'\ 

l · f}n lm-=+oo 
11=00 n 

"', 

puisque V Cn tend v,ers zéro. I1 s'ensuit que, si l'on marque les 

points An de;coordoIlíIlées n, f}n' on :peut, avec ces points, consLruire 
un polygone de Newton TI(f) convexe vers le bas et laissant les 

o I 2 ., 4 

puints An au-dessus qu sur' ses cotes, ~es sommets étant certams 
des points An.Si n ~t le rang du terme maximum correspon­
dant a ¡.t(r), on a, polir m-=/=n, 

ou 
f}m > f}n + (m-n) logro 

La droite de pente logr passant par An laisse les autres points 
Am au-dessus d'elle (ousur elle), c'est une «tangente» aTI(f). 

Soit Gn le point d'abscisse m de TI(f); on a Gm~f}m' done 

W(r),=i e - Gnrn 
o 
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majore M(r),; pour toutes les fonetions admettánt le meme po­
lygone TI(f), cette majorante est la meme. On peu~ poser . 

R Gn-Gn-l n=e , n=O, 1,' ... ,' (Co~/=O) 

log Rn est la pen~ du coté de TI(f) 'entre les abseiss'8s n et 
n -1, elle ne déeroit pas lorsque n eroit et tend vers l'infini 
ayee n. Si v(r)' désigne le rang, du terme maximum de plus haut 
rang correspondant a la valeur r, on a 

'. ( ) _ C r ver) . 
"" r - o R1 R2 ••• R v(r) 

(si Co-=-/=O) 

done aussi 

Du point de vue géométrique, log ",,(r) est l'ordoDlIlée a l'origirie 
ehangée de' signe de la tangente a TI(f) dont la p~nte est log r. 
D'autre !part, si p> v(r), on peut éerire 

1 

a la condition que 'Rp > r. La somma de la série est R r r . On 
p 

peut prendre ' 

done 

, 
et l'on a finalement, les inégalités 
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. . r 

.log ¡.ter)' fv(x) dx. 
. x 
u 

Dansle,cas de l'ordr,e fini p, l'inégalité ¡.t(r) <M(r) analogue a 
l'inégalité de Jensen donne 

S1 petit que soit e, pourvu que x soit assez .gra~d. On a dans 
ce cas 

¡.t(r) <M(r) < ¡.~(r) rP+E 

et puisque M (1') croit plus "ite que toute puissance de r, on a 
a fortiori 

lim'log M(r) = lo 
r-ao log ¡.t(r) 

Inv·ersement, si v(x) <XP+E si petit ,que soit le nombre positif e, 
pourvu que x soit assez grand, on aura de suite . 

log M(r) < lcrP+E 

le étant fini, l'ordre ser.a p au plus. DQ'nc,pour que l'orclre 
\ soit p, il faut et il su~fit que' 

'. log ver) lun p. 
r-oo logr 

ou, ce qm est la meme chose 

J 
. . log.rt 
lnn-

l 
'R =p. 

n-oo og n. 

'En passant a e Gn = Rl R2 ••• Rri (si Co .-:.1), on Qbtient 

n 
eGn>nP+E¡, ,e>O, n>ne' 
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et, il faut et il suffit que, ,si petit que, soi~ € > 0, on ait, a partir 
d'une valeur de n l'inégalité précédente, tandis que pour une 
pour une suite, infinie de /l, ' 

, n 
cGn <np+e. 

finalement~ pour que l'ordre soit p,el fatit et il suffit que 

1 I cn : > ----,,-- 'pour une suite infinie de, n. 
~(1+e) np 

Autrement, dit, il faut et, il suffit que 

J' ,-loglcnl ,1 
1m ..l-

~nlogn p 

Pour pre,clser, ces inégalités, on' a,cherché a faire une com­
paraison plus serrée entr'e log M(r) 'etles puiSsanoes de r. On 
a supposé d' abord que , 

.' log M(r) hm -, ---=--'--'----
r~oo rP(log r) Pl ... (logq 1') Pi 

esl u.n nombre fini positif. Mais cecí nepeut pas permettre l'étu­
. de de toute fonction d'orme fini. On ,peut introduire l'ordre pré­

cisé. C'est une fonction de r, continue, dérivable agauche et á 
droite, el: telle que 

limp(r) =p, lim p'(r) l' log1'=O. 
'l'-m ?0.o:=(X¡ 

A toute fonctíon d' ordre fini positif p cq,rresp:ond une fonction 
p(r), jouíssant ele ces propríétés et telle que 

-.-logM(r) 
hm 'p(r) = 1. 
1'=>0 r: " 
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Pour en' obtenir une, il suffit de considérer les nombres r l' r2, ••• , 

r p' ••• 'tels que, par exemp~e, 

. * 
log M (rp-H ) = (1 +.; )log M (rp)' 

quisont indéfiniment croissants, d'associer achaque rp' la fonc­
tion 

et de prendre pour chaque r>r1 le maximum des nombres )'p(r} 
et d'une fonction constante par intervalles tendant vers p par va­
leursmoindres que p et convenablement choisie. On définit ainsi 
p(r) pourr:> r1' on la prend constante pour r<r1, r1 étant par 
exemple le nombre 25. 

Grace a '$es propriétés, la fontion p(r) permet le calcul 
asymptotique d~intégrales de la forme 

r r ~ 

J x~ Jx~ Jx~ -x-dx ; ma+1 dx, (O~a<p); --;rdx, (f3>p+1) 
ro .. ro r 

lors,que r croit indéfiJíiment. Une égalité asymptotique de la 
forme ,.~ 

r 

Jv~) dXrvrpCr) 

o 

OU v( x) est une fonctian non-décroissante, se, résout sous la 
forme 

ver) '" prp(r). 

1l jS'ensuit :que, si, 

(7) logM(r) rvrp(r) 



on a 

(8) 

-117-

, , , 

Si l'on désigne par y=xw(x) la fonction inverse dé x=,.yp(Y) "ona 

lirn ro(x) = ~, lirn ro/(x) x 10gx=O; 
:\:0::000 p~:o 

et l'égalité (8), s'écrit 

nW(n) 

J RIl"'-l-,. 
P-p 

On ·passe de Rn a eGn : Pour que (7) ¿it lieu, il faut el il 
suffiit que 

G (n )01(11) 
en", -

pe 

L'e polygone TI(f) sera 'cornpris entre deux oourbes convexes'. 
. On en déduit finalernent que pour que .(7) ait lieu, il faut el 

. il suffit que ' 

-{:¡-,---:-( n ) W(1I)} 
lirn V len I _. = 1. 
n=oo pe 

n "" 
et qu~, pour une suite de valeurs np telles que p+l tende vers 

np 

1, on ait" l . 

lim ~ 2 =1. 
{

" p (n ) w(np ) } 

p~QO P pe. 

Si l'on ,suppose seulernent que, p(r), étant un ordre précisé, 
01). a 

log M(r)r> "krP('I'), 

on trouve une cO(ricÍition nécessaire et" suffisante ,qui se traduit 
par le bit ,que le polygóne TI(f) est compris ,entre. deux courbes 
conv,exes, mais cette ,conclitio;n 'ne se traduit 'pas facilernent sous 
forme analytique. 

" . 


