
. ' 

I ' 

/ 

IMPULSO ANGULAR DEL CAMPO PE RADIACION 

Abstl'llct: 

por JOSE A. BALSEIRO 

Observatorio Astronómico., - Córdoba 
(Entrogadoel 6 ,de "marzo de 1947) 

,'l'he tl1(iory of elementary particles permits; to attribute a well defined 
angular moment'umexpression to a radiation fi~ld. Examples al'e' given fOl" 
the cletermination of total angular momentum of aú electromagnotic field oi' 
two pllOtons, and for 'the' interferences cha-racteHstic of the' Bose-Einstein 
s:tatistics. Consoryation of total angular momentuDl duxing ,an emissionprocess 
leaels to the expressi'ons of intensity distribution of the Zeemall effect iI~ the 
limit He::::. O. In j;he case of a vector meson fielel total angular momelltum can 

,he split, inn relativistic invariant way, into orbital !lnd spin momentum. The 
spin thus elefinec1 results to be un integl·al~ of motion' for free pal'ticles. 

,1. CAMPO ELECTROMAGNÉTICO 

§ 1. -1 ntroducción. 

La ~eoríageneral del campo de las partículas element~les 
pel:"mite atribuir un impulso angular' total al campo cOl~sidera­
do (1). En general, es posibl.e obtener, de éste, la división en 
impulso orbital e impulso, de «espín» (2). En particular, tra~ 

,tándose del' campo el,ectromagnético se obtiene para el impulso 
, angular tolal la expresión' conocida en la teoría clásica:' 

" ' 

4 1 'J-+ -+ -+- 4, '4' ' 

J ~ - rx[E*xH -H*xE]d-r:. 
8Ttc 

(1. 1) 

Si el campo electromagnético se considera cuantificado, la 
(1.. 1) defiot), el operador de impulso angular total, cuya repte-

(1) w., PAULI" Rev. of, Mo(Z. Phys. 13, 203 (1941)~ 

(') F. J. BELI~JrANTE, Physiba, 6,887 (1939).' 
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I 

sentación sobre ej1es principales conduce a combinaciones linea-
les de las funciones propias del campo, similares a las que' se 
obtienen tratándose de partículas de Schrodinger' descriptas por 
funcioJ;les de onda simétricas. Esta. cir'cuIllStillficia hace .que apa-' 
rezcan analogías entre ambos casos, a pesar de la diferencia fun­
damental queentr,e ambos' existe. 

El formalismo da cuenta· de' la conservación del impulso 
angular total y es aplicado a ejemplos simp1es. del campo de 
dos fotones. 

, § 2. - Impulso antJular del campo de u~ fotón. . 

Si se considera que un solo fotón está presente en el cam­
'po de radiación la (1. 1) permite atribuir al impulso angular 
tqtal la representación matricial: ' ' . 

~ 1 J~ ~ ~, -r ~ 
J., =- rx[B·*xH, -H¡*xE-]d't ·(2.1:) 

!,e . 81tc "e _ e ! ... 

~. + 
donde E:;, y H'e son dos soluciones particulares· de las _ écua-
ciones de Maxwell, normalizadas de modo a obtener para la 
energía el valol" hu. Las soluciones adecuadas para nuestro 
.objeto son las soluciíOnes esféricas, l8léctricas. (E) o magnéticas 
(M). - (Apéndice 1, (E) y (M) y. 

P~ra un 'valor dado de le = ~icv, . la energía del campo se 
C 

define por la matriz d~ dementos. (Apén. 1, fórins. (2) y sig.): 

+ "* + H (¡e/ l,m H wl'w] d't. (2.2) 

Se consideran las soluciones ,estaciwarias. en una esfera 
d~ conductividad infinita de ~adio R. La contin,uidad de las com­
ponentes tangenCial,es del campo eléctrico, da. como condiciones 
de límite para CE) y (M) respectivamente: 

(2.3) 

De estas relaciones obtienen los valores discretos de' le 
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que corresponden a las ondas propias teniéndose (Apén. 1, (3»: 

(l', m', k'l Wll, m, l~) = hv '6lcTe' '6U' '6~m" (2.2') 

El cálculo 'para el espacio libre puede realizar~e establ'e­
ciendo que' .R -+ 00 y considerando las soluciones asintóticas de 
las ecuaciones de campo. El ,espectro discreto tiende al, espectrq 
continuo y' la normalización respecto a éste se hace como es 
habitual: . 

le+Ale 

1 f ' (l', m',le'l W,ll, m, k) = 2Mc' (l', m', le'IWll, m, le) die'. 
7e-Ale' 

De (2.1) se obtienen los' elementos de matriz del impulso 
an'gular total. (Apén. (4) Y sig.) para el ?ampo de un fotón: 

. h 
(l', m'IJ.r:1 z.. m) ="2n" m '6¡,/. '6m1m (2.4) 

(l', m'IJa; ± i Jyll, m) ~ ~;r ¡/ (l:¡: m) (l ± m + 1) '6/i,1 '6m'm::¡:~ ~2. 4') 

Los elementos de transición de energía e impulso 'entre (E) 
y (M)' son nulos. Estas, matrices, fueron obtenidas porW. 
He i ti e r (B) por olro. método y son id~nticas a las matrices de 
impulsoan'grilar de una partícula de Schrodinger. 

Los elementos diagonales de (2.1) fueron dados en la teo­
ría clásica por M. AB r a h a m como valor del impulso an..,· 
guIar de úna onda dip91ar polarizada circularmente ¡ 

W 
Ja;=Jy=O J.r:=-. 

'V 

§ 3. -lmJY1ilso w1¡gular del' oampo de un número arbitrar:iQde 
de fotones. , . 

Los operadores' de campo contenidos en (1. 1) son: 
i 

+ 001 -+ oo!' 
E=.:E.:E .:Ea(Te/,mE(¡e)/,m H+ ,.:E.:E .:Eaoe)+I.mH(¡e)*I.m (3.11) 

le 1-0 ",--1 .le t-O 1n--l 

donde ,a(le)llm y a(¡e)+r,m son los operadores ,de' absor~ión y emi­
sión respectivamente. Teniendo present-e que' 

, , 

(3) \V.HEITLER, Proc. Camb, Phil. SOCo 32, 112 (1936)'. 
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do.hde 'ns -es el número de foto.nes de fase &s asociado.s JI es-
I . . 

tado' s, se o.btienen lo.s ,elemento.s de matriz del impulsó angular 
del campo: 

(n'l n'2 .. ·IJlnl n2 ···) = r;t, n.' .... · J r n ¡ n ..... d&ld&2 : .. d~ + f + . 

siendo I'ntn!... las funciones propias del oper~dor Ns : . i 

. " I' . 1 
. n¡':n'" = V (2rc)N 

i~n,&, 

e ' 

Sólamente no. se anulan lo.s elemento.s de matriz que Co.­
rrespo.nden a un mismo. .valo.r de le y l.(según (2.4) Y (2.4/)) 
y, además, áqu~llo.s,que co.rrespo.nden, a la transición de un so.lo ' 
fotón de un estado. a o.tro.: 

, 
, ,h N . 

(ni 712'" l.1z l n1 11. 2 "') =-,I ni mi 
2rc ;-1 . 

(ni ~ .. ni ... 11 k ... 1.1 x ± i J ~ In1 ... ni - 1 .. , nk" . ) =~!:; 

{3.2) 

[ni(ni + 1) (l:¡: mi) (l ± mi -~ 1) ]1/2. ' ':(3.'3) 

En esta repre~entació;l ei impulso. an~ulart0ta:l IJI2, no. 
es diago.nal. 

§ 4. - Com.posición del iTn.pulso angular de dos fotones. 

Las matrices (3. 2) Y (3. 3) permiten co.mpo.ner el impulso 
angular de do.s fo.to.nes, que co.nsicl¡erar¡e¡mrOs so.n dipo.lares (l· ' 1); 
y ,de frecuencias' V1 .y V2• Las co.nfiguracio.nesqrieclan ·caracte'­
rizadas po.r Vi y v2 y' por lo.s respe'ctivo.s números cuánticos 
m.l Y m2. Las funcio.nes propias co.rres.p.onclientes a estas con:" 
figuraciones so.n: 

2 

.:E nv;c m/c = 2. 
lc~l . 

'. 
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Transformando .el impulso total sobre ,ej'es principales se 
.obtien8;n nueVle estados dif.eroentes, caracterizados _por los nú.­
·meros,· cuánticOs . del. impulso 'angular total L = 0, 1, 2 y. 
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'Esias 'eómbinaciones lineales son iguales a las de lns fun­
ciones propias de dos partículas materiales, d~sCriptas por fun­
ciones de onda simétricas s~ en vez de r se escribe la {unción 
de onda de Schrodinger. Como ,en el caso de partículas mate­
riales de igual energía, y estadísticas Bose - Eis~ein, las fun­
ciones correspondien~es a L = 1 desapal1eoen cuando' v 1 = V 2' 

Las combinaciones lineale~ de la Tabla 1, permiten calcu­
lar la distribución angular qe la intensidad del campo, consi­
derando que, ésta es proporcional a: 

que, para las distintas configuraciones posibles d~n los valores 
que figuran im la Tabla 2; y son idénticas a las que se obtienen 
de la teoría clásica superpon~endo las ondas dipplares y prome­
diando sobre las fases relativas. Esta, observación permite de­
terminar la polarización de. camp~ en cualquier direqción. 

TABLA 2 

: . Distribuci6n angula~ ele intensielael 

2 -l., 1 , o 1,· -11 -2 
\ " 

L~ol I 

' , 

I K ~ ~ (.,+,,) I I 
. 

, 
" 

L=l 
' 1 
K(l+ z sen' &) K(l+cos' &) K(l+i sen' &) 

, 

L=2 K(l+cos' &) K(l+~sen'&) 2 
K(s+sen'&) K(l+i sen"&) K (l+cos' &) 

§ 5. - Interfereiwias en el campo de dos fotones. 
'¡. I 

Tratándose de dos partículas materiaLes idénticas sm ID­

o teracción. 
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da la probabilidad de eri~ontrar una' de las partículas en 'el lu­
gar de coordenadas' rl Y otra en el de r2' Apar.ecen aquí, fe­
nómenos deinterf'erencia, cuya naturalezad~pende del carácter 
de simetría o antisimetrÍa de la función \)1, además 'de la con-
figuración que define el estado, de' las dos partículas. . 

Nuestro propósito es averiguar 'si lasfUljciónes propias de 
la Tabla 1 conducen a fenóménos de interferencias análogos' a 
los que se presentan 'en el caso mencionado. Existe" sin (em-

. bargo, una diferenCia fundamerital ¡entre ambos' casos, y es que 
no se puede, en manera alguna, atribuir a los fotones de un 
campo coordenadas espaciales como en el caso de partículas. 
Pero, porótra parte, se puede 'hablar de la localizacü~nde un 
fotón si se enuncia explícitamente un método de determinación 
de las coordenadas de un punto ma1!etial sobre el cual actúa" 
por ejemplo, un átom,o en 'lel que produce efecto fotoeléctrico. 

OLa en,ergía del fotO'electrón permite' individualizar al fotón ab­
sorbido y I el o~igen de aquél, determinar las coordenadas del 
átomo. 

Consideremos dos foianes de 'impulso, angular dado. La 
probabilidad que estos ~os farones produzcan simultánetamerite 

, . . + '~ 

prooesos fotoeléctrioos en dos átomos de. coordenadas P1>Y r2' 
depende de la posición relativa de éstos últimos, y puede con­

, si,derarse como una medida de la posición de los dos fotones. 
La pr(jbabilida~ que el. fotón' . visea absorbido por lel áto­

mo (1) ,está dada por el cuadrado del elemento de matriz: 

donde CP("l) es la, función de onda del átomo. (1) en el estado 
~ 

inicial, y cp( ,,' 1) la correspondiente al estado fin'al. A es el ope-
rador d~ campo análogo a (3.1). El elemento ,de matriz que da 
,la probabilidad que Vi sea absorbido en (1) y v2 en (2) inde­

, pendiente' del orden de sucesión en que ésta s'e realice es: 
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. Si no se esp~cifica' por cu~l de los' átomos es absorbi~o 
cada fotón hay que completar este. elemento' de matriz con . los 
dos términos correspondientes a la absorción die v1 por el áto­
mo (2) y '12 por el (1), en un caso, 'y v~ por' (1) y Vi por (2) 
en el otro. ' 

Consideraremos, como ejemplo; dos, fotones en la configu­
ración L= 1 Y M =0. Se'tiene: 

I HI 2 = [J 3/2(k1 r1) J 3/2(k2 r2) 11 1~.~ J s/2(k2 r1) J s/2(k1 r2) ~'11' 2)2 

le " ' , ,'. , ' 

¡I
' [sen2 &1 sen2 &2 sen2(Cf'2- (Pi) + cos2 &1 + cos2 &'2]' 
rl r 2 ' " 

li son las integrales, de las funciones pr,opias de los áto­
mos' en los distintos esta.dos. El primer factor ,muestra fenóme-. 
nos de interferencias análogos a los que se presentan -en el caso' 
de dos partfculas materi'ales que obedeoen a la -estadística' de 
Base -Eistein en la' misma 9on'figur~ción ponsideráda:' , 

. Cuando Vi = V 2 resulta' I H 1=0, debido a 'que la can ti­
gurilCión L='l y M' ° desaparece, como en el caso de dos 
partículas de igual energía, k 1 =lc2• 

. La distribución angular, resuNa, en "'general, distinta a, la 
de las partículas materiales, 'y esto se debe a que las soluciones 
esféricas de las ecuaciones de Maxwell son distintas de las 'de 
Schrodinger. 

§ 6. - Vinculación con el efecto Z~eman, 
. ". 

'E¡i un proceso de emisión tiene lugar' en .él espacio, libre de' 
un campo exterior es de esperar la conservación. del impulso 

,angular total del si~tema el,ectrón fotón~ Si Sf) orienta un, átOglO 
mediante un campo. exterior, con el objet() de t!'lner un impul~o 
angular bien definido, y se retira este campo previamente al 
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proceso de emISIon, para evitar la perturbación que produciría 
sobre. este prooeso,. el impulsQ an'gular- del sistema electróri-fotón 
debe ser igual al impulso angular del electrón en el estado inicial. 

Si tP(r; fr, cp) 'es la función de Olida· del ¡electrón en su es­
. tado final, el impulso angular qel sistenfa electrón-fotón es: 

J ·fI~*{l'XP+ 8~C [rx (E+xH'-H+xE)]}~ded". 
,h .h( n: ) i~n.f}. 
o/ = '1' 1', \r,.rp e. . 

(6.1) 

Si, .en partIcular, consideramos un fotón·. dipolar y un el,ectrón 
p' en su estado final, al transformar el )mpulso an'gular' sobJ.'le 
ejes principales, apar,ecen combinaciones 'lineales (j)L.M del mis­
mo tipo que las que figuran en la Tabla 1, si se- considera". 
ahora, que ~ son las funciones propias del sistem~ electrón-fotQn. 

El· cuadrado de los coeficientes de las~ombinaciones linea­
les que apareoen son los mismos que lbs que se obtienen de las 
probabilidades de transición en ,el efecto Z,eemari con un campo 
exterior que tiende a cero. Consideraremos,· oo.mo ·ejemp~o, la 
transición p - s e'n un campo exterior que tiende a· anularse; 
en estas circunstancias, la transición es eX,presable por la super­
posiCión de las transiciones· 1-:-1, m=l, 0,1 a 1 = O; m = O. 
La probabilidad de una transición que' produce una línea po­
larizada en el sentido y dir,ección de los ejes z, x o y (z direc­
ción del campo magnético) es proporcional al cuadrado de los' 
elementos de matriz: . , . 

z'" lt1 >n = l' (1+1)2-m2) J'1/
2 

Rn' ltI 
n. 11~.· (21+3)(21+1) , n, 

X ,¡.'.ltl . m+1 .....:. ~ [. (l+m+2) (l+m+!l] 1/2 R;'" 1+1 . , 

n >n .. 2, .(2l+~)(21+1) '~ ,1 

n' ¡+1111+1 __ 1.[(1+m+2)(I+m-~1) ]1/2 R'" lt1 

y,. 1 .'" - 2' (21+3)(21+1), ." 

. x'" ltl >n-I ' _ ~ lr (1.-m+2)(I~~+1) 1. 1/
2 R'" l+1 

n . 1n. 2 (21+3)(21~1). j n . ¿ 
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n' It1 ,,:-1_.i [( l-'-m+2)'( l-m+ 1) .] 1/2 HU' Ztl 
Yn .1""'- 2 (2l+3){2l+1)· U 

,00 , 

donde R~' It1= ¡ Rn~l~lRnlr3 dr ,es la integral de' la parte ra-

~ial de las funciones. propias del' átomo ele hidrógen:ü (4); 
Las probabilid'ades' de transición que dan un~; línea pola-

: rizada según las tres ,direcciones posibles, en el caso consideradO;" 
son proporcionales a: 

Ixu'll12 + !X n '1-112_ ~ R u' 1 
n 00 ' u o o - a n o 

I·Y'~~'1112'+ lyn'1':'112_~ RU'l 
11 o o ' n o O, - 3 n o 

La probabilidad de transición cuando el ,campoexteriot tien:de 
a cero está dáda: por la' superposición de lal:! anteripres; Los, coe­
ficientes que en ella aparecen 'son los ~uadradosde los que in­
tervienen ~n la función propia, que describe el sistema electrón­
fotón en la: configuración' L = 0, M = ° (Tabla· 1, donde se 
sustituye ·I'L.M por QlL.:M)' 

por otra parte, "si el campo exterior, permanece finito, se 
, puede. determinar en 'el estado final, independientemente el im­
pulso aI?-'gular del electrón y; del fotón, en tanto que el impulso 
1!-rrgular total del sistema,. nO está sobr,e ejes principales, debido­
a la influencia del campo exterior. El hecho es an,álogo al efec­
to Paschen - Bacle, ,_ púdiéndose esperar que, en nuestro caso, se 
mantellga la conservaciÓn ,del impulso, angular con un ' campo 
suficientemente débil, cuya' intensidad puede estimarse por la 
energía de acopl~iento entre los impulsOs angular,es del electrón 
y del fotón. Esta ene~gía de acoplamiento puede calcularse me­
diante la ener.e-Ía de perturbación de, se~undo orden ,E(2) que, 

éste último ejeroe' sobre el prrmero,pudiéndose, aSÍ, hallar la, 

(') Ver p. e. H. BETHE, Ha~él. -cierPhys~k, 24, 1 pág. 4S2. Berlín, '193S. 

'~ ... -

" 
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intensidad del campo magnético que produciría una p,erturba-, 
ción equivalente. 

Sea 1 E 12 la intensidad del campo eléctrico, de mi ~ipolo 
, 1" 

en la región r < 2n' Resulta: 

"E,(2) 'e
2

1c
2 1 E 12'.' 

" . hv , 

Para un fotón dipolar contenido en una esf.era de radi() 
R=c1: (1:, tiempo de transición), 

La intensidad del campo magnético' que prod,!oe una per­
turbación equivalen~e" dada por la relación: 

I eh 
E(2)=Aw=--,J{a 

'4mc 

resulta del orden de Ha CY.:> 10-5 Gauss. Campos mayores destru- • 
yen el acoplamiento de los impulsos angulares, 

§ 7. - Espí~ ¡atribuible cil fotón. 

No existe inconveniente' formal de obtener para ·el campo 
electromagnético, siguiendo el for,malislmo general, la división 
del impulso angulár .total, en impulso orbital e impulso d~ es­
pín (2): 

+ lIS + . J=- .z,[E/(r X grad) As+conJld1:+ 
8nc 8-1 

, " 

'1 J + + , + -' ~E* X A + oonj] d1:., 
8nc, ' 

(7.1) 

Hay que tener presente, sin embargo, que para el campo 
de radiación electromagnético no es posible, en :manera alguna" 
definir la densidad de cuantos de luz, por lo que tampoco es 
posible intr.o~ucir un opera'dor' que contenga las co<?rdenadas 

I , 

,-_ .. _~-~._-_. 
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.locales de los cuan.tos. De ahí la dificultad de' definir el espín 
para fotones. Existe, además otro inconv,eniente destacado .por 

·,L. R o s e n.! e 1 d (5) Y es Jel de no ser los términos de la se-
paració'n (7.1) invariantes de medida. , 

Las razones aducidas en Parte 11, '§ 10 conduoen a la se­
paración: 

-+ 1 J 4. [0'A*. -+ . J . J=- I -o - (l'xgrad) As+cqnj d.+ 
. 81tc 8-1 Xo " 

1 J -+ + + +- [E*xA.-H Ao+connd •. 
,81tc. . 

(7.2) 

Mediante la transformaCión de medida: 

-+ + 
A' " 4 +grad cp 

A' 0= Ao _ c)cp 
, ,oxo 

. el término, correspondiente al impulso de espín se tran~forma. 

. 
La integral no se anu.la, en general, por 1.0 cual, e'n ,esta 

'-+ 
representación, tampoco· S p'uede ser introducida, como una; 
m'agnitud inherente al campo de ra'diación eleytrOlmagnético. 

ApÉNDICE 1 

Las soluciones esféric~s ~ de las ecuaCiones de Max'Yell se 
expre~an (6): 

21tv k--, --:- c . 
'. . 

'(0) L. RoSENFELD, Aéad. Roy. BeZg. (01. Se.) 18, 562, (1942). 
(0) Yel': p. e. M. BORN, Opti7c" JUZillw/ipTiIn'geT, Berlín 19331 pág. 278. 



" 

-165;-

Ondas eléctricas, 

. (E) 
, . ' 

. " [(l+1) ; ':' , \ 
Er.I,Til.=G1,n:. ' r

2 
,{p¡(lcr)Plm(cosfJ}eimfJ' HI.l,'~=O 

• j 

. 1 d d . . 
Eo.l,m= Gl' - -, ~i(kr) - p¡m(cos fJ·) ¿!mfJ' 

\ 
,m r dr d& . 

v 1 im d )'" ¿ID ,m =C1,m - CfJ¡(/cr) p¡m( cos & ¡,e!mcp 
T r sen {'j. dI', , 

. . 
1 ilc (') d '. lf .:m=_ GI - ~l ler - p¡m( cbS fJ') e!mfJ'. 

'P ,m ,. d& " 

Ondas magn~ticas," 

(M) 

lcm .' ' 
Ef).l,m = Gl m-, - CfJ¡(/CI') Pt!( cos fJ') eunfJ' , ,. sen {J. 

, , 

Ht}l,m~'C¡,m 5!.- CfJI(lO.') p¡m(cos &) eimcp 
r dr ' 

Con: 

~1(lC,.) = JI le,. ht1/2(lcr) 

". _ [Ice (21+1) (l-,-m) 1], 1/2: 

,Cl .m - ikc l(l+l) (l+m) ! ' 

" 
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Para las :ondas (E) los elementos !le matriz de la energía 
(2.2) se calculan: 

• ~J~ ~n R 

(l'" ~ k' ¡ W¡l 1) -~ e e' fJJ{ l'(l'+l)l(l+l) ,m, ,m, 1: - 8' l',m' , 1m , A 

" n', r w , 
, U O O 

, dPl,m' dPlm]}. + sen2 &--- X -- el(m-m')cp r 2 sen &dr d& dcp. 
" d& d& .' 

(2) 

La expresión entre corchetes se transforma, ni'ediante in­
tegración por partes y empleando la eouación diferencial de las 
funciones P r( cos &) en: ' 

'con lo cual se tiene 

Teniendo" presente la relación: 

y ,la aproximación asintótica:, 

'. ',1 ' ln 
, Jl+l/2(kR). --)- l/-sen (k R --) 

, y kR, ,2 
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se obtiene, con' el :valor asignado a C1,m la (2. 2'). De, (2. 3) 
se calculan 'los !valores kn. Conocidos éstos se tiene: 

Las 'oomponentes de (2; 1) son : 

(l' m' IJzll,'m) = 8~cJ [rsen 3- ~/:mH f}*l;.~,+ - / 

+ conj]]'2 sen 3- dr d3- dcp (4) 

,'(l'm' IJ~±i;yl i,m}.=8~cJ [-irErl.:H~*I,.m',~ 
-:- reos 3- Ert•m Hf}*Z"m') e±iCP+,conj] di:. (5) 

La primera, teniendo presente (E) da directamente ,(2.4). ' 
La (5) se calcula considerando larelacion: 

y solo no' se anul3.n los elementos de matriz para los cuales 
l'=l y m', m'+:t. 

El Cap. II. Oampo Qltesot,rónioo veotoriaZ 
apárecerá ,en el núm,ero próximo .. 


