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IMPULSO ANGULAR DEL CAMPO DE RADIACION

por Jost A. BALSEIRO
Observatorio Astronémico. - Cérdoba
«  (Enftregado el 6 de marzo de 1947)
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Abstract:

. .The theory of elementary particles permlts:( to attribute a well defined
mgul 11 momentum expression to a radiation field. Examples are  given for
the determination of total angular momentum of an electromagnctic field of
two photons, and for ‘the interferemces characteristic of the Bose-Einstein
statisties. Conservation of total angular momentum during an emission process
leads to the expressions of intensity distribution of the Zeeman effect in the
limit H~0. In the case of a veetor meson field total angular momentum ean

.bhe split, in a relativistic invariant way, into orbital and spin momentum. The

spin thus defined results to be an integral of motion for free paiticles.

I. CAMPO ELECTROMAGNETICO
. / . '
1. —Introduccion. . ;

.

La teoria general del campo de las particulas elementales
permite atribuir un 1mpulso angular total al campo considera-
do(1). En general, es posible obtenér de éste, la division en
impulso orbital e impulso, de «espin» (?). En particular, tra-

“tandose del campo electromagneuco se obtiene para el 1mpulso
"angular total la expresién conocida en la- teoria clasica:

1 > > > >
J——S—n— rx [B*x H — H*x E] dx. (1.1)

Si el campo electromagnético se considera cuantificado la
(1.1) define el operador de impulso angular tolal, cuya repre-

—

1

(*) W. PAury, Rev. of, Motl Phys. 13, 203 (1941). .
@) F J. BI‘LINFANTD, Physita, 6, 887 (1939).
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sentaciéon sobre ejes principales conduce a. combmacmnes linea-
les de las funciones propias del campo, similares a las que se
obtienen tratindose de particulas de Schrédinger -descriptas por
funciones de onda simétricas. Esta.circunstancia hace que apa-
rezcan analogias entre ambos casos, a pesar de la diferencia fun-
damental que entre ambos existe.

El formalismo da cuenta de la conservacién del impulso
angular total y es aplicado a e Jemplos simples del campo de
dos fotones. :

'§ 2.— Impulso anJguZar del campo de un fot&n.

Si se considera que un solo fot6n estd presente en el cam-
'po de radiacién la (1.1) permite atribuir al impulso angular
total la representacién matricial:

>

> . > -> .
Llc?%‘[ rx[Ei*XHIc_H]c*XEi] de (2.1)

> ->
donde E; y H) son dos soluciones particulares de las. ecua-

ciones de Maxwell, normalizadas de modo a obtener para la -
energia el valor hv. Las soluciones adecuadas para nuestro
objeto son las soluciones esféricas, eléctricas. (E) o magnéticas

(M). (Apendlce L (E) y (M)).
Para un valor dado ‘de Ic—2—:\£‘ -la emergia del cahﬁpo" se

define por la matriz de elementos. (Apén. I forms. (2) y S1g)

&, m, k’|WI Lm, k)—— f [y By +

4 H(,c)*l‘»m H(,cv)l"m'] dr. ' (2 2)

Se consideran las soluciones estacionarias. en una esfera
de conductividad infinita de radio R. La continuidad de las com-
ponentes tangenciales del campo eléctrico, da como condiciones
de limite para (E) y (M) respectivamente: ‘

— | ’ : 2.3
[ e) | =0 [n@nla=o. (2:8)
, R /

=

De estas relaciones obtienen los valores discretos de & .
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. que corresponden a las ondas propias teniéndose (Apén. I, (3)):
m K| W Lm kY =Ry 8y Sy bpr (222

El cilculo para el espacio libre puede realizarse estable-
ciendo que' R —oo. y considerando las soluciones -asintéticas de
las ecuaciones de campo. El espectro discreto tiende al espectro

continuo y la normahzacmn respecto a éste se hace como es
habitual :

"

- Al :
(l’ m!, K’ |[W]lm, k)_—f r,m, kK |W|l m,k)dk.

N -—A]C
" De (2.1) se obtienen los elementos de matriz del impulso

angular total. (Apén. (4) y sig.) para el campo de un fot6n:

: h
(U, m'|J,| 1. m) =5 3y D = N (2.4)

. | | . ‘
Um' |y idy| I, m)= o VAFm) (1+m+1) 8, bm’m—-l:.i 2.4)

Los elementos de transiciéon de énergia e impulso entre (E)
(M) - son nulos. Estas. matrices . fueron obtenidas por W.
Heitler (8) por otro. método y son idénticas a las matrices de
impulso angular de una particula de Schrédinger.
Los elementos diagonales de (2.1) Tueron dados en la teo-
ria clasica por M. ABraham como valor del impulso an-
gular de una onda dipolar polarizada circularmente:

Jo=1y=0 J,:?.

§ 3. —Impulso angular del’ oampo de un nimero arbztrarw de
de fotones.

Los operadores ‘de campo contenidos en (1. 1) son:

> 7

E=3X SapymEgym Ht= zz‘zagfram Hgtm  (3.1)

E 1=0 m—=—1 It t=0 Mea—

donde agybm y agythm son los operadores de absorgién y emi-
sién respectivamente. Teniendo presente que

(*) W. HErLEr, Proc. Camb. Phil. Soc. 32, 112 (1936).
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: 1 3 I 22%;‘&: . 137 Vs
as+as:Ns:-—i—0& l'IV e =Yne s

c'lond‘e n, es el nimero de fotones de fase &, asociados al es-
tado s, se-obtienen los elementos de matriz del impulso angular
del campo:

> > ' h .o
(n’l n’2 lJi ny Ny ) :/ 1‘;1!:; n'.... JIj‘ll,_?lg.... da’l d&2 oo 'Cl‘l:
siendo I',, ... las funciones ‘ propias del operador N,: i

SN 1 1 s s N

N In1”'2 V(zﬂ)N e s

Solamente no se anulan los elementos de matriz que co-
rresponden a un mismo valor de & y [.(segun (2.4) y (2.4'))
y, ademaés, aquéllos que corresponden a la transicién de un solo'
foton de un estado a otro: '

1

. N 1 4
(nyng... || nyng .. :'2—#:;‘:,'171-171- ( <3 2)
(ny...np.omy . |J, J:z.]yl ny .. )—»—

1

[(n+1) (EFmy) (Lm; F)pe. (3 3)

En esta representacmn el nnpulso angular ‘total |J |2. no
es diagonal.

b
*

§ 4. ——Composibién del impulso angular de dos folones.

Las matrices (3.2) y (3.8) permiten componer el- 1mpulso
angular de dos fotones, que consideraremos son dipolares (I=1)
y -de frecuencias v; y v,. Las configuraciones -quedan caracte-
" rizadas por v, y v, ¥ por los respectivos ntimeros cuinticos
m; y my. Las funciones proplas correspondientes a estas con-

flguracmnes son:
2 n
1 X n », i}y ", vy =0,1,2
I ViVs e k=1 ke ke 2 .
. myms ,
. 2n . > nvk mj = 2.
Ie==1
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Transformando el impulso total .sobre e
obtienen nueve estados diferentes, caracterizados por los ni-

-
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Estas combinaciones lineales son iguales a las de las fun-
ciones propias de dos partlculas materiales, descriptas por fun-
ciones de onda simétricas si en vez de I' se escribe la funcién
de onda de Schrodinger. Como en el caso de particulas mate-
riales de igual energia, y estadisticas Bose - Eistein, las fun-
ciones correspondientes a L=1 desaparecen cuando ' v,=v,.

Las combinaciones lineales de la Tabla 1, permiten calcu-
lar la distribucién angular de la intensidad del campo, consi-
derando que ésta es proporcional a:

f Lpae(B B HYH) Ty pv:ds

que, para las distintas configuraciones. posibles dan los valores
que figuran en la Tabla 2; y son idénticas a las que se obtienen
de la teoria clésica superponjendo las ondas.dipplares y prome-
diando sobre las fases relativas. Esta observacién permite de-
terminar la polarizacién de& campo en cualquier direccibn.

TABLA 2 e

t

| ‘Distribucién angular dc intensidad

u = 2 1. 0 =1 —2
L=of - _ K =2 (v |-
L=1 ﬁ(l-{-% sen’ §) XK (14-cos® ) K(l-}-—% sen? §))

L = 2|| K (14-cos* 8) | I (1435 sen? §) | T (-3 --sen? ) [ (14~ sen® §) | I (14-cos” )

§ 5.— Interferencias en el campo de dos fotones.

Tratindose de dos particulas materiales idénticas sin in-
- teraccion

|‘1’|2 [$1(ry) bo(rs) 4= by(re) ‘4’2("1 |2
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da la probabilidad ‘de encontrar unade las particulas en el lu-
gar de coordenadas r; y otra en el de r,. Aparecen aqui, fe-
‘némenos de ‘interferencia, cuya naturaleza depende del cardcter
de simetria o antisimetria de la funcién 1}, ademds-de la con-
figuracion que define el estado. de-las dos particulas.

Nuestro propésito es averiguar si las funciones propias de
la Tabla 1 conducen a fenémenos de interferencias analogos:a
los que se presentan ‘en el caso mencionado. Existe, sin em-
bargo, una diferencia fundamental enire ambos- casos, y es que
no se puede, en manera alguna, airibuir a los fotones de un
campo coordenadas espaciales como ‘en el caso de particulas.
Pero, por otra parte, se puede hablar de la localizacién -de un
foton si se enuncia explicitamente un método de determinaci6n
de las coordenadas de un punto material sobre el cual actia,.
por e]emplo, un atomo en el que produce efecto fotoeléctrico.
"La’ energia del fotoelectrén permite’ individualizar al fotén ab-
sorbido y el ongen de aquel determinar las coordenadas del
atomo. ‘

Consideremos dos fofones de impulso, angular dado. La
probabilidad que estos dos fotones produzcan simultineamente

. g e d
procesos fotoeléciricos en dos‘ dtomos de. coordenadas ry, y ry,
depende de la posicién relativa de .éstos dltimos, y puede con-
- siderarse como una medida de la posicién de los dos fotones.

La probabilidad que el fotén v, sea absorbido por el éto-
mo (1) estd dada por el cuadrado del elemento de matriz:

v 0 -‘ -
H :i :21 /:/v ]_“ *Vl V2 (P*(%’l) A (P(Kl) I‘L-levﬂ ded T

4:)/2

donde (%) es la funcién de-onda del atomo. (1) en el estado

. >
inicial y ¢(%';) la correspondiente al estado final. A es el ope-
rador de campo analogo a (3.1). El elemento de matriz que da
la probabilidad que v; sea absorbido en (1) y v, en (2) inde-
N pend1ente del orden de sucesion en que ésta se realice es:

' vi v2 \12 0 xz 0
417‘1 M/L 7‘1 41 71 "'1
!
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Si ‘no ‘'se especifica: por cual de los - -dtomos es absorbigo
cada fotén hay que completar este. elemento de matriz con .los
* dos términos correspondientes a la absorcién de v, por el ato-
mo (2) y v, por el (1) en un caso,'y vy por (1) y vy por (2)
en el otro. . \

Consideraremos, como ejemplo, dos fotones en la conflgu-
racion L=1 y M=0. Se tiene:

|H‘ [Js/z(k1"1)']3/2(k2'"2) 111 —-’s/a(k2r1>-’3/2(k1’"2)l r ]
K

V" 172

[sen? &, sen? 9, sen?(p, — p,) + cos? &, -+ cos? Sl L

I; son las integrales- de las funciones prbpias de los ato-
mos en los distintos estados. El primer factor muestra fenéme-
nos de interferencias an4logos a los que se presentan en el caso
de dos particulas materiales que obedecen a la estadistica de
Bose -Eistein en la misma configuracién considerada: '

|12 = [Taa(kyrs) Joje(kare) — Joja(lars) Toja(Fey 72) 2
K

V"1 ry

. 2 3 : —
sen? &, sen? &, sen?(@, — ¢, )

Cuandg' v;=v, resulta |H|=0, debido a 'que la canti-
guracion L= '1 M= 0 desaparece, como en el caso de dos
particulas de 1gua1 energia, k;=k,.

La distribucién angular, resulta, en general, distinta a. la
de las particulas materiales, y esto se debe a que las soluciones
esféricas de las ecuaciones de Maxwell son distintas de las de
Schradinger.

§ 6.—Vinculacion con el efecto Zeeman.

'Si un proceso de emisién tiene lugar-en el espacio.libre de
un campo exterior es de esperar la conservacién . del impulso
‘angular total del sistema electr6n foton. Si se orienta un. itomo:
mediante un campo. exterior, con el objeto de-tener un 1mpulso
angular bien definido, y se retira este campo previamente al’
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proceso de emisién, para evitar la perturbacién que produciria
sobre este proceso, el impulso angular del sistema electrén-fotén
debe ser igual al impulso angular del electrén en el estado inicial.
$(r; 9, ¢) -es la funcién de onda del electrén en su es-
---tado fmal el impulso angular del sistema electrén-fotén es:

J:/]'q)*{l'xp+ L [I‘X <_E*+><I_:;_ I-Z)I'+l>< E)]}q’d@dr.

h= 1]9(1 ¥, P) 1,271,1‘}.

" Si, en particular, consideramos un fotén  dipolar y un electrén
p' en su estado final, al transformar el. 1mpulso angular " sobre
* ejes principales, aparecen combinaciones ‘lineales @, del mis-
mo tipo que las que figuran en la Tabla 1, si se- considera,
ahora, que 9 son las funciones propias del sistema electrén-fotén.

El cuadrado de los coeficientes de las combinaciones linea-
les que aparecen son los mismos que los que se obtienen de las
probabilidades de transicion en el efecto Zeeman con un campo
exterior que t1ende a cero. Consideraremos, como ejemplo, la
" transicién p—s en un campo exterior que tiende a anularse;
en estas circunstancias, la transicién es expresable por la super-
posicion de las transiciones l=1, m=]1, 0,1 a l=0; m=0.
La probabilidad de una. transicién que produce una linea po-
larizada en el sentido y direccién de los ejes z, © o y (z direc-

cién del campo magnético) es propormonal al cuadrado de los:

elementos de matriz: ‘ .

n 41 m _ i <l+1)2—m2) 12 7 141
futm= [(2l.+3)(2l—{-1) B

\

g L [(l+7n+2)(l+”1+1) ] 12 Rn’ M1 ‘
' 2

b (214+38)(21+1)
n' l+1 fm»H —_—— I:(l+m+2)(l+n7' l—l) ] 12 Rn' ZTI
Yo W ST T ey @it

1 (l-mt2)(l—mt1) K

! T me1 :_ _ R -1
Ta b =T l @) 5

6.1)
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wit it L [(omA2)(mt 1) 138 Ly

' o ‘ ¢ - - ) ' I
donde RY '"'= J Ryyiiy Ryyr3dr es la integral de la parte ra-

dial de las funciones propias del' dtomo de hidrégeno (%).

Las probabilidades de transicion que dan una. linea pola-
' rizada segtn las tres direcciones pos1bles en el caso con51derad0
son proporclonales a:

Al

a .

) —_ g 1
228 o 3 H = R

1 .
n’ll . n’1—1 _ n'l
|yn002+|yn0 O _'3—RnO
, '1
L, 10]9 ___ n'l
| 7 10 2——{3“Rn 0’

\ .
;.

La probabilidad de transicién cuando el campo exterior tiende
a cero estd dadaipor la superposicion de las anteripres. Los coe-
ficientes que en ella aparecen son los cuadrados de los que in-
tervienen en la funcién propia que describe el sistema electrén-
fotén en la confmguracmn‘ L=0, M= 0 (Tabla 1, donde se
sustituye - I'; » por @.).

Por otra parte, si el campo exterior permanece flmto, se
puede - determinar en ‘el estado final, independientemente el im-
pulso angular del electrén y: del fotén, en tanto que el impulso
angular total del sistema, no estd sobre ejes principales, debido
a la influencia del campo exterior. El hecho es andlogo al efec-
to Paschen - Back,. pudiéndose esperar que, en nuestro caso, se:
mantenga la conservacién del impulso angular con un campo
- suficientemente débil, cuya intensidad .puede estimarse por la
energia de acoplamiento entre los impulsos angulares del electrén
y del fotén. Esta energia de acoplamiento puede calcularse me-
diante la energia de perturbacién de segundo orden E®) que
éste ultimo ejerce ‘sobre el pr1mero pudiéndose, asi, hallar la

(Y Ver p.c. H. Beras, Hand. der Physik, 24, 1 phg. 432. Berlin, 1933.

;-
s
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mtensuiad del campo magnético que produciria una plerturba-
ci6n equivalente. '
Sea |E|? la intensidad del campo eléctrico. de un dipolo -

X\
en la region rg—z? Resulta: ' '

-e2lg?

L'(2)—___ | E|2
Para un fotén dipolar contenido en una esfera de radio
R=¢t(t, tiempo de transici6n),
he ks ,
2rn R ,. ,

Efp=

La intensidad del campo magnético que produce una per-
turbacién equivalente, dada por la relacién:

I
- B)=A w—_fb'_[{

resulta del orden de H, =105 Gauss. Campos mayores destru-
yen el acoplamiento de los impulsos angulares.

§ 7.— Espin atribuible dal fotdn.

No existe inconveniente formal de obtener para el campo
electromagnético, siguiendo el formalismo general, la divisién

_del impulso angular -total en impulso orbital e impulso de es-

pin (%)

&,

> 8 I > ’
J=— 2' [E*(rx grad) As+ conj]dt +
-1

e +* > d b 71 .
+—8n—cf [ ><A+coru] T, ( ).

Hay que tener presente, sin embargo, que para el campo
de radiacién electromagnético no es posible, en manera alguna,.
definir la densidad de cuantos de luz, por lo que tampoco es
posible introducir un operador que contenga las coordenadas

o,
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locales de los cuantos De. ahi la dificultad de definir el espin
para fotones. Existe, adem4s otro inconveniente destacado por
‘L. Rosenfeld(5) y es el de no ser los términos de la se-
paracién (7.1) invariantes de medida.

~ Las razones aducidas en Parte II, § 10 conducen a la se-
paracion:

OA*. > ‘
8nc,/‘s,=1[ (rx grad) A —l—con]] de+
f[L'*xA HAO—]-conJ] »(7.2)

Mediante la transformaciéon de medida:

-

->
A =4 +grady

Op.
AO_AO ():1:0 ’ !

el término correspondiente al impulso de espin se lransforma

=
*

S—l—f H* — oH + conj]d<

. 0,

La 1ntegral no se anula en general, por lo cual, en esta

representacion, tampoco S puede ser introducida como una
‘magnitud inherente al campo de radiacién electromagnético.

N

Arfinpicr T

Las solucmnes esfencas de las ecuaciones de Maxwell se
expresan (6)

. , > . > = . Onv
Epytm= Egyhmeiket  Ygybm=Hgybmethey  fp=——-.
. . ¢
(*) L. RoSENPELD, Aéad. Roy. Belg. (CL Sc.) 18, 562, (1942).
(°). Ver. p.e. M. BorN, Optik, Julins Springer, Berlin 1033, phg. 278.



— 185 —
" Ondas eléctricas,
' (E)
l(l+1)

) E m=—C, . cpl(kr le(cosa)ebm‘f’ Hlm——

' cl
Bpim=Cyp - L 3 ifhr) o Pw(cossww

H&"’" - Cl,m .’n: 9 q’l(k’) Pm(cos §) eim?. .

m_d cpl(kr) Py (cos %) £ime

bm rsen & drr

. Bghm=C
I‘ .
H lm———_clm " (]ﬂ‘)d—Pl (COSS)elmq’

Ondas magnéticas,

o)

Elm=0 . Hm=C,, (l+1) cpl(kl) Pym(cos &)-ei";-‘P
E{)l,m Cl m frn f) (k’) Pl’”("os 3) eun‘P
S B ) pin(anso) e

E lm—ClmiI—c—cpl(ln)Pl m(cos &) eim® .
im d

H lm:C '
P T M sen & dr

@y(ker) le(cos 9) eim®
Con:
I by (e ) = VE Jigaso(ler)

Jec (2L41)(I—m) 1 7 112
ke 111 (I-m) 1]

'Gl.m: [
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Para las ondas (E) los elementos de matriz de la energia
(2.2) se calculan:

,ms ke |W|Lm, k)_ Cz»,m'Cz,,, f f f {l'(l’+1)l(l+1)

dlb 4 dlb mm/
brby Py Pyt ( : l by ) [ send " P+ .
' dPyv  dPmy ] .
+ sen? &—_d—é X d%”l ] } elmm)? r2sen $drddde. (2)

_ La expresién entre corchetes se transforma, mediante in-
tegracion por partes y empleando la ecuacién dlferencxal de 1las
funmones Pym(cos¥) en:

2 (I-m)!

l(l—l—l)f Seﬂ&Plrm le d&:l}(l—{" 1) m blll,
0 .

‘con lo cual se tiene

I(14+1) y (btm)!
(L)~ ()]

[l e

‘0

(l’ _ |W|l m,lc)_—C}?lm 8, S0

Teniendo- presente la relacién:

d : -1/,

&7-71+1/2(k") == Tiigso(ler) +Je Jygya(her)

y -la aproximacién asintética -

1- N’
Jm,z(kR) > m sen (kR — %)
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se obtlene, con el walor asignado a C;,, la (2.2). De (2.3)
. se calculan los ~alores k,. Conocidos éstos se tiene:

R

6Iaikn' .
r=, *

o d .
f r Jriase(Bn ) Juyso(benr 7) dr = [71‘,‘ Tuasa(ben)
J X
Las componentes de (2:1) son:
N |i'm)=—1—f[rsen&Elva{;*l;'l;l’A—_ ,
. 2 8nc o ,
| ‘ + conj]rzsenddrddde | (4)
my iiﬂ l "m}=if[_irE L F ¥l
R S
—rcos$ E pbm Hyxlm ed:i«’-}—' conjlde.  (5)

La primera, teniendo presente (E) da d1rectamente (2.4).
La (5) se calcula consuierando la relacion:

21T o1t

f [m cos & Pym Pym’ 4 Pym —j—& Pym'] dy = D/ Pym Pyme+ sen & ds;
-

.y solo no se anulan los elemen‘vos de matriz para los cuales
'=1ly m=m/’ —|—1 , , >

El Cap. II. Campo mesotrénico - vectorial
apareceri en el ndmero préximo. *



