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8. - Ondas con energías positiva y negativa. 

. Co;nsi~leremos las. dos funciones 

+'" -? 

. I 

DH(x)=~J exp[i(K,;)+ikoxo]dgK (141); 
, ~3 ~ 

-:lO 

D(x) puede ser expresado ¡en términos de D(+)(x) y DH(x),: 

. 1 
D(x).= '2 [D(+)(x) -DH(x)]. (142) 

Las funciqnes D<±) (x) son soluciones de la ecuación de 
Klein-Gordon 

i(D +X3) D<±) (x)=O, (143) 

como se puede ver fácilmente si tenemos presenta (140) y (141). 
D<±l (x) 'puede ser caracterizada como la: solución de (143) que 
satisface las \ condiciones iniciales 
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+= ? 

[D(±l(' )] 'i f -+? d3K 1 o . 
x (%0-0)=-4'" exp[i(K,r)]-"-=-2 ~Ho(l)(ix1') (144) 

1t~. 1~0 l' u1' 
-X) 

. . 

Las funciones D(±) (x) pueden ser expresadas' mediante fun-:
ciones de ,Hankel: 

·10 
D(±) (x) = ---;;¡ or F(±) (1', xo) (146) 

1 
- H 0(2) (X 1/ x02-r2) xo>1' 
2·· •. . 

1 . . 
F(-t)(1', xo):- -"2 Ho(l) (X YX02-1'2): 1'>xo>-1'· . (148) 

1 . 
~"2HO(l) (X YX02"':"'1'2) ':"'-r>xo 

. - ~ HO(l) (X Yx02_1'2) xo>,r 

1 . 
F<-1(r, xo)= __ -HO(l) (X YX02-1'2) r>xo>-1' (147) 

2 . 

1 
"2liO(2) (X 1IXo~-1'2) -l'>xo· 

P~r medio de D(±) (x) ppdemos formar otra solución real 
de la ecuación de Klein-Gor,don,: que tiene gran importancia: 

(149): 

Esta función es' bien conocida y aparece en la t?,Oría del po
sitrón. 

Dl(X). es la ~solución de la ecuación ele KleiiJ.-G¡o¡r~don dete~
minaelapor los val'ores iniciales 
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(150)· 
:".: , .. 

: .:. ~ :" [ a . ] -D1(x) =0. 
axo (%0=0) 

(151) 

.',:' 

9 .. ! ~ Hasta ahora hem03considerado la ecuación de Klein
GQI'.dop como referida a un campo de ondas mesóni~s. Ahora 
sup<i(tidremo& ·.que la ecuación de Klein-Gordon está r.eferida' a 
un. .c~mpode ondas electrónicas, para investigar la contribución 
de las ondas con energías negativa y pos!itiva. - ..• 
. Las ecuaciones (140) y (141) muestran ,que D(T)(X) está 

formada· por la superp;osición de ondas p,lanas con e~ergía po-
~-+ . 

sitiva exp [i( K, r} - ileo xo] mientras q~e DH( x) esiá formada . 
por la superposición de ondas con energía negativa 

~-+ 

exp [i(K; r) + i ko xol.' 

La función D(x) es una solución de la ecuación ,de Klein
,Gordoo formada por la superposición de onrIas con energías de 
ambos signos, como resulta ele (142). Dl(X) está tambiénfor

. mada.porla . sup,erp:OOicióinde ondas con energías negativa y 
pOsitiva. , 

:Es notable que las funcione,,> D(±) (x-x') no se anillan cuan
do (x') está afuera del COino de luz die (x), com¡o se \líe en las. 
ecuamo)l1és (146), (147) Y (148). Por lo tanto las sohicion.es 
de la ecuación· de Klein-Go'rdon representadas por D(±) (x) . con
tiepen acciones con velocidades de p;ropagación mayores de c. 
Como J)(±) (x) son las únicas solucion(\s invariantes de la eoua
ción : de Klein-Gordon que pueden ser formadas por super
posición de ondas planas con el mismo signo de .la energía y 
todas las longitudes de onda pos~bles, se ve que (,es necesario 
,cOfl,sider.ar soluciones de la ecuaciÓn de Klein-Gondon formadas 
por la superposición de ondas de ambas energias (negativa ,y 
pos'itlva) , p(lra evitar acciones con velocidades de propagación 
maY'0res de c. 

De (140) y (141) obtenemos 

D(±)(x) = -l-f 
21t1' 

u 

± 'k ·K· 'K dK e 1 OXO(el r _e-J r)_ 
, ko 

(152) 
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(153) 

La ecuación (152) da la descomposición de D(±) (x) en 
o~ldas incidentes y emergen bes , que corres'E0nden a e-iKr y e,Kr, 

respectivamente'. Es interesante observar que si aplicamos la 
interpr.etación usual a las ondas esféricas de D.H( x) tendría
mos que oopsiderar la onda emergente con ,energía negativa 

~exp [íleo Xo +iKr J como una onda 'incidente, porque los, ra-
r , 

dios de las esferas 'cuyos puntos tienen la misma fase, decre'-' 
cen cuando X o crece; la onda de energía negativa in'cidCliic 

~ exp [ileo X o - Ú(r] aparece como una onda emergente, con la 
r 

interpretaCión usual. 
Las expresiones de D(x-x') , 

1 
D(x-x') =2 [G,:el(X, x') - Gav(x, x')], (154) 

, 1 
D(x-x') =2 [D(+}(x-x') - D(:"')(x-x')], (155'), 

que correspü¡nden respectivainenLe desde los puntos de vista de 
los campos de ¡o:qdas mesónicas YI electrónicas, ,cornesponden 
tambit\n a difererites descomposiciones de los campos radiativos 
e11 ondas emergentes é incidentes. Mientras en, (154). están las 

. ondas emergentes' del campo retar,dadl()l y las ondas incidentes 
de los campos avanzados, en (155) hay dos clases ,de ondas 
emergentes ,e'incidente's origjnadas en las energías p:eg~tivas y 
positivas. La teoría de Dirac de los fotones de energía negati-
va (12) puede ser considerada como una tentativa de intr:oclucir 
una descomposición del tipo (155) en el campo electromag-
nético. ' i 

Las singularidades de D(±)(x-x') en el cono de luz de ,(x),. 
no nos permiten obtener soluciones l\J(±) (x) de la 'ecuación ho
mogénea de Klein-Gordon : referida a una inhomogeneidad' 41t 
p(x) similar a l\Jil'r(X), Y que co~tenga solamente ondas conener':' 
gía negativa o positiva. En ,verdad, una tal solución sería 

+00 

l\J(±l(x) = J D(±l(x'-x') p(x') d4 x', (156) 
-00 
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pero la jutegral del miembro der,echo de (156) no tiene signifi
cado debido a las singularidades de las funciones D(±) (x-x') so
bre el cono de luz de (x). Para poder dar un significad.o a 1!U 
integral de (156) podemos usar integrac::ión' compleja para la 
variable xo, pero aUn usando integración compleja no podemos 
definir. soluciones del tipo t¡J(±) formadas' solamente por super
posición de ondas, de energía negativa y positiva. 

10. - Las singularidades de D(±) (x) ,pueden ser convenien
temente analizadas por medio de las expresiones F(±)(r, xo),si
milar á aquellas de F(r, xo) dadas en la 'sección 2. Tenemos 

", ,1 
F(+)(r, xo) =- [1 +sgn (xQ-r)]H()(2) (x VX02-r2)-

~ 4 . t' , 

1 ' 
- - [l-sgn,(xo-l')] Ho(l) (x VX0

2-r2) =-
4 " ' 

, 1 ¡ " 
'=2 sgn (xo-r) Jo (x Vx02_1'2) - 2:N() (x VX02-r2). (157) 

De manera análoga obtenemos 

De (157) Y (1'58) obtenemos 

FH(r; xo) ~ F(+) (1', -xo)' (159) 

No es la función de, Neumann de orden cero, de acuerdo 
con' la 'denominación usada por Courant~Hilbert (2). Es la fun
ción de Weber de orden cero, según la denominación de G. N. 
W,atson, que la designa por Yo' No(u) tiene una singularidad lo
garítmica en el punto u = O. 

(160) 

N o( u.): = ~ J o( u) . (log ~ + C) + series de potencias pares en u 
~ ; , , 1t, .--... 2 ' 

C = 0,5772157 . .. (constante' ele Euler) (161) 
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, ti' 
Necesitaremos la expresión de la derivada du N ó( u) que se 

w~a' generalmente como 

, 'd ' 
áu No(u) =N1(u). " (162) 

N1(u) ~s la función de Neumann de primer orden' 

, N1(u) = ,~ J1(u)Oog ~ + C) --~~+ 
+series de potencias impares en u. , (163) 

Sin embargo, la fórmula (1.62) no es adecuada para los mé
todos simbólicos que estamos usando. Debemos iomar 

:~No(u) ,-N1(u) -2il'l(u). (16.1) 

La ecuación (164) resulta inmediata~ente de (16,0) teniendo 
_ en cuenta que ' 

dI' 1 . 
-d og u= - - i1tb(u). u . u , (165) 

',' '(r6~)Obtenetn~de(i57)Y (158), y teniendo presente, (18) Y 

D(+)(x) , l'I(xo-r) 
, r 

(166) 



Teniendo presente (29) y (30) obtenemos de (166) y (167) 

(168) 

(169) 

Estas ecuaciones son importantes p'orque muestran la re
lación entre las funciones D<±)(x-x') ylas funciones de Green 
para las solucionesavanz,ad.a y retardada. Tambiénsori impor
tantes desde otro punto de vista, ya que muestran las r,ela<ion'es 
entr,e las funciones de Greeri y la solución fundamental V (x,. xi) 
de la ecuación de Klein-Gor,don, por ser 

Obtenemos de (168) y (169) 

, '. H (1) ( V (1.1. '1.1.) ( . x') ) 
Dl(X-X') =iG(x, '(1;') + _lX 1 X X ,-',1; x~- u 

" . 2 V (xl.l.--x 1.1.) (xu-x u) 

- ih({xl.l.-x'l.I.}{xu-x' u}), (171) 

Cuando X = O, la solución fundamental se torna 

[V(x, x') ](x-o) = (xu.-X'I.I.)~xu- x' u) . (172). 

y 

[D(+)'(x-x')] (x=o) = [D(x-'x')]éx=o)~~[V (x: x') ](x=o) (173) 
, . TI , 

, ' , '. i . 
[DH( x-x')] (x -o) = - [D( x-:-x')](x =0)- -; [V (x,x') ]CX =0) (174), 
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.' ·.··1· . . . 
[Di (x'-x') ](1.~o) -: -[V (x~ x') ](1. =0) • 

re 
(175} 

Es -importante hacer notm'que tenemos. siempro' . 

'. 'i, . " . 
D(+)(x-x') .:....D(x"7""x') --V(x-x') + términos regülares. (176) . 

re 

.... . i ' . . . .... 
DH(x-x')=-D(x-:x')-~V(x-x') + términos regulares. (177) 

re 

1 . 
D1(x-x') =-V(x-x') + términos regulares. 
'. re. . 

(178) 

Designamos aquí con «términos regulares:» a aquellós que 
no divergencuando el intervalo entre los puntos (x) y (x') se 
anula. Resulta de (176) y (177) que las 'integrales del miem
bro derecho .de (156) no tienen significado deBido a las singu- . 
laridades de V(x, x'). Las singularidades de V(x, x') no son las 
mismas en el caso general cuando X 'C""/= O Y en el caso \,particular 
cuando X = O; esta circunstancia da cuenta de .la no validez del 
principio de Huyghens para campos cuyo cuanto tiene masa 
finita. 

11. - Funciones de Green eri. el oampo de la integración 
compleja. 

Schrodinger (5) ha'~ demostrado que la solución .retardada 
de la ecuación inhoinogénea de Klein-Gordon, que co.rres
ponde a un punto fuente en movimiento., puede sér expresada 

. 1 1 . . N1(xu) d' l como tilla mtegra comp eJa que contIene a' , es . 'eClr, a 
. u . 

solución fundamental V (x~ x'). El método. de Schrodinger puede 
ser extendido a cualquier clase de inhomo.g"'eneidad lo. mismo. 
que a otros . tipos de solucio.nes de las ecuaciones inhomogéneas 
de Klein-Gordon. Veremo.s que la solución fundamental es una 
especie de func~ón de Green si se uLiliza integración I.compleja 
Gon respecto a la variable tiempo. 
, .. Consideremos las integrales Y(+) e Y(-): 
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y(+)=- ! f· V(x, x') p,(x') dx'o' 
(L+) .. '. . 

(179), 

y(~)' -! f V(x,x')p(x')dx'o~- (180); 
(L-) . 

L+ Y L ~ . son los cammos de integración representados en 
lá fig. 2. Teniendo presente (163) y (170) obtenemos 

:1. 

Fig. 2. 

(181) 

Y(+)=xJ~ J1(X V(Xft-X'fl) (xu-x'u») p(x')dx' _ [p(X')] , '. 
-00 V.cXfl_X'fI)(xu~x'u) ., o ~_;'I' (x'o=xz) 

-+ + 

:Vo = Xo -17'-1" l· (182); 

+ +. 
",: .. Xo ~Xo +/i'-r'l· (184) 

De donde 
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'. +x> , 

tP;et(x) = ! jdax' JV(x, x') p(x') dx'o' 
-OC> (L+) I 

+x> 

tPav(X) = ! r da x' J V(x, x') p(x') dx'o' 
(L-) 

" 

(185) 

(186) 

Podemos reemplazar en (185) y (186) la fmición V(x, x'), 
por alguna otra función U(x, x') tal, que la diferencia V(x, x') 
-U(x,x') sea analítica y r,egular para todo valor r~al de x'o-

Es notable que no es de ninguna manera neoesarioque 
y (xfL-x'fLj(Xu.:"'-x'u.) U(x, x') sea una función del argumento 
s = Y (xfL- x'fL) ( Xu. - x' u.) ; y si es una función de este argumen
to, no neoesariamente debe ser una solución de la ,ecuación de 
Bessel 

d21 1 di . l' -+--+ (1--) 1=0. ds 2 s ds S2 . 
(187) 

Las considera'ciones preoedentes muestran que si tratamos 
de definir las funciones tP(±l (x) por medio de integración com
pleja, en el miembro derecho de (156), tenemos una gran arbi
trariedad. En verdad, debemos' neoesariamente usar integraci6n 
real. con respecto a x'o para los términos que provienen de la 
parte de D(±) (x-x') que se asemeja a b; por otra parte hay 
térininos qU(;l pueden ser integrados por integración compleja o 
real, pero ,el resultado depende esencialmente de la clase de in-
tegración que se utilice. . , 

Las 'consideraciones precedentes, referentes a la posibilidad 
de reemplazar V (x,x') por otras funciones muestran que tene
mos 

-l-oo 

. tPret(x, x') =i f dax' J D,l(X-X') p,(x') dx'o· (188), 

-00 (L+) 

+x> . 

tPav(x,x')=i J da x' J Dl(X-X')p(x')dx'o· (189) 
-OC> (L-) 

\ 
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Si ponemos 

+00 

2 J ... dx' 0= f '" dx' o + J ... dx' o' (190); 
--00 (L+) (L-) 

obtenemos 

-f.,oo 

,tPliy(X):='i J Q1(X-X') p(x') dx'o' (191); 
-Xl 

El métoflo ,de obtener soluciones de la ecuación inhom:o
génea de Klein-Go;rdon por intermedio dt} V(x, x'), está relacio
nado con el usado por Sommerfeld para la ecuación de D' Alem
bert (13). Ya hemos visto que la función Vex, x') se .convierte en 
S-2G(xflo -x'flo)(x¡¡.-x'u;)]-1 cuando X=O;; de manera que. la 
fórmula de Sommerfeld pueda ser obtenida de (185) colocando· 
X = O. Veremos en la siguiente sección que el método de Som:
medeld puede ser extendido a la ecuación de' Klein-Gordon. 

12. - COIllisideremos la ecuación diferencial elíptica 

(192) 

La función W(y, y') 

W(y. y')=~ JtX N1(xR) 
I , 2 R (193): 

es una solución de la ecuación 

, . 

Sea .Q un volumen del espacio cuatridimensional enoerr.ado 
por la superficie ~. Para dos fu¡nciones ~,tP cualesqwera, re-
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guIares, én .o, tenemo¡; 

, (196) 

n = normal exterior a .:E. 

Tomemos ,~ como solución de (192) que se anula ,en el 
infinito yiq,= W(y, y'); el dominio de integración sea todo el 
espacio cuatridimensional, menos una pequeña esf,era S con cen
tro en el punto (y) y radio E. Como 

3 d2 ' 

(.:E-'-2 -X2) W(y,y')=O 
p.-o dy IJ. 

en .o, obtenemos, de '(196) Y (192) 

(197) 

(198) 

f f d~ d -
- 4n W(y, y') p(y') dQ= [W(y, y'):\ -l\J:\ W(y, y')] dS. 

g (8) un un 
, 

Cuapdo E tiende hacia cero, el primer término bajo la inte
gral en el miembro derecho de (198) da una contribución nula 
a la integral, porque la mayor singularidad de W(y, y') es. 
R-2~ Por lo tanto 

lím f [lV(y, y') dt¡J -:tp ~ TITe)', y')] IdS 
E-)-O dn ; dn 

(8) " 

De donde 

, f 2 = - t¡J('x) lÍlJ11 R3 dS = - 4n2 ~(x). 
E-)-O (8 

) " , 

(199) 

--1-«> 

~(y)= ~ I W.(y,.y') p(y') d4y'· 
, ' 

(200) 

La ecuación (195) 'es una consecuencia evidente de la 
(200). _ 

La ecuación elíptica (192) se transforma en la ecuación in-



. homogénea de Klein-Gordon por el cambio de. variables 

W{y, y') se transforma en V(x, x'). Las ecuaciones (185), 
y (186) ',se pueden considerar como las formas transformadas 
de (200), . .. 

13, - Podemos usar como funciones de Green para la inte
gración compleja una función sin singularidades logarítmicas 
U(x, x') 

U(x, x') = i1tX J1(xl V (Xfl_X/~)(XU-X'U) 1) + . 
2 . V (XfL-X/~) (x u-x' u) 

Se ve. fácilmente que 
-l-«, 

tPrel(a:) =! f d3x' J 'u(x, X/)p(X/) dx'O: 
(L+) 

-l-«, 

. tP~v(x) = ~ J d3x' J . U(x, x') p(x' ) dx'O' 
(L-) 

14, _ La función J 1 (xs) , 
. s 

(202), 

(203), 

(204), 

. Hemos visto que las varias flmciones de Green de la ecua
ción de Klein-Gordon difieren de las correspondientes para la 
ecuación de D' Alembert en términos que contienen a la función 

J1(xs) e .' f' , 1 d'f --, omo estos termmos se re· leren preCIsain,ente a r·erente s . 
comportamiento de los campos mesónioo y electrlCWIagnético es 
importante examinar las propiedades de J1(xs) , 

. s 

J1(xs) es una solución de la ecuación de Klein-Gordon 
s 
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(205) 

que es igual a - ~ sobre el cono de luz de (x). De donde re

sulta que 

(206) 

. -+ -+ 

_ b(xo~x'o-lr-r'l) (207), -x -+ -+ 

.lr-r'l 

. [J (xs) -+ -+ 1 . 
(O+X2),1 {l-sgn (xo-x'o+ Ir-r'1)} = 

2s ' 
" 

-+ + 
_ b (Xo-X' 0+ 1 r-r'l ) (208) -x -+ -+ 
- Ir-:r'1 

Estas fórmulás ,conducen inmediatamente a la expresión de 
las func!ones . de Green de la ecuación de Klein-Gordon; basta 
tener presente ,que 

No podemos obtener una solución de la ecuación homogé-' 
nea de . Klein-Gordon de la forma 

J1(XS) 
porque -=-"--'

s 

(210) 

. cliverge cuimelo S2 = - oo. Si limitamos la inte-

grac;ión a "la región del espacio-tiempo interior a los semiconos 
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del pasao o idel futuro del' punto (x); 6 a toda la región inte
rior al ,000llO de luz de (x) no obtenemos ninguna otra solúci6~ 
de la ecuación homogénea de Klein-Gordon ¿j,ebido a las ecua- . 
ciones (206), (207) Y (280) .. Consideremos, sin embargo las 
funciones . 

(211) 
, -J.«> 

- . X f +? J1(xs) 
tPir'/+)(X) =- [l+sgn (xo-x'o-lr-r'I)] p(x') d4x'. 

2 '. s . . 

(212) 
-J.«> . J ( . ) - : X .' + ~ . xs . 

tPir¡lH(x) = - J [l-sgn (xo-x'o+lr-r'I)]· 1 p(x') d4x'. 
2· s 

Obtenemos de (207) y (208) 

-(O+X2) tPil'/r)(;v ) = X~ [tPrelC x) ](x~o). 

(O+X2) lPir~X-)( x) ~ X2: [tPav( x) ](x=O). 

De donde 

(213)' . 

(214), 

(215) 

(216) 

tP¿.,.(t) tPirl'(-) pueden ser convenientemente expresados por 
iptegrales complejas 

(217) 

+~ , . 
- .. (- X J ' J J1(xl s l) (' d' , tPirl')(x)=-2 d3x s px)xo·· (218) 

(L~) 
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L+ ':J L - . son los· carrii,nos de integr.ación representados:' 1fiil 
.lá fig. 2. '¡Las ecuac~o¡nes (217) y (218) evidentemente están 
rel"ciO',l1adas con las ( 203) Y (204). 

15. - M. Riesz (7) ha dado un método de integración de 
las ecuaciO',l1es .de diferenciales· parciales hiperbólicas de segundo 
ordep. en las (males aparecen funciones que están vinculadas a 
las soluciones fundamentales de Hadamard. En el caso. de 'la 
ecuación de Klein-Gordon la función de Riesz es· Za( X, x') . 

ro 'r(l-~) 
Za( x, x') :=;E.' . 2 X2l Zoa+21( x, xT 
. 1=0 1'(l+l) l' (1--; -l) . . 

2rc . a-! 2rc 
Zoa(x X/)= __ [(X!L_X/~)(X'-X' )]"2=-_sa-4 

'!l(a.) u u !l(a) 

Se ve fácilmente que 

a-! 
1 . s-

Za(x, j;,) -a (-) 2 .J a--4 (Xs). 
2"2[' (;) X . 2' . 

(219) . 

(220) 

(221) 

(222) 

Zóa(x, x') es la función ele Riesz para la ecuación de 
D'Alembert; está relacionada con la solución fundamental me
diante esta ecuación 

a-J, 

a' I - 2rc [ I J-2 
ZO ,x,x)-.!l(a) V(X,X) <1..=0): (223). 

Se ve inmediatamente que 

(224) 

Riesz 11;a demostrado que 

(225) 

I 
\ 
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" "., -1 "t" pe x) ". T[l +sgn (xo-c"' 0;--1 ;-; 1) 1 z 0«( x, "')p( x') d,"" 

.. A', \,. "_~.:' _ " _ .,' ", 

(~26) 

~','. 
" .' 

A:: ,. 

"'" . ',' 

,'-'.1- . '. 

; 
'" 

- \ I 

''', " 

,~ "LR in.,te[raf del mi~mbro ,derecho de (226) tiene significado 
para vl:!lóres\de a., eón' parte real 'mayor' que dos~ pero si con-' 

,.' sii!er'\arrios I;,~r.a p(x) comoU(Ila función del, parán:'letro com-
• pIejo' a., pue9.8 ser prolo!ngada ,analíticamente ,p,araotros valores 
de a.; La prol~ngación, analítka. para valores, con parte fe al Ra. 
'positiva' puede ,ser 'efectuada, 'por, una 'integración ,'parcial. ,Efec-
tivamente; poilgamos ~ ,x:o-:-xo y 9btendremos ~ 

, i 

,,' , 1 1 (f, 
, sa-:-,t = -' - '---- - sa-,-2 
, 'a.-:-2 ~'u~,' . (227) 

, De ,donde 

+",', ~I;'-;,I 

¡,,,«pex) [ \ )]'J d3X.' J :, (~'C sa~2)'p(x')d~., .(228) 
, '2",-'2 r '..::.. ''o )u'o 

;' .' ,', ' ,,2, -oc :-'" 

,Por integración parcial obtcnéinos de (228); para Rri >2 ;; 

(229) 

Esta f6rmula nos permite prolo~lgar analíticamente 1,-el,a,p(x) 
para Ita ;>0; así obtenemos' , 

, [tPre¡{x)] (x';"O) • , (2:30) 
" 

,Podemos e~cribir fórmulas análogas a la: (225), para la 
ecuación de., rÜein-Gorclon 

(231) 

, . 
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(232) -

Para valores de a. con parte real 'mayor ,qued~s' 

,..1-«> , , 

Jr~ta p(x) = J [l+~gn (xo~x'o-I;-;'I)] Za(x: x') p(x') d4x' (233) 
-X) 

+> , , 
Ja~ap(x) = J' [1-':sgn (xo~x'o+I;'-;1) ]Za(x, xl)p(x'),d4x" - (234) " 

-«> 

Para ot~os valores ele a. los' funcionales .r;eta y, Java están 
definidos por prolQngación analítica. ASÍ, por ejemplo, obtene-
mos de (229) y, (219) , -

, ' 1 JJ..oÓ ~ '-7 ' 

Jreta p (x) = 2 [1 +sgri (xo-x' 0-1 r-r'l )] sa-2 
, , 2~--2 [r ( ~ ) 1 -«> " _ ' ' 

" , ' ~ ,,' " . 
~,[ p (x'), ] d4x'.+ 2n J '[1 +sgn ( xo-x~ 0-1;-; 1) ] 1''( 1- a.

2
) 

OX o xo-x o '.' " " 

, 00 X21 sa-4-¡-2 1 
,I 'p(x') d4x'. 
1=1 H (a.+2l)r(l+1) r (1- f--l) 

\ 

(235) 

y, en forma análoga obtenemos ' 

.. .:~I. 

" J uva p (x) = -'-- _ [ ~ '(' 'a ) ]: 'J, [l-sgn (~o-x' 0+ I~-;' 1 ) ] sa~2 
" 2a1 1 -,' 

, 2 -O<> ," 

.. ' +""',"', 
,. '~[ p(~') 1,d4~'+21tJ [l~~gn (xo-do+\:-;\)]i' (1- ~) 

" ox' O xo-x' O ' ' " " ' • a. 
.' . -X) 

'<lO 'X21 'sa-4-¡-21 
. ,I' " ' '"p(x') d4x'. 
1~1 H\ ~+2l) 1'([+1) r (1-- ~ -<l), " " 

(236) 

Resulta ,de (235) y (23~) que . 

',. ',,'" 

l' 

1,' 
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.. 

1;¿t.;p(x)=Iret2 p(x) -

. -~. . ... 

, X'J'" -+ -+ .' 11(XS)' - .. . "2' • [1 +sgn (x:o-:-x' 0-1 r--:r' 1)] s . p(x') d4~' 
. . -." . '-

(237) 

! 

+00 . 
X J ' + + J (xs) "2 [1-sgn (xo-!-V' 0+ 11'-r' 1 ) ] 1 S P (x') d4x' (238)' 

.' -<>O 

(238a) 
. -

. Obtuvimos pues (2,31) y (232). lIe~os,demostrado la vali
dez de ,(231) y (232r haciendo. uso de nuestro conocimiento 
previo de las soluciopes avanzada yretarda:da de la ecuación in
homogénea de. Klei,n-Gordon. Así hemos. deducido expI.;esiones 
de aquellas soluciones del tipo de Ries'z, sin usar el método de' 
Riesz. ¡\.hora deduciremos. dir~ctamente por eE;te' método la (231) 
,y (232). ~esulta deJa defipición de los funcionales !reta y J((Va 

, que para'valores ele a, cuy:a parte. real es suficl,entemente· grande 

(O+X2) Jl'etCJr/-2 p(x) = Jre/a p(x) 

. (O+X2) J ava+2 p(x) . Java p(x), 

(239) 

(240) 

. (241) 

(242) 

Estas ecua,ciones son evidentemepte válidas para todos los 
valores del. parámetro a, para el cual podemos,' defipir los fun

. cionales JporproloingacióIi ,analítica; Se lpuede ver que la pro
longación analítica es' posible cuando' a, -:-.0; por lo, tanto 

(O+x2) 1reta p(x) =41t p(x) . 

(O+x2) Java p(x) =41t p(x), 

/(243)· 

. (2l14) 
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como. consecuencia de (239) Y. (240); Y 

¡relo p(x) =4n p(~) 

Jauo:p(x) =41t'p(~), 

.(245) 
, '. 

(246)" 

como cQl1secuencia' de (241) y (24$). Así obtmiemos' (231) Y 
(232). " ' 

16 . .:...... Las' consideraciones ,precedentes indican que el mé
todo de Riesz est~ basado en la posibilidad de definir el' o'parador 
unidad y operadores diferenciales, coh1,o prolongac¡ón a.naHtica 
de operadores. integrales real,es CQIl' Parámetros o complejos: ,Así 
obtepemos un método. que . ilosp~rinite evitar el, uso de la fun-' 
ción b, de Dirac, y sus 'derivadas~ Para ,obtener un mejor dis-, 
cernimiento' de estas cuestiones consideremos la integral de Rie-

o mann-Liouville de orden fraccional 
. \ 

" 1t 

yate u) = 1'(:) J I( t) (u~~)a-l dt (247) 
->O ' 

E~ta ~epresentación de ya es válida para valores, de a eon 
,parte real ,positiva, pero puede fácilmellteser extendida a otros 
"valores por prQlorngaciónanalítica., La prolongación puede ser 
efectuada por' integ:aciones parciales suces~vas, y cpnduoe a las' 
ecuaciones 

'yO f(u) =f(u) 

. \ dn " 
y~~ I(n)" dun I\u), 

.dOnde n es un número entero pos\tivo. Como 

/+ +/. r H' Z"(x, x')p(x)rh'o .. 2""i'-(~) \'{i--1 ) 

xo-I~-0/ ' " . . a 4 

f [( xó-x' o~ ,;-;, 1') (Xo-'-x' 0+ ,;-:-;,!)] i p( x') clx' ~ ~ 
:..-;.0 

(249) 

(250) 

, ' 
~". , 

. " 

l·: 

, , 
',.~ 

1"' ' 

"." : ," 
! \ 

," 

" ~ " 
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"I~ ~I 
,': ,1 ,'fxo-S:~:"'[ ,'(XS)2 

." <2a/~r(;) -00' -. , 41'(;) 
Y 

, a-2 ~ ~ ,a-! 

, y T, {( xo~x' 0+11',1"1 ),"Tp( x')} (x'o-~o-I;.~-:.;!) , (~51) 
',' 

, ,: . 'Por lo tanto tenemos, 
, . 

I~ -+1 Xo- ,'}'-.r·'· , 

J Za(x;x') p(x')dx'o , 

. (XS)3 . -1-",] p(x,) dx'Íl' 
161' (-;- +1 ), . I 

'De donde 

, . 1'+ ~I" ,',,' ,", / 
"['fX.'- 1''':'',.· ',,' ' "]' , ' [P(X'} '] 

Za(x,x')p(x')dx'o =1) =+ +, ", +\-+, 
-;o ,_,(a~) 11':-1' 1 , (x'o~xo-I'1'~1"/)1 ' I 

, " 

_v.:.J. 
, 1+ -+'1 ?,o- '}'-:- '},' . 

/ X J J(xs) " -~. 1 '. p(x,) dx' . 2 ' o 
.. . "S, .. 

(253) 

Las ecuaciones (248) y (249) muest.ran "que el uso de la 
, prolÓ;ngación analítcia de la integral de' Riemalln-Liouville con
" duce a los mismos resultados qu~ seobtien~n sÚnbólicament~ por 

/ ' 
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medio de integrales vinculadas a la fu,nción b y sus derivada,;>. 
Como, la forma de Riesz de las soluciones . de la, ecuación de 

"Kl~in-Gor.donpuede ser derivada de las, propie,dades de las Íll-' 

tegJ;'ales prolongadas de Riemann-Liouville, el método de Riesz 
pu~de ser ',considerado' com'O un resultado del l1eemplazo, de las 
integrales cpn ,funciones, b, por aquellas del tipo Riem'ann-Liou-, 

'ville. Así vemos '~as profUndas analogías' entre las ecuaciones 
.(237) y (238) Y aquellas obtenidas mediante Grel Y Gav . La ecua
ción (233) és anáLoga a la ecua~ión (23) para la~ funciones da 
lli~.' ' 

17. - Se puede obtener fáéilment'e generalizaciones ,de lab 
Sqlucio:Q.es. de la 'forma de Riesz., 

,Sea '~rd~,( x, x'; ,a) .una función regulár, de a, analítica, en 
:uÍl dominio \ que contiene el valor a -:- O y tal que, 

, ','1: f ( ,.), '1: I ( , ) + ' 'oral X,x; a ,= 'ol,,,el X,x; a 

+ ~2,,:~;(x, x'; d)'[l+sgn (xo~x'o-:Ir-T'I )1; '(254). 

, las fUnciones ~,l,re'I,Y ~2,,,e¡. debeilsatisfacer las condiciones' 

, +o. ' , . ' ' . 
'[f i " ']' "[P(X,')i],' , , ' l;l,,!e:( X; x'; ,a) p( x') dx' o ",= -::;-:;- '( , ,1+ ~I')' '(255) 

_;<>' , (a- O) 1 ,.,---,.~ 1 " x'.=xo- 1·- 7" , 

. ~ . ' 

, ," X J1(xs) 
~2're!(X,x';O),=- - , 

, ' , 4 s, 
(256) 

Resulta 

+"', 

lJJre¡(x)' I ~.rel,(X,'X';a) p(x,)d4x'. (257) 

Las fórmu:las 'de niesz corresfpobden a la eleccióIi' parti-
cular 

I , 

~l'"e;{ x, x'; 0;) , Zoa( x, x') t1+s~ (xo-~x' 0-:-1,.",:",,,'-1)], 
• .' • J • ~ • • 

.,(258) 

. --"' 

. " 
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,Evidentemente ésta no es la elección niás' simple de ~l,ret ,Y 
~2,rel· -, \, , 

Podríamos ,tomar ~2'/'el indepéndientede 0,. 

18.- Campos creados por fuentes puntuales. 

'Hay una relación muy simple entre los campos cre.a.dos 
por fuentes ,puntuales en movimiento y las funciones de Green.' 
Llamemos ,d-r: el elemento de línea ele univer~o de la fuente pun
tual móvil; el correspO¡nruen te valor de p C x) lo repI1esentaremos 
por, 'una integral tomada a 'IQ larg'D ell:) la línea ele univel~so del 

, punto,: ' -' 

+oo. " " 

p(x) = f '!(i) &(~o-xo(-r:)) &(Xl-Xl(-r:)) 

La, ecuaci6n (35) se t~ansforma, en este caso; en 

" -1= 

·CO+X2
), ~p ,4~ I p(.) to&(c'u-XuC-r:))d~. 

. -X) • .' 

"Por lo tanto 
1 : i' 1" i" 

I ! 
" '-J-:;o . ..... l,.· 

~p're/Cx) ~I, Gre/(x, x(-r:))p(-r:) d-r:, 

, , 
-I-x> 

~p,av(x)= f Gav(x,x(-r:<)p(-r:)d-r: " 

-1= 

'~p,irrC;X)= J. D(x-x(-r:))p(-r:) d-r:. 

, I 
! I , , 

(260), 

:(261) , 

(262) 

(263) 

• 
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Fc¡r consiguiente 

. .. b-
GI'CI(X,X(e» = --=-- tPp'l'ci(X) 

bp ( e) 

. . " - b. ' . 
Gav ( x, xC 1:» -.:.. ~ tPp,av( x) 

. bp(e) , 
'/ . .. 

: b", . 
D(x-x(e») = --=--·lPp'itAx). 
. . , bp(e) 

(265) 

(2~7) 

Las función es tPp también' pueden SfOlr usadas en 'el caso de 
una distribución nucleónica continua para obtener las. diferentes 
clases . de campos,.. Escribamos 

p(X)-:- p(1'o~ e). (268) 
- -+ .. ' . 

1'0 es el vector de pos~~ión tridimensional, en e! tiempo 0, 
del elemento \nucleónico de distribución que ocupa el punto (x); 

. e es la longitud de arco de la líneacle universo' de este e1e¡m,enfo 
nudeónico·. Evide~tern~nte tenernos ' " 

+'" 
tP':~I(Xy=. r tP/~ei(X,~o)c~o (269) 

, -~ 

~ " -!-~ '. ," 7'/, ~ 

. lPav(.~) J ~(lv(~, 1'o)d1'o, (270) 
-Xl 

con 
.~. -

(271) . 

.' l., 

. 'l. 
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·los cam~ios en la densidad .. de la distribución' nucleónica para 
'un observador ,en reposo con respecto al el,ente-!ito nucleónico en . 

+ . 

cuestión. Las ljJ(X,TO) son generalizaciones para el caso dinárpioo 
gener,al del campo creado por' un elemento nucleó~1Íco que, en el 

-+' + . "+-+ 
éaso e~tático,.es pero) 11'-1"1-'1 exp [-'-xl 1',"""":1" 1]. 

19. - La,' función de Green p~ra camposclUlsiesláticos. 

Cqnsideraremos ahora distribucione~ nucleón{cás tales qúe, 
en los desarrollos de Fourierdc p(x) no haya frecue:ncias ma
yores que CX'. El campo qreado por ~a tal distribución ,puede 

, ser llamada un campo cuasiestático. Veremos que es posible dar' 
a la solución correspondiente a mi camRo cuasiestático una for
ma que describa conven:ientemenLe fll pasaje del caso dinámico 

•. ,ál estático. . . , . 

;En el caso del campo cuasiestático no hay· diferencia 'en
tre los, can1PQs . retarilado,avauzadpy ligado, de ma/lera· que 

"podemos .representar la .. solución de 'la ecuación '(35) por ljJ(x), 
',. sin usar sufijo., Hemo~ visto quE: . 

" += 

'ljJ(x) .' J Gi;(X, x') p(x') d 4x:: 
\ -~ 

Es . con~en,iente ~eeinplaiar en (273)· Gis(x; x') 'por su desa,. 
rrollo de' Fourier . paraobten~r una fórmula que .rrmestr,e darXt-

. mente in' transición al caso estático. J ' 
I 

(274), 
x· " . " , . 

Gi;(X, x')'. }-+, J exp [~il(o(xo-:-X'o)-'Yx2~[(o2~-;'I]dl~p .' 
2~1.r-r 1 -x' , . . 

': X -L:.o , 

ljJ(X)=.2~ fdj(,o'f exp [-':"'¡[{o(xo-x'o)- .' r 

-x 

. (275) 

/ 

. . 

.. t 
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x -j-«> 

tjJ(X)I= 2~ J dI{o J exp [~Yx2~Ko21~~;'n' +d3
:' 

-x, ,-'" 11'-1"1 
-j-«> 

J exp[-iKo(xo-x'o)]p(x'~dx'o "(2'76) 
---.:o 

Cua,ndo p(x') no depende de x' o 

-j-«> " +", 

.. J e?,p [-iKo(xo-x'o)] p(x')dx'o= p(x').j exp ['-ciKo(xo~x'on di'o=, 

=2n p(x,) '6(Ko), 
, 

-y obtenemos la solució~ ~stática de Yukawa 

,-f..oo 

, I~e~((x) --JexP[-x~~7'1] p(X')c!3:,' , 
, , -00', ' 11'-:-1' I 

H.esulta de (126) que 

'. 

I 
I 

(277) 

(278)' , 

" La ecuación (279) muestra que Gis(x,x1nodiverge'sobrerel :' 
OOpo ele luz de (x):. Por lo tanto, las fre,cqencias isobarás,no" 
dan origen ,a acciones con velocidad de 'propagaciÓn igual'a c. 

, ! 
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20.- Schr5dinger (5) ha señalado que las fonnas (133) 
y (134) de las' s()luciones retardadas de, la ecuación de Klein
. Gordon no indican con· claridad la" existencia de efectos de al
can:c~ 'y no muestran satisfactoriamente como' ocurre la transi~ 
cióri' ~le un campo' dinámico a uno lestátiC()., Podemos :obtener 

.. una forma de la solución que es conveniente para)a disc,usión 
de 'esta 'transición, separando 'en la función de Grean ,las contri" 

.buciones de las frecuencias isobaras y no ~sobaras: 

.~ ...Lx. 

. 'otP/'e1(x) ~-JGi~(X, x') p(x') ~'Jx' + f I',.e:~x, x') p(x') d4X~. (280) . 
...;,., 

I De donde 

'. +x -j-x> '.... '. 

'. ;lJ1/'el(X): 2~ f d[{o f~xpt~i[{o(xo~~'o~~ 
. -x -,., 

", ...• :' . '-j-x>' ..... , 

~yx2'-[{o21;7';/llp'(x') ~t: '+ frre1(X"x'),r(x') d4x' . . (281} 
Ir-r' I ':-". . 

E!l foriná . similar. obtenemos 

. +x -j-x> . 

. : '~av(iX)" . 2~ fdl{oJ exp [-i[{o(;xo-x'oY-
-:x 

" (282) 

. En la transición al caso estáticp', los términos (281) y 
(282) que contienen a I: tienden hacia oero, y aquellos que pro
vienen de Gil se transforman en la solución de Yukawa (278). 

'Seve que la' transición de· un calJipo gene.raI a uno.cuasiestátic'O 
es 'en realidad más interesante que la transición de un' caml)o 
cuasiestático a uno estático. La situación no es exactamente igual 

, en ,el caso de los campos 8lectdomag:llético y mes;ónico, porque 
en un campo electromagnético avanz~do o retar:dado los efee-

'. 
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'tos de radiación desaparecen sólo en el caso estático, mientras que 
ya desaparecen' en las campasmesónica cua:;;ieStáticas. La can
sideración' de las efectos ,de rádiación m~estran que en lugar de 
las descomposiciones (281) Iy (282), es físicamente más ínter,esaníe ' 
tomar ' " , " "':,,' ' 

-: .. , . . . ".' 

lJJr~I~X) , f -Gis(X" Xi) p(X,) d4'x' + f r(~,Xi)p(x')d4X'+ 
-::o, -::o' 

. ___ J..Xl 

+ r D(x-'-~') p(X,) d4x" , (283) 

":L", " ...L~, 

, lJJ~u(x)~ f GiSCx,x')p(x')d4x;+f f(x,xl)P(~I)d4X'\-
.. +'40 _ J, ',,'" 

, -'J./~(~_~?p(XI) d4x,. :' 
. \ . .' 

(284),:' ' 

" Enlasecuacio~es (283), y (284) 'la parte radiativa que ]Jra- ' 
viene' de las frecuericiasha'isabaras, está sep'a~ádC?' de las ¿Ol~td- : 
bucio.ues;no' radiativas, de estas, frecuencias; , ' 
, Pudimos obtener expresianes de' lassolucicmescle la' ecuu- _ \ 

dón de Klei~.:Gordon quemúestran claramente' la "transiCión a, 
"tos campos estáticas, pero na indicad canvenieritenlente Jas efec
,to.s de alc~nce porque estos, ~fectos puede'user ,debid,os- tanta, a 
frecuencias isobaras COIll{O a na isobaras, cama hemos visto en 
la sección 7., " 

f " I 

, 21, ~ La fiuición' de Gre~n ,exterior. ,/ 

Todas la.s {u~ciQnes de 'G;een quehemoscansiderada en' 
lassecc,iones precedentes desaparecen en la parte ,exteriar del 
'oo.n9 de luz del punto (xr Ahora examinaremas' una .;fu.r;,Cióri 
de Green que desaparece en el interio.r del: có.na ele luz .(x) 

- . ,''x J (xs) " 
,GUg (x,x')=G(x,;¡;')+_, l --:b(S2) + 

, ", ',2 S 

+ 1.. J l(XS) [1-:sgn(s2)]. 
, 4 s 

(285) 

. ..... , 

',' 
:: I 

'. 

,/ 

\ 

" 
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J 1 (XS) cliverge. para s .i 00; pero podemos obtener solu-'; 
. -

ciones 'ele la ecuación (~5) por medio ,ele G[ig(x! x') . ,cuandio . 
p(x') tienele hacia cero -en el contorno del espacio, [ele tal ma:' 
neta que \ 

.' J (xs) , 
lírri[1--sgn(s2)~. 1 p(X') =0, 

-+ ' " ·s ' 
,(286)' 

?'!-?~ 

y la integral en (287) converge 

+.0 . . . " 

~Zig(X)= J Gzig(x,'x') p(x') d4x' .. (287} 
., -7;)" 

. Aplicaciones fjsicas de este tipo de soluciones son desoono-. 
cidas; sin embargo, son muymtei'esnntes porque' descrin.e!ll . 
en fornla relativísticüinente invariante ,acciones' con v.elocidael de, 
propagación mayor que c; 

Es importante .notar que 

(288)., 

Por lo }allto, en el caso de campo de cuanto ele masaoerp 
no existe la posibilidad ele obtener acciones con velocidad "de pro
p~gaciqll mayor que,Q por . medio' ~le"una . función ele Green 
externa. ' 

PüéleÍnos también conseguir. ~a 'función de Greell que' 
desaparece exponencialmente paras' = i 00 cnla región exte-

. rior al cono de luz ,de (x). . . 
1 

. ,G;(x, ~') . O(x, X')+Dl(:X;.....:.X'). (289) 

. G+(x,x') ,no se anula en el interio;· del cono de luz ele (Ji)' 
y tiene singularjdades ordinarias sobre este cono de luz, que 
pr<>vienen del tétmino Dj(x-x'). . 

, No parece' ser posihlc'obtener;una función de :Greenel~ la, . 
.. ,ecuación de KJein-Gordon que. tiénde haci~ oero eXp'onenc.ial~· 
'. mente para ,.' = 00, en lú parte ex Lerior del cono de luz ele (x); 

se a~ula en el interior de e3te cono ªe luz y e'srelativísti,camente 
. invariant~. Todas .las funciones de Green de' la ecuación ele Klein-_ 
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Gordon sólo pueden diferir de G(x, x') por' una solución de la 
ecuación homogénea; conocemos solamente tres soluciones rela:" 

" , ' ~(~) 
tivÍsticamente c1is~intas D(+)(x-x') , DH(x-x') y s ; y I 

es muy prohale que no hay¡\ olras. Por medio de estas tres 
soluciones evidentemente no es posi~le derivar de G(x, j;') rula 

, ' función de. GreeO: que satisfaoe a las 'condiciones qué le hemos 

'impuesto. Es imp~rtant~ hac~r notar a este resp.ecto· que J1(xs) 
, " s 

no es una solución¡ de .la. ecuación homog6nea' de Klein-Gorclon . 
en todo el espacio cuatridimensional, ya que 

. ( "Ni(xs) . '() ( O+Xw) -, -, -, .-=-2~·X~ s2 • 
. ,s , 

La ecuación (290) es una consecuen,cia de la relación 

_ X NtCxs) 
2 s 

(290) 

(291) 

que' resulta de lá expr,esión de Di ,en 'términos ,de funciones 
, tilín'clricas y' de 

'(O+x:t[ ,sgn(s2) Jl~XS») =4X ~(S2),' , (292} 

,que es evidentemente, equivaLente a la ecuación -(206). ' i ' 
o,' 

. 22. - R,?sultade-~.(290) que e¡ (x, x') 

(.) (x 'X') = ~'(S2) _ ~ Ni (xs) , ' . 
'él. " 2 s " 

\ 
I 

es una función ele Greell 
(295) , 

, . 
(O+X2) e¡ (x, x') =41t ~(xo-x'o) ~(Xl-'-X'i) ~(X2~X'2) ~(X3-X'3)' 

Por lo tanto_ G(i)(x, x') y G(2)(X, x') 
" , .. 

. r¡(¡) (x,~') , ~(s~)- ~" H/i:(XS)", (296) 

;. 

:1 



'" 
, \ 

, , 
, , 

'\ 

(297),' 

. , 
,son' también ,funciones de Green. Estas funciones de GJ.'ieen son, 
hotablemente más simples que aquellas' consideradas hasta aho
ra, pero ,~ienen singl.J.l{l.ridades o~dinarias sobre, el cono de luz 
ele (x) y S<;i:O. "c~)Jnplejas.' ' 

, ,Es 'importante 'hacer notar que las funciones ',' s 
Hl(l)(XS) Hl(2)(XS)' , 

s " y " ,ap:arte de tener un término que ,diyergle , s 
como S-2 sobre el cono de luz, tienen también discontinuidades' 

,sobre el cono de luz provenient.es de sus' iérminos logarítmi~ 
I ' • í- 1t 

~s, porque el argum1e!nto de s sa~ta de o u2j cuando (x') 

atraviesa el cono. de luz de ex). Dos términos logarítmicos 
(lan tam,bié,n orig-~ a una, divergencia, aparte, de la, discopti
nuidad. Todas las funciones de Green que hemos considerado. 
tienen singularidades .análogas a h yCliscontinuidades simples ~o
bre el ,cono de luz de (x), pero no. ,todas tienen divergeincias 

/ o.rdinarias. Hemos ,visto en la sección 2 que las discontinuidades 
simples y las del tipp 1) están, relacionacÍas, 'en el caso de las 
funciones de Green ,G, Grel : Y G'flv' 'Veremos ahora que algo 
·análogo existe también en el caso de (j, (j(l). Y r¡(2). ~Resulta 
de (164) ,que I 

r¡(X,XI)=~.!:.-l\'O(XS) --
, ' 2s ds , ' 

(298) 

(299) 

'. 1 d 
O (2)(X, x') -:- - - -11 o(2)(XS) 
7/. ' 2sds ',' 

(300) 

r¡ (x, x') está relacionada con Gliy(x, x') por la ecuacióri 

(301) 

\ ' 

." . 
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23 . ....:..., ACe/:oa de la elección de la solución fundamental. 
" , ',' ' . 

Los matemáticos consideran genaralmente a l'(x, x'), ,como 
la solución fu~damen:tal ele la eéuación de Klein-Gordon. He
mos visto ,que esto está justific~do por una' comparación con la 

• ecuación elíptica (192). Sin embargo, la elecCión de V(x,x') 
tiene algunos ~ inconvenientes PQrque no es' uná solución de la, 
ecuáción homogénea de Klein-Gordon. Obtenemos de (290) 

CO+X2) V (x, x') .~ ireX2 b (~2). (302) 

Por lo tanto V ( x, x') no es enter,~mei1te, la análógá _ ~e 8--:2 

para el caso ele la ec.uación de Klein,-Gordon. Pareoe pref~rible 
elegir reD1(x, x') como solució,nfundarnental, porque es una 
solución ele la e~uación hom(ogé.nea de I K.lein-Gordon que -se , 
convierte en ~-2para X-=O: Otra ventaja de esta elección ,es 
que la fwwión re D1 (x~x,) es real en todo el espacio:-tiem:p,o, 
otra propiedad de s-:-2queno posee V(x, x'). ' 
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