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La caracteristica de Euler de un conjunto
A=I{1+I(2+..-+I(n, h (1)

formado por la suma de un nimero finito de conjuntos planos
convexos, cerrados y limitados K., o sea,

?(4) =p,—p; (2)

(p,=numero de contornos exteriores de A; p;=namero de con-
tornos interiores de A), puede expresarse por la formula sim-
bélica

P(A)=1— (1-1,) (1-Ky) ... (1=K,). (3)

La interpretacién de esta férmula simbélica es la siguien-
te: se desarrolla algebraicamente el producto del segundo miem-
bro de (3) y cada producto de la forma

1 .
I(?v K, K= {0 (4)

se pone igual a 1 o a 0, segan que los conjuntos que lo consti-
tuyen tengan o no punto comun.

Con este convenio, la validez de (3) se puede .probar por
induccién completa, teniendo en cuenta la relacién funcmnal

?(A) +¢(B)=¢(A+B) + ¢(AB) )

que se sabe cumple la caracteristica de Luler.
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La férmula simbélica (3) puede ser utilizada con ventaja
para la solucién dé' ciertos problemas y la convencién (4) se
presta para ciertas cuestiones de geometria integral, como vere-

mos en la que vamos a tratar.
Consideremos n évalos

E,K,, ... K, ()

moviles libremente en el plano, los cuales deben cortar a otro
ovalo fijo K, o sea,

K, K,=1, v=12,...,n (7
Para cada posicién de los 6valos K., consideremos la suma
K K, +K,K,+ ...+ KK, : (8)

de sus: intersecciones con K, y en particular la caracteristica de
Euler de esta suma (fig. 1), ‘ !

A = (KKK Kot . +KK,). (9)

. Formemos entonces el valor medio de A para todas las. posi-
" ciones .de las K, o sea,

+_ [AdK, dK,.. dK,
[dK,dK,. . dK,

(10)

y veamos de calcular este valor medio.
- Si E, n, son las coordenadas de un punto P, de K, y
9, el angulo de giro de K, alrededor de F,, la expresién

dK,=dE, dn, d9, (11)
es la llamada densidad cinematica de la geomelria integral.
El valor medio (10), se puede expresar ficilmente temendo

en cuenta (3) y la convencién (4). En efecto, se tiene

A=1—(1—K.K,) (1-K,K,) . . . (1—K,K,) (12)
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Yy por tanto
K1 CJA—KKy). . (1—K,K,)dK,. . dK, (13)
| JdK,.. dKn .
o sea, desarrollando,
- I K, :
Ael—{l—x JKoK K, o [KoK, K dK, dK o aw

v [dK, e  [dK, dK,

En esta expresion la primera sumatoria estd extend da a todos
los valores v=1,2,...,n; la segunda a todos los pares_v,p=
1,2;1,3;...,(n—1),n, etcélera.

Para consulerar un caso en que la féormula (14) tomg una
forma simple, supongamos que todos los K sean congruentes
entre si, o sea,

K,=K,=...=K, (=K). (15)
Entonces se tiene :

(Ko K,dK, & )‘ JEK Ko dK,dK,
[dK, 27 [dK,dK,

S .}.018)

Indiquemos por F y L el érea y longitud’ respectivamente
de todas las K moviles y por Fy, L, el é4rea y longitud de K,.

Segun la formula fundamental de geometria integral de L.
A. Santalé(?), e

[dK,dK, . .. dK, = (LLy+2xF+2xF o) )
y segln una formula de W. Blaschke (2)
[KoK, ... K\ dK,dK,... dK)\w—_ (2m)21 (20 M- 2rAFM1F -

+ M’l—lLL(ﬁ-( ) P2 Le). (18)

Introduciendo, por comodidad, la notacién

onlt

= (19
LLy+27F+21F, (19)

* W. Bmscm:, Vorlesungen iiber lntegralgeometrie, Hamburger Mathe-
mastiche Tinzelsehriften 20, 1936, pig. 30.
* W. BrascHakE, loc. cit.,, pig. 53.
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'la expresién (16) del valor medio se escribe "

. 7 n LLO +2nF04 n . ) n
A=1—(Z(-1p (%) oA TR (%) 2o,

' LeF, »

F g ZEA (D) 20-1ey).  (20)

Observando que es
f

Z::(—-].))‘ (; ) o — (,1_m)n

Zn? —1 n (7 \)\co)\:{— 10 (1—co n-1
2 (D () 2ot =—no (1—o);

Z:(—.l)l (2) X(?\—l) mX:n(n—.l) @?(1—o)n2

\ . Tig. 2

se puede escribir,'en primer lugar,

N LLy42nF,

_: — — 2 __ 1_
A 1 {(1 CD) 27[1'1 (D( (1'))
An(n—1) %?mz} (1—w)r2 .

o bien, sustituyendo en lugar de ® nuevamente su valor (19) y
después de algunas simplificaciones, queda la férmula final



Z =1+ (n—l) (1 . . n‘nFoLi’ ) ( LL0+2nF0 )

(LLy+2nF )2/ \LLy-2nF+2nF,/"

Se puede, por tanto, énunciar:

(21)

N

El valor medio de la caracteristica de Euler de la intersec-

cion de un 6valo K, con la suma de n dvalos congruentes K
estd dado por (21). El valor medio se entiende obtenido al con-

siderar todas las posiciones de los dvalos K en las cuales cortan
a K, |

. Vamos a considerar algunos casos paruculares de la férmula
(21). |
I. Para n=0 (caso-trivial) es A= 0.
II. Para n=1 (caso trivial) es A=1.
III, Para n=2, la férmula se escribe
K 1 4 (LLot2rlo)2—-onF, L2 -
(LLy4-2nF4-2nF )2

(22)

Indicando por W la probabilidad geométric'a de que los dos
6valos K se corten en el interior de K,, siendo A=W 4 2(1—W),
de (22) se deduce

_ 8n2FF dn2F24-2nF | L24-4nFLL,
- (LLy+-2nF+425F )z )

Este resultado. es un caso especial de olro mucho mas gene-
ral obtenido por L. A. Santalé(3).

IV. Sea F >0 y.consideremos que n crece ilimitadamente.
Se obliene el resultado, bastante natural, de ser

A—1 para n—o. (24)

Este resultado indica que en el caso de ser I'>0, la proba-
bilidad W, de que n évalos congruentes K cubran totalmente al
ovalo K, tiende a 1 para n tendiendo a infinito. El valor ex-
plicito de W, parece ser, sin embargo, bastanle complicado.

V. Sea F:O,“Lzo‘o. -Corresponde al caso en que en lugar

" Hansischen Universitiit, vol. 11, phg. 233. Lo

(*) L. A.-SanNTALG, Abha11dlungen aus dem Mathematischen Seminar der:

(23)



de 6valos K se tienen rectas que cortan a K,. Por paso al limite
se deduce de (21),

B=n-Z(G) (25)

Por n rectas dadas en posicion general, se sabe gque el plano,

queda dividido en 1+n+ (’é) regiones diferentes (%), ide las

cuales hay 2n ilimitadas,. quedando l—n—{—(r‘;) regiones limi-

tadas (fig. 2). J

Indiquemos con x%; el nimero de estos recmtos limitados que
quedan completamente en el interior de K, Si A es la caracto-
ristica de Euler. del conjunto de las cuerdas. que K, determina
sobre las rectas, evidentemente es %;=1— A.

Por otra parte es x;<x, siendo % el nimero de recintos en
que K, queda dividido por las n rectas. L. Al. Santalé ha
determinado el valor medio de % (5), con lo cual las desigualdades
anteriores se traducen en las siguientes

i— kz—’;%(z)gléwnﬂrzig (%) (26)

VI. Sea Fy=0, Ly=2s. Corresponde al caso de un segmento
de longitud s cortado por n 6valos congruentes K.

En este caso A es el valor medio del nimero de cuerdas
separadas en que queda dividido el segmento por los n évalos
K (fig. 8). Se tiene, segtin .(21),

A=1+(n—1) (Lsi—:tF) . o

(*) Ver por ej. E. SrrmNirz, Vorlesungen iiber die Theorie der Polyeder,
Berlin 1934, pig. 274.

(®) L. A. SANTALG, Valor medio del mimero de partes en que una figura
convexa es dividida por n rectas arbitrarias, Revista de la U. Mateméitica Argen-
tina, vol. VII, 1940-41. También para el espacio el problema anilogo ha sido
resuelto por L. A. SANTALG, Rev. Unién Mat. Arg., vol. X, 1945.
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VII. Sea Fy=nR2, Ly=2nR, F=xn, L=2n. Corresponde
al caso de n circulos de radio unidad que cortan a un circulo de
radio R (fig. 4).

Tig. 3 Tig. 4

' Sustituyendo los valores correspondientes resulta:

_ o\ (R(RA2)\ "
A—l‘—{—(n—l) (1—<R+2>2 ) ( (R+1)2) ] (28)

Observemos todavia la relacién asintética:

A ~ e (1—a) (29)
n : -

siendo o =n/R2, que corresponde al caso del plano cubierto por
infinitos circulos de radio unidad, distribuidos arbitrariamente.



