
I ' 

\ 

\ ' 

,UNION MATEMATICA ARGENTINA, 

e o MU N 1 CA e ION E S 

ON TH;EREPRESE;N;TATION O~ OOMPLETE BOOLEAN ALGEBRAS (*) 
(~bstract) 

, . 
By a O-bo.o.leall algebra, where O is an infinite' cardinal mumber, we mean 

a bo.o.lean algebra such that every family, whDse pDwer is < O, Df eiements, in 
'the algebra has a supremum'and an infiriúml; and by a O-field o.f sets we mean 
a set o.f sub-sets o.f a fundamental set which co.ntains tbe ~um arid intersectibn 
if any family,'liaving po.wer, < O, o.f sets'fu thefiéld, and also. the c~mplement 
Df a set in the field. When 0=00 (the po.wer o.f a co.untable infinite set) , a 
celebrated .theorem due to. M. H. StDne(') st¡ttes that ev.ery bo.o.lean algebra 
is iSo.mDrphic to. at least a field o.f set~. One may ask whether tbis result re­

'maina true fo.!' O> Oo' Co.nsiderer the set M o.f all, Lebe'sgue measurable sets o.f 
the straight line and let R be the usual equivalence relatio.ll between sets, X 
and Y in M defined by the fact that X-Y a'lid Y~X ,have measure ,zero.: it 
is well kno.wn that we ca~ make the qUo.tiellt spaee M/R intD a co.mplete bDo.lean 
algebra in a natural way, and it can be prDved that the algebra so. o.btitined 
is ,iso.mQrphic to. no. O-field o.f sets fo.!' C> Co. Let U5 say that a sub-set o.f a 
O-bDDlean algebra is a C-ideal when the first element o.f the algebril belDllgs 
to. the ide'al; the last element dbes no.t, and the suprem~m o.f ally family, who.se 
po.~er is <: C,. 'o.f elements in the ideal also. belo.ngs' to. the ideal. A ma~mal 
C-ideal isa C-ideal no.t pro.perly, co.ntained in ano.ther C-ideal. Then a C-bo.o.lean 
algebra is iSDmo.rphic tD at least a C-field Df séts if and o.lllY iI' every element 
different, frDm the last element belo.ngs to. SDme ma:idmai C-ideal. In the case 
of M/R tbere is no. maximal C·ideal for C> C~, and this fact implies the im­
possibility Df the' eo.hcrete representatio.n just' referred to.. 

ON LOCALLY CONVEX TOPOLOGICAL VECTOR LATTICES (**) 
(Abstract) 

by LlilOPOLDO NACRBIN 

By a pseudo-lIo1'?~ed vector latticc we m'ean a vecto.r lattice E (') pro.vided 
with a family { PI' } if pseudo.-no.rms (that is, no.n-negative real functiDns such 
that Pr (a¡+y)::::'p¡. (X)+Pr (y), pr (-x)=Pr (x)alld PI' (ax)=aPr (x),whe-

(.*) Récibido. 'para la' sesión del 12 de julio. de 1947 de la UMA: 
f(') M. H. 'STONE, The theory of representation for boolean algeb¡'as, ,Trans. 

Amer. Math. SDC. v. ,40, pp. 37-111, 1936; G.- BlRKHOFF, Lattice theory, Amer. 
Matb. So.c., Coll. PubL 1940., , 
,(**) Recibido. para la sesión dél ] 2 de julio. de 1947 de la UMA. 

(') G. BlRKHOFF, Lattic~ theO?·y,clmp. 7, Amer. Math. So.c., CDll. Publ., 1940. 
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re:l:, V bcrong to E 'and a 2: O is a real scalar) such that Ixl.:s. Ivl implies Pr (x).:s. 

pr (V), Ixl= sup(t¡;,-:-x) and Ivl= sup(V,-V) being the absolutes of x and '!J. 
If we define a topology in E by means of these pseudo-norms in the usual1way (") 
we get a set E which is alocallv convex topological vector lattice that is, a 
locally- convex topological vector space and at the same time a vector lattice 
such that tlle operations of taking supremum and infimum of two elements are 
uniformly continuous; and conversely every such a system may be obtained from 
a pseudo-normed vector lattice in tllis way. In tlle preceding result we cannot 
replace the coridition of uniform continuity by tite simple continuity, as can be 
sllown by the following, example. Let Ebe tite set of an real sequences x= {Xn} 

of bounded variation p(X)=IX11+~'f IXn+l -x" 1<+00, witll sum x+ v= 
= {x" +'!Jn }, scalar multiplication ax= {ax" }, norm p(x) and ordering x:::'JI 
defined by x".:s. '!J" • Then E is a Banach apace (ann tllerefore a 10calIy convex. 
topological vector space) and a v€ctor lattice: the' operations of supremum and 
infimum of two elements are contÍlllJ.il)ls in the topology, but they are not uni­
formly continuous. 

(") J _ DmuDoNNÉ, La 'cl¡¡alité dans los espaces vectol'iels topolog1Jq¡¡es, Anu. 
Ecole Norm, Sup., t. 59, pp: 107-139, 1942. 

EST,,\-DO 40TUAL DEL PROBLEMA DEL TERCERO EXOLUSO (**~ 

En esta eomunieaei611no se exponen resultados origi.¡lales, silZo que .,610 sa 
pretende resumir ciertas im'estigaciones contemJ;loráneas, extrayendo de ellas 
conclusiones que responden a ia siguiente pregunta: /! Qué valor tiene el proble­
ma del tercero excluido ,en la matemática ,actual' En especial, y teniendo en ,cuenta 
que en el terreno epistemológico el problema del citado principio tiene tanta 
envergadura como los suscitados por otros principios, como el de contradicción, 
p. ej., y teniéndo en cuenta que no se trata de entrar ,en una discusión de 
filosofia pura, el problema n~dal que a<:¡ui se planteará es el siguiente:,¿Ewis­
ten razones especiales ite orden 'matemático contra la vigencia del principio de 
tercero excl¡¡so? , 

El problema admitediscusi6n' en los siguientes aspectos: 
1) El principio considerado ~omo post~¿lado en un formalisrno especiat 
2) Valor sintáctico del pl'incipio. 
3) Valol' semántico del principio. 
4) Valol' semántico-l6gico del. pl'incipio. 
5) El principio en la interpretacipn de los sistelnas formales. 
6) Pl'oble'/lla epi~temol6gico. 

La tesis de la comunicación es que el matemático no tiene por qué preocu­
parse por el ·lado semántico del problema, y que en la faz formal se confunde 
con el problema de la "independencia" y la "completicidad", Por consiguien"te, 

(*'') Resumen de la eomunicación hecha en la sesión del 12 de, julio 'de 

1947 de la UMA. 
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, sostenemoS' q!l!j' no' hay. raflones, de orden' '/ltate1ilático' para: cl'oel' en la, 1ío-vvoeit­
ota. del, pri7tOipio. 
, La. comunicación se- cdmpleta, informando, acerca, de .la' faz epistemológica', 
sosteniéndose que el principio de marras es' el que permit~ definir" sentido éÍen'­
tífico" en un análisis dado. 

,ARÉNDIOE: El- estado' actual dlll, problema del infinito; Sus relaciones con 
el, principio, del' tercero excluso. 

SEMIGR'OPOS" POSITIVOS Y' (l)~IDEALES DE RIESZ-BIRKHOFF (*) 

por M. CiYrLAR y E: ZARANTONELLO 

1. - Un semigrupo es un conjunto S en Ell que está definida una ope­
ración de swma'a + b, tal'que: 1) ella es aso-ciativa7Y conmutativa, 2) f+h=0+7¡ 
implica f = O, 3) existe un elemento cero: f + O = f. 'Si los elementos de S 
admiten la multiplicación por escalares 'J... reales. se dic~ que S es 'semigrupo vec­
torial. Decimos que S es un semigrupo positivo si I.\-demás: 4) f + O = O im­
plica I = O = O. Todo semigrupo es suma directa de un semigrupo positivo 

y'de' un' grupo. 
,2., - tia operación de suma, define en S un ordon' natural: f .::: O si, existe 

h, talque' 1'+ 71,1 =:0; eIasificamos los semigrupos positivos en' (l')-:semigru­
pos, (a:-Z):"'semigrupos y ('II-Z)-semigrupos, según que respecto de dicho 
orden: natural! sea: B un' lilttice, cr -:laticce o'laticce completo y examinaremos 
la relación ~ntre (Z)- semigrupos y (Z)-grupos. ' 

3, ...,:.., Decimos, que __ S es 1'eguZar si f'::: 9 + h, I disjunto con S, implica 
f .::: h, y probamos que' ~ales semigrupos son más generales que los "dominios 
de Riesz". Damos varias formas equivalentes de regularidild y demostramos 
que los' (v,-i)'-semigrupos, pueden caracterizarse como un semigrupo regular 
en' que la, suma existe para un' número, infinito de sumandos. 

4. - Un subsemigrupo S, e S se dice caraoterístico si I .::: 9 eh S im­
plica ff-::::,'g en, Si., Clifforcl prob'ó que la condición necesaria y suficiente par~ 
que' S' sea isomorfo, al un subsemigrupo característico de' un (v - Z)-semigrupo' 
es' que' el ,orden natural de' S sea "arquimedeano "., Introduciendo, una ,condi­

,ción "casi, arquimedeana' , probamos que esta última condición caracteriza a 
los subsemigrupos de 'un (v -l)- semigrupo, no ~eces,ariamente característicos. 

5. - Si ,S es un (v - Z)-semigrupo¡ decimos que una noción de orden 
..t .:::.::: g, definida CE. S, es subordinada al orden natural f'::: 9 de S, si 

ti'::: ,.::: f (ti?. ?. f) implica Ui ti .::: .::: f (ni ti ?. ?. f), donde Ui, ni, está~ 
tomadas respecto del orden natural .:::. Para cada f fijo consideramos los po­
sibles elementos f i ,?"?" f y definimos: El = salto de f = ni ti. Indicamos 
con N (N') el conjunto de los f tales que EI'= O (El = f). Demostramos 
que 11 y N' son (Z)-ideales conjugados en sentido de Riesz-Birkhoff 'y que 

(*) Resumen de la comunicación presentada ,en la sesión de la U. M. A. del 
10 de julio de 1947: 

, \ 
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-el estudio ' de los Z - ideales equivale al de las relaciones 'subdrdl.li.adíüI. Exten­
diendo la noción de subordinación al caso de Un semigrupo regular '; cualquie­
ra, generalizamos para tales semigrupos los resultados conocidos de Riesz, 
Birkhoff, Kasutani y Bochner-Phillips, que estos autores establecieron en el 
casp de t v -1)- semigrupos. " 

6. - Amplianclo el método de' subordinación, 'generalizamol;1 'la teoría de 
integral de Kolmogoroff (de igual modo como Riesz y Birkh()ff gene,ralizaron 
por medio de los Z - ideales la teoría de Lebesgue), lo cual no se c~nsigue por 
la aplicación directa de la teoría de 1- ideales de Riesz-Birkhoff. Finalmente 
el método de ~ubordinación l?e~mite unificar los dos caso,s',de, ~t~vidad simple 
y completa de la teoría de Lebesgue-Fréchet dentro de una teoría más amplia, 
de funcionales sobre dominios de Riesz generalizados. 

TEORIA DE REPRESENTACION DE GRUPOS ,y SEMIGRUPOS 
VECTORIALES ORDENADOS (*) 

por E: 'ZA~ONELDO y M. OoTLAR 

El propósito de .esta exposición es presentar una teoría de, representación 
de (o)-grupos y (o)-semigrupos vectoriales arquimedeanos 'y casiarquime­
,deanos mediante estructuras análogas 'cuyos elementos son funciones numéri­
cas de punto. Antes de ,entrar ,de'lleno. en la 'cuestión d'aremos algunos .ejem­
,plos ,que servirán de guía' en lo' que sigue ,más adelante. Por ell momento nos 
limitaremos' a (Z)- grup~s vectoriales,' Son 'ejemplos: ' 

1. - El conjunto, de todas .las funciones reales definidas en el interva­
lo. (0,1) ordenadas así:~$ <" y ,si x(t) ~ y(t) para ° ~ t ~ 1. 

2. - El. conjunto' de las' funciones, medibles definidas en, el' mismo inter­
valo dispuestas según el ordenamiento: x< y si x(t) < y(t) para casi todo 
t de (0,1)., En este caso se consideran idénticas funcIOnes que 'sólo difieren 
,en ~ conjunto de medida nula. , ' 

3. - El. mismo ejemplo> anter~or,pero en e~ cuai el intervalo (0,1) Y su 
medida 'son sustituídos por un conjunto abstracto g y una medida /-1, sobre él. 

4.-" Generalizando aún más, puede suprimirse la medida dando en cam-

bió una clase completamente aditiva (X) de conjuntos (medibles) y entre 

ellos un ideal {N) (conjuntos de me'dida nula) y consider~nilo' .las funciones 
medibles definidas salvo conjuntos nulos. , 
" Este es el· fin de nuestra serie, a partir de· aquí po'ará tal vez g~nerali­

zarse más, pero es inútil, pues todo (Z)- grupo vectorial arquimedeano es iso-
morfo a uno' de esta· última especie. ' 

Para dar con precisión el teorema de represent;tci6n c~ii~endrá recorrer 
algunos pasos de su demostración, todos ellos de interés indeJ¡>endiente, del 
teorema mismo. 

(*) Resumen de la ,comu~icación presentada en. la sesión. de la U. M. A_ 
del 10 de julio de 1947. 
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Sea L. un (o - l)- grupo ·vectorial con unidad (wnidad es un elemento 1 
tal· que .a Al = O' implica a = O). 

, '1 
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l. REPRESENTACIÓN ESPEO'l'RAL. :....- Toda función numérica a; (ver ejemplos 
anteriores) queda perfectamente definida cl,lando para cada número. real l se 
·co~oc~ . el conjunto,' o su·' función característica e" (l), donde la función es 
m,ayor que· A. Las funciones características están cara<Í~erizadas por las con­
diciones e(t).::: O, e(t) A (1, e(t» = O;y la ,familia e~ (A) . de funciones 
características tienen las propiedades: 

a) lS ",,:. ex (l) > e~ (""). 

b) 1- ex (-00)., ex (+00)- o. 
e) 'ex (l) -Uro ex (o) . 

. o+l+ 

. Familias e (A) con estas propiedades se llaman 1'esoluoiones de la wnidad. 
Estas definiciones de elementos característicos y resoluciones de la unidad 
son de iumediato transportables a L. Los elementos·' característicos forman 
una álgebra· de Boole E. Aquf como en el caso de las funcion~s a cada elemen~' 
to m corresponde una r,esolución de la unid,ad e~' (A) que lo individualizl!-, tras­
ladándose las operaciones entre elementos ·a operaciones entre resoluciones de 
la unidad que en última instancia no son más que operaciones en un álgebra 
de Boole. De este modo L queda, por así decir, plasmado . en su álgebra de 
Boole.Estas consideraciones quedan cenadas por el teorema: 

El oonjwnto de las resoluc~ones de la wnidad sobre E forman wn (o - l)- grupo 
vectorial que contiene un sub (l)- grupo vectorial isomorfo a L 

.Esta teoría ha sido desarrollada por H. Freudenthal; ~osotros sólo hemos 
agregado cuestiones de detalle. 

U.REPRESENTACIÓN DE ÁLGEBRAS DE BOOLE. - El resultado anterior re­
duce· en cierto mqdo \JI problema a la representación de álgebras de Boole. En 
este sentido disponemos del teorema de 8,tone-Wallmann que establece que toda 
álgebra de Boole E es isomorfa al álgebra de eonjuntos abiertos y cerrados 
de un espacio topológico Q, compacto de Haussdorff totalmente disconexo 
(espacio de Boole). Se tiene así una representación mediante un álgebra de 
conjUlrtos· pero que tiene· el inconveniente que sus elementos no se manejan 
según las operaciones corrientes de la teoría de conjuntos, condición ésta, in­
dispensable para obtener una vinculación con funciones. Para obviar este in-

. conveniente se deben manejar los conjuntos del álgebra módulo conjuntos de 
primera categoría. El desarrollo de esta idea conduce al signiente teorema: 
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.Lo.s. oonJuntos med.WZcB, BOJ1BI) m6d:u'lQ o.Qnj:untos\q~· ZJ7:Vn¡.erOj oq,tegol'íq,; li,n ~tn 
espacio Boole forman un álgebra de BQqle co.mz¡l.e:t:a¡ i$omQrfa a 1(1 qom-. 

plexi6n del álgebra de conjuntos abiertos 'JI cel'rados 

Es claro que los conjuntos medibles Borel' módulo conjuntos de primera 
categoría se manejan de ac~erdo a. las ,reglas COrrientes del álgebra de con­
juntos, que era preci~amente lo que pretendíamos. Sin embargo el teorema 
anterior tiene una significación más all'\plia, que traseiende esta simple hecho 
al dar un nuevo procedimiento de. complexión. de. una estructura ordenada. 
Con su ayuda puede por ejemplo mostrarse, que un álgebra de Boole de con­
juntos de puntos de und~do- espacio puede' completlj.rse por agregación de 
puntos y reducción posterior módulo ciertos conjuntos. nulos, hecho este que 
tti.WWt a}g.,AA ÍI!-ter.é.s" ep, tflo~~:¡" de.: l!ln ip,te/rraciQ¡;J,., 

lI'I. REPRESENTACIóN DE (l)-GRUPOS VEOTORIALES. - Los dos capítulos 
· anteriores tienden un puente· ~ntre elementos de un (0.-1)- grupo vectorial 
con. unidad' y funciones. En efecto: a) x ~ e" (A):' de un elemento x· a .su 
resolución de la unidad'; b) e" 0) ~ E" (A): de resoluciones de la unidad a 
resoluciones de la unidad a valores conjuntos Borel módulo conjuntos de pri­
mera categoría; '0.) E" (Al ~ x(t):, de lP", (A)a. una función medible Borel 
definida casi donde quiera en un espacio de Eoole. La conclusión puede sin­
tetizarse así: 

Las funciones medibles Borel definidas casi. dondeg,uiera en un espacio 
do Boole forman un (v -1)- grupo vectorial' con unidad, Todo (o -1)- grupo 
·v.eptrmiaj, p·u(3il;p. liP,l: i'/tpl~¿¡'q. por i~01lt.orfismo 0..011< p.res.e~vaqi6n, de. supl:,ema e 
ín!;1I¡ua en' 1f!!ta.,. eMmp.t.1~r.q, . iJ.e e$tq". e./lP,6o,ifi.' . 

:&Jst,c,. teP¡:!'lW~1 P,rop'p;r\c~op..a" reD,resentac~.ón fUllIl,ip;I)..al Il, toda estructura in-
· cJllíl;l~e e~ UII- (0.-:1)- grJID,o. Ve!lt,oria~; as}" eclI¡j,l!-do. ma:z¡.o a 1013, reSllltados 
s.pl;I,re cQ¡:jn¡le!úóll1 clfl' s,ll¡llig¡r,úpos.: arqu~!ldiap.ofl. Y Cl.l-lliarq\liml:ldea.I1.os. me:z¡.cio-

· nados, en, la" pri~erla PI.l-),',t,e: ~e, ~BteJ tr¡a~a,jp, se' lleg~: ~. sig)l~l'lnt,e: re¡¡Hl~lI<do, final: 
P.ar:aJ que, Wo,¡ lif.l1l!d.U.r,UPQ , vqct,oriq,~ PQ~iti:v.o,. ~eq" iso,morf.o a;. 'UII¡.. s-¡¿Qsem4grupo 

del. S/1'/1'f~grupp d.e la.Q., f'uJy;io'l/-e8; po.sitwp,,s, 1¡¡lJdvb~es 13,01'0/, d.efi:nirJ,t;L,s Qq/li> don­
dequiera ¿n un esz¡a.(J~q., dJJ., ~qole)'. e¡¡; n.t.¡qe¡¡fl:r,ip. 'JI, ~-¡'icie:nt.e (1.u(J" seq, c.asi, 4¡;qp.i­

:nfllitllq,rtO, La, QQ:n4,ipi6n, qi¡; 4-rq~~~m,c{J.6s. cq,rapt,er,i(Jq." entre. ellf)s a lQs subse'nff­
grupoll, carapte,!',íst.iIlOll. 

Pa¡:¡a. unl!-' a.pli\lM~Ií~k :fiÍ1J,al;. d.ij .191'! teprQJ1}ª~; ant,e!-,~or,e!,! cQnllJ.do!-"I),UlOS el 
(1)- grupo vectorial de funciones de conju~t9J a,bsQlupamIlHt,e 'lQllt~n~a,s, res­
pectQ de una medida (aditiva pero no necesariamente completamente aditiva). 
Jiln eBt~. easo la representación establece una correspondencia con pl'opieda-

· eles de una, derivada entre funciones de conjunto y funciones de punto, apa­
r,eciendo así la representación como una derivación generalizada. Se logra 
{mes u~a extensión del teorema de Radon·Nikodym al easo de aditividad; simple. 


