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ACERCA DE UNA TRANSFORMACION CANONICA 
DEL OAMPO DE RADIACION 

por JoSÉ A. BALSEIRO, .. 

(Instituto de Física. - ~a Plata), 

, 
SUMMARY. - It is shown that the canonical transforrnation, which loads frorn 

the variables. p, q of a linear oscilator to the new ,variables N,tl- (N, 
number of excitation, tl- phase) does not fit with the ordinary ,acherne 
of transforrnation theory. A generalization of thiB acherne, auitable for 
the 'preaent case, iB given. 

\ 
§ 1. ~ IntroducciÓn. 

El campo de radiación cuantificado se describe mediante un 
par de variables canónicas, PI" qr' correspondientes a cada onda 
definida por el índice r. En esta repr'xsentación el hamiltoniano 
del fGampO es: " 

Las funciones propias de (1. 1) son; como es sabido, las 

funciones de Hermile e-;2HnCf.,r), Cf.,,.=2rrn q,.) y los valo

res propios de H sor ?~,. hvr , siendo nI' números enteros y POSI

tivos. 
" El campo de radiación cuantificado puede describirse, tam

bién, mediante las variables complementarias NI" 3o;.. La primera 
es el número de fotones asociados _.al estado r y &1' la variable 
,de fase correspondiente a este estado. Cumplen la relación de 
conmutación: . 
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. (1. 2) 

El hamilton.Íano (1. 1) en ·esta representación; teniendo pre
sente (1. 2), es de la forma: , . ) 

H = l:: hVr NI' = i l:: hv,. -!- . 
. u&r 

(1. 3~· 
, 

. \ 

Las funciones propias de (1. 3) son, pues: 

H En(&) .. i hVr O~'r e,""inr!}r = nr,hvr F.n(B-) nr=O, 1, 2, 3, ... 

'o . " 
HE, (&) =;l'v ._e+tUr1l-r=_I' l'v:,E (B') , 1 2 3 -n • L /' 0&1' . Lr L r· '-n "1' = , , , .... 

, En este caso el sistema' completo. de las autofuncidnes es el 
conjuI?-to e -inr!}r, e +inr frr , de las cuales sólo' las primer~s con
ducen a valores positivos. de la energía. Al pasar de la repr.esen
tación p, q a la N, & los valores propios de' N, que son números 
enteros positivos en la primera representación, se desdoblan en 
positivos y negativos ,en la última. En la representación N, B· no 
es posible, como a 'veces se hace, dejar, de lado las funciones 
fLn.(&), que conducen a los valores propios negativos, pues' en 
esta forma se pierde l~ completidad del sistema de las auto-
funciones. . 

En el presente trabajo se discute, desde el punto de vista 
de las transformaciones canónicas, la transformación de l~ re
presentación p, q a la representación N, &. En esta forma es
posible obtener las funciones En(&) como las funciones trans-. 

E2 . 
formadas de e-2" HnC~). En cambio, f.-n(&) se obtienen como 
transformadas de las soluciones de la ecuación de Hermite co
rrespondÚmte a valores imaginarios de las variables q. Como 
consecuencia del formalismo desarrollado se obtiene que, en vir
tud de la ,neoesidad de considerar el siste,ma completo f.n(&) , 
FL

n
(&), no puede prescinclirse en la descripción N, & de fotones 

.de energía negativa. Esto es equivalente, en la representación 
p, q, a la neoesidad de considerar las solucion,es ,de la ecuacióllj 
de HermHe, no 'sólo sobre el ej·e real de .las variables q, sino, 
también, las soluciones sobre el eje imaginario. . 
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§ 2. - Transformaciones canónicas. 

La teoría' de' las transformaciones canónicas cuánticas fué 
'JesarroJIada por Jordan (1) Y Dirac (2). Para nuestro objeto 
necesitamos algunas relaciones que no figuran explícitam~nte en 

. ('stos trabajos. 
Sea dada una transformación entre las variables canónicas 

P1' P2' ... q1' q2 ... y P 1> P 1> ••• Q1> Q2' ... que, naturalmente, sa
tisfacen la relación de conmutación de Heisenberg. Podemos dar 
la transformación canónica que consideramos ¡en la forma: 

p=p(Q, q) 

P=P(Q, q) 
(2.1) 

en donde se han suprimido los subíndices. Si la transformación 
es dada en esta forma, deben' considerarse como independientes 

. oQ oq' . 
a las variables Q y.q, es declr dq= oQ=O. Estas relaciones equi-

valen a: 

ih oQ pQ-Qp=--- -=0 
I '2n oq 

ih oq 
Pq;-qP=-- -=0 

, 2n oQ 

(2.2) 

Las variables p conmutan, pues, mn las Q, y las Pcon 
las q. " 

Si W ( q, Q)es la función generatriz de la transformación 
canónica, se cumple: 

De a~í, 

oW 
Pl'=-

oqr 

(') P . .TORDAN, Z. f. Physik, 37, 383 (1926) Y 38, 513 (1926). 
(") P. A. M. DIRAC¡ Proc. Roy. Soco London, 116, 633 (1927). 

(2.3) 
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Luego,: 

Las variables p, P no conmutan. Teniendo esto pr,esente .. 
de la: (2. 1) se sigue que q y Q tampoco conmutan: 

, 
qQ-Qq cl=O. (2.5) 

Dada una función ljJ( q) referida al sistema de /variabl'es 
p, q, se transforma en B( Q) msdiante: 

qQ) =/ S(q, Q) ~(q) o'(q) dq (2.6} 

donde S(q, Q) es la función de transformación y o(q) es una 
función de densidad. Recíprocamente: 

lp(q) =/ S*(q, Q) qQ) p(Q) dQ (2/7) 

siendo p( Q) una función de densidad respecto de las varIa
bles. Q. 

Si ljJ).. ( q) forman un sistema ortogonal de funciones norma
lizadas con la función de densidad o( q) 

(2.8) 

puede demostrarse que las funciones trausforrnadas en caso de 
variables, q, Q reates, forman también un sistema ortogonal 
con la función de densidad p(Q):, 

Por otra parte, considerando que 

. h o 
p=-~- -

·2n oq 

es posible demostrar que: 
J 

(2.9) 
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(2. 10) 

Esta expresión permite determinar S( q, Q) cuandb se dá la 
transformación (2.1), pues por la propiedad (2.3) de W(q, Q) 
se tiene: 

, (iJW' iJW ) , 
, d,lf = ~ ~dq,. +dQ dQ,. = Z; (p,. dq,. - P,. dQr)' 

r uq,. r r . 

I 

Nos interesa, en forma especial, la ecuación dif.erencial a 
'la cual satisface B(q, Q), cuando la energía queda referida a los 
ejes principales, tanto en el sistema p, q como ,en el P, Q. Sea 

lI(p, q) =H (- 2
ih .~ ,q )eI hamilloniano en el sistema p, q y 1t uq . _ 

JI CI(q)~(q) sus autofunciones: 

(2.11) 

Análogamente para. el sistema P, Q: 

(2. 12) 

Multiplicando (2.11) por ]/o{q)S(q,Q') e integrando: 
~ . 

!JlCI(q)S,(q,.Q) [H( '-~" ~~,q)J/CI(q)tPx(q)]dq= 

A J S(q, QHJx(q)CI(q) dq= 
- . 

1 . gP ( ih iJ ) 1/-=AI\(Q)= ['L --o -,Q' rp(Q)I\(Q)J. 
'. V p(Q) 21t iJQ 

Integrando por partes la. p.dmera de ,estas integrales, lIa-

. d H- ( ih iJ ) 1 . f ]'f '. Id' d man o 7- ~, q a a orma (1 erenCla a Junta e 
21t uq' . 

H ( - ~ ;~ , q) y considerando qll,e en el límite de integración 
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" 

\ ' 

, .... 

cl

f 
.... · . I ' 

f 

I ¿ 

.",.. 

I , 

\ . 

I . 



,',¡" . 

. ,' . 

,~ 
. i 

W,·/I'. Il' 

.' ··'_.r 

',' , 

, " 

' ... ,'.\\: :r·;,~. 1, ••.. :':":';'.¡.:l,'!,:,','~::"V" f .. :il<:": '!''', "!;.,~\,1 .. "~,."'" r! 
;\ " 

-.,111'-':'" . 

las funciones y'd(q)~A(q) c1ebenanularse, se obtiene: 

Puesto que esta relación se cumple para cualquier valor de 
(l Y A, se sigue que: . 

Vd~q) [ij( -J~d~:q )Vd(q) S(q. Q)]= 

. l' ( :ihu )V-' =v [ge -Q "Q,Qp(Q)S(q,Q)]. 
p(Q) ... 1tv . 

(2.13), 

Esta es la ecuación diferencial a la cual satisfaoe S( q, Q). 
Prooediendo eIJ. forma 'análog~ y partiendo de (2. 12) se 

llega a: 

1 (ih u )y-
Yd(q)[H -21t uq,q d(q)S*(q,Q)]= 

y l' [ge( - 2
ih '~Q' Q) V p( Q) S*( q, Q)]. 

p(Q) reú J 

(2.14) 

§ 3. -Transformación p, q --)o N, 3-. 

Los operadores de emisión a,.+ y absorción al' de un campo 
de radiáción cuantificado están vinculados con las variables Pr' qr 

,. y N r' 3-r mediante las relaCiones (3) : 

(") Ver P.. e. W. HEI1'LER, The quantmt theory 01 radiation, § 7, Oxford 
Univ. Press, 1944. 
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+ -i, ( +' ) yN -i6r al' =y , PI' zwrqr = . re 
2hvr l' 

, ' Z (\, ) i6r Y-N 
a,. = y_ Pr-ZWr qr = e r' 

2hv.r , 
(3.1) 

D ( ) ' 'cw h N e 1. 2 , si se define uná nueva variable -/Lr = - 2n r' se 

tiene: 

CJr.r Dr' --: fJ'r,o/lr =- i ~ ~rr" . 2n' 

CJe. y &1' s~n, en esta forma, variables canónic~mente con
jugadas. La (3. 1) es, pues, una' transformación canónica entre 
las variables P, q y o/lr' &/.. " • 

Respecto de la nomenclatura empleada ,anteriormente Cfl 

o/l=P y &=Q. ' 

Según (2.2) las variables p conmutan con las & y las N 
con las q. No así p con N ni q con &. 

De (3. 1) se obtiene: 

ei& q e-it} - e-i&q ei& = e2i& q - q e2i& 

eitl:!q e-iO'._ e-i & q ei& = q e-:2i& _ e-:2i & q 

y de aquí resulta 

cos2 & q = q cos2 &, 

sen2&q , qsen2&. 
~. 

, 
(3.2) 

Derivando respecto de & y mediante las (3. 2) se obtiene: 

e2f& q = q e2it¡. 
¡ 

y de aquí se obtiene qU/et q también conmuta con tag fJ·. Con estas 
relaciones sin mayor dificultad se encuentra que: 

p=wqtagfJ' 

CJr.~. - ~ N = -~ [~ (p2+W2q2-hv)] 
,2n 2n, 2hv 

1 ,,' 1 1 h 
=- 2 w qu cos2 fJ.+ 2 2n' 

, j .".,.';'.: , .• :, 
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/ 

De (2.3) se obtiene que la función gen~ra~riz eS: 

21ti . '. i vii ,i __ W =- -41t2 - q2 tag & + -&=- - ~2 tag3' + - & 
h 2 h 2 2 2 

·Vv (~=21t h q) . (3.3) 

. ' FinalrI}ente la función de transformación, segúq.la. (2. 10) es: 

, ~2 & 
S( 'c: n.) _ -i-tag& + i-

':1, \)' - e 2 ' 2 (3.4) 

§ 4. - Transfornwción de las funciones prop¿as. 

Estanc~o d~dos'H( - i ~1t :q' q),ge (- i;~ :Q' Q) y .S( q, Q) las 

funciones de densidad o(q) ypCQ) quedan determinadas me-" 
diante la ecuación (2. 13)~ Si se resuelveesLe problema, en ge
neral, ~o se encontrará un único par de funciones o( q), peQ)·· 
sino un sistema de soluciones 0i(q), Pi(Q); °2(q), P2(Q) .... 
Conocidas en esta fOJima las funciones de densidad habrá que 
determ~nar a qué funciones ~(q) y ECQ) corresponden. I 

Oonsideremos las funciones de densidad posibles cuando la, 
función de transformación está dada por la (3.4), 

y 

ge ih o . o 
(- 21t uQ , Q) = zhv 03· 

En este caso la (2. 13) es: 

I 

~ i ~ [V p(&) e - : ~2 tg & + : & J. 
V p(&) 0& . , ' 

.1', 
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Efectuando. ,pperacio.nes se llega a: 

Siiendo. ~ y B· variables· independientes, la (4. 1) admite So.
lución cuando.: 

a'(~) 
1 + -- ~ = a·= co.nst. 

Cl(~) 
(4.2) 

. . '(&) 
i . a . tag B· ~- i ~- = b = co.nst. 

p(B') 
(4.3) 

Cll/(~) . Cl'(~) 2_ . 
- 2Cl(~) + (2Cl(~)) - - b. 

(4.4) 

De (4.2) se o.btiene: 

Cl(~) = co.nsl. ~.a~1. (4.5) 

I Mediante la (4.4) se determinan lo.s vaJo.res de a y b . que 
satisfacen la (4.1). Sustituyendo. en ésta el valo.r de Cl(~) dado. 
po.r(4.5) se llega: 

De aquí: 

Existen, pues, do.s funcio.lle'S de de!1siclad 

(4.6) 

a las cuales, según (4. 3), co.rrespo.nden, para b = 0, las funcio
nes: 

Pi(&)-~ 
co.s& 

(4.7) 

/ 

1, ,. '¡'¡ 
~ ¡, 

\. 

, . 
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Con estos . elementos ,estamos ·e·u Gondiciones de' encontrar la 
J. e2 . 

transformación de ~as funciones e--§;lln(~) a las funciones Rn(3,): 

con 

OC> 

. ei!fe-e2s(l})lln(~)cJ(;)d~ 

R[S(&)]=~>O. 
. '2 

(4.8) 

r 
(4.9) 

Debemos astablecer, en primer término, cuándo corresponde 
emplear cJl(~)=al o cJ2(~)=a~~2. Según.(2.8)' se -tiene: ! 

• OC> 

para dl(~) ." al' J e-e
2 Hn,(~)lln(~)ald~.=alén'6ll'w 

, ." 

para d2(~) = !l2 ~~, J e- ~2 (+ 111l:(~) )'( ~ lln(~) ) (1,2 ~2 d~ = . 

Es decir, para d2(~) debe considerarse la transformación rte' 
1 ' . 

. T Hn(~). 
Puesto que 112n(~) es un polinomio par y 112n+1(~) es im

par, la, (4. 8) es distinta de cero para 11. ' 2m y cJ(~) = al Y 
cerO ·cuando cJ(~) = a2 ~2 .. Recíprocamente ·es nula cuando n = 
2m+l y d(~) = al Y distinta dé cero para cJ(~) = a2 ~2. En esta 
forma se tiene: 

."" 
. B21l (&) = al e i :f e - ~2 .~(&) 112n(~) d~ = 

a .. {} fm 1 y-' , . 
_.~ e~2 e.-r¡S(&)y_H2n ( l1)dl1 (~)O) 

0. 11 ' 

.,' I 
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(4.11) 

Las (4. 10) Y (4. 11) son las transformadas de Laplace de 
1 -' -

las funciones ]111 Ií 21! (V 11) Y Ji 2ntt1 (V 11) respectivamente; las 

funciones transformadas son conocidas (4) cumpiiéndose la con
dición de convergencia R ( S (D'») > O : 

; r (&)---,- (11 i!.y-(2n)! [l-S(D')]n 
'2n -- e 2 1t = 

2 n! [S(D') ]11+1/2 

1!i(2l1.)! "2 "-
= (1 -. -- COS1/ 2 &'e - '¿ Uv-

1 2 't! (4.12) 

r 11 (D') =_ (12 ei: y;-(2n+1)! [l-S~D-)]n = _ 
.. 2 +.,: 2, ~ n ! [ S ( D') ]n+3/2 

=- (12 V21t (2l1.~1)! COS3/2 & e- i(2n + 1)~. (4.13) 

A las- funcibne~ e' -i2n& les corresponde la función de densi-
const '(0 +1)& . const 

dad --ya las e -~ ~n les corr,esponde --. Estas son las cos D· " . cosa D 
funciones' de densidad. calculadas anteriormente y dadas por (4.6). 

Estas funciones' propias corresponden a valores propios posi
tivos de la, energía. 

§5. - Valores propios negativos. 

, I ~ 
El sistema' ortogonal completo de las funciones e - 2 Hn(~) .) 

se transforma, como hemos visto, en el sistema semicompleto de 

~ 

(') Ver G. DOETSOJI, Theorie una 'Anwenaung aer Laplaoe Transforma
tion, pág. 403, ,JuliuB Springer, Berlín, 1937. 
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las funciones e -:-in.e(n > O). Debemos ahora, con \ el objeto de 
poder disponer del sistema compl,eto de estas funci'ones, hallar 
en' qué condiciones. se encuentran las funciones e in3- . ' 

Consideremos la función de transformación 

, . E2 • 3-
S(r;.,B')-:-e+~2 tag3-+~ 2 ,(5.1) 

Resulta 

S*(&) .. ' e-
i
&, R(S*(B'» = 1

2 
> 0, 

2 cos B' -

con lo qúe las expresiones análogas a (4. 12) Y (4. 13) que se 
. obtienen son: 

Vn (2n)! 1/2 n, +i(2n+l)3-
0.1 --- COS ve 

2 nI 

V-2 (2n+1)! 3/2 n: +i(2n+2)& 
-U2 TI. COS v'e . . nI, 

Se obtiene, pues, que mediante la función ele transformación 
(5.1) se transforma 

Ahora bien: se obtiene (5.1) a partir ele (3.4) si estableoe.,· 
mos que ~ = ir;.. Por otra parte, la ecuación de Hermite: 

(5.2) 

para valores reales de ~ If:iene por valores propios números enteros 
positivos. En cambio, para valores negat,ivos de n: 

" 

(5.3) 

admite soluoiones ortogonales. que se anulan en .el infinito· si 

, , 

, ~" . , 
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~ = ir,.' En efucto, haciendo el cam1>io de variables se obtiene la 
ecüación 

d
2 

F ~n(i'q _ 'f'2[i' (''f') _1 (2' '-1) F ("f')-O dr.,2 ..., -11 le, I n -n ¡,e, - " 

CUy~lS ~oluciones 'son, si se c~mpara esta ecuación, con la (5. ,3) 

De lo dicho resulta que: 

E2 . 

Se obtiene asír que la Lransfo':rm~da de e- 2 Hn- 1(r.,) es, co
mo lo indica la (5,2), la función e ~n&. Estas ,fl'mciones corres
ponden, ahora, a valores propios negativos de la energía. 

Puede apreciarse, de lo dicho, en qué forma se corvesp<mde 
'el sistema cOJIlpleto de fuilciones' e-in&, e +in& con el sistema 

~2 

también completo de las ,funciones, ,e -~ H n (~): EJ primer con-
junto de las funciones e--'-in& se corresponde, mediante la trans
formación canónica IV, a' --+ p, q con las soluciones de la ecuación 
de I-Iermile para valores reales de la variable q y conducen a, va
lores' propios positivos de la energí'a. En cambio, el conjunto de 
las funciones cin & se corresponde con las soluciones ortogenales 
de esta ecuaCión para valores imaginarios ele ej, y conducen a 
valores riegativos de la energía. 

En la descripción N,3- del caml)o de radiación resulta, pues, 
necesaria la introducción de fotones de energía negativa, lo que,. 
en 'la descripción p, q implica la necesidad de considerar las solu~ 
ciones de la ecuaci6n del oscilador líneal sobre el eje imaginario 
del plano complejo, de la variable q. Aunque en este último caso,. 

, 'o 

,v:;, ' , ' 
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si se prescinde de la representación N, &: no resulta 'muy visiblie 
esta nec~sidad, debido a que unas, y otras soluciones de aquella 
ecuación forman de por sí sistemas completos: 

La generalización obtenida del esquema de las transformacio
nes ck!-nónicas no deja ver, sin embargo, cuál es el origen die l¡t 
dificultad que tratamos. Pero el hecho es que la correspondencia 
biunívoca entre las autofunciones correspondientes a ambas repre
sentaciones, sólo se obtiene si se tienen en cuenta las soluciones 
de la ecuación del oscilador lineal en el eje imaginario. Esto 
equivale a considerar a las.variables q como antihermitianas, len 
forma análoga a la empleada por W. PaulJi (5) al aplicar a un, 
sistema de osciladores lineales el método de 'cuantificación de Di-

.. rac (G). En -el formalismo desarrollado aparece como- natural la 
, neoesidad de considerar estos valores de c¡ en el antiguo método de 

cuantificación del campo de radiación. ' 
Agradezco al Prof.' G. Beck el haber llarúado,I mi atención 

'sobre este punto y las discusiones mantenidas respecto, de asuntos 
tratados en este trabajo, yal Prof. R. Garis su interés ,por el 
mismo. 

José A. Balseiro 

(G) W. PAULI, Rev. Mod. Phys. 15, 176, (1943). 
(0) P. A. M. DIRAC, Pl'oc.-Rey. Soco 4180, 1 (1942). 
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