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~OBRE LA DISTRIBUCION DE PLANOS EN EL 
ESPACIO 

por L. A. SANTAL6 

, ' 1. Enünciado del teorema.' Deriv!ldo de un problema físico, 
'Goudsmit ,ha estudiado el problema de hallar el va10r medio del, 
cuadrado del área de las regiones en que el plano queda dividido 
por rectas arbitrarias distribuídas de manera que el valor medio 
del área de dichas regiones valga Ila unidad (1). ' 

Desde el punto de vista matemático puede ofrecer interés, 
considerar el problema análogo en el 'espacio. Esto es lo que vamos 
a hacer en la presente nota. 

El problema y resultado obtenido se pueden enunciar de la 
si;guiente manera: o 

Supuesto el espacio dividido por planos arbitrarios en re
giones cuyo volumen v tenga por valor medio la unidad, el valor 

4 ' 
medio, de v2 vale '3 1[2 

La demosJ;ración dada por Goudsmit para el caso del plano 
no es fácil de 'generalizar al espacio. Con ligeras varianles puede .. 
sin embargo, haoerse esta generalización, si bien el método resulta 
largo y las consideraciones de probabilidad qu~ es preciso utilizar 
no del todo convincentes. 

Por esta razón vamos a seguir un método completamente 
distinto, qut¡) puede aplicarse lambién en el caso del plano para 
obtener 'el resultado de Goudsmit y que, posiblemente, puede tam
bién ser generalizado a un espacio de cualquier número de di
menSIOnes. ' 

2. Demostración. Consideremos primero una esfera S de 
radio R y un número finito n de planos que la cortan. 

(1) S. ,GouDslm;, Randorn dis'l1'ib·¡¡'tion of linos in aplane, Rovicw of Modern 
'Physics, voL 17, p{tg. 321, 1945. . 

/ 

',,1; 

1,· 

J 
'.' .' 

,¡~. " ,''1' 



·. r" 

f} 
11, , 

\ ' 

".,:' " . ,o" "o ',o 

-121-

Supuestos los ~lmios dados arbitrariamente, ellos dividirán 
a, S en Un cierto número de regiones. El valor medio de este nú':.. 
mero'" de regiones sabemos que vale (2) 

( n ) nW, ( n) n3 F <N> = "- - n 1 
o 3 1113. + 24M2 + + 

siendo V el volumen, F el área y 111 la integral de 
media de S, o sea, 

V=.!.nR3 
3 ' 

F=4nR2, M =4nR. 

El valor medio del volumen de estas reglOnes será 

, V 
<v>=-, ,<N> 

(1) 

curvatura 

(2) 

y para que secumpla,Ia' condición de que valga 1 debe ser 

R= [(n)~ .!'(n)~' ~'(n 1)]1/3 
3 43 + 4 ,2 16 + 4i' +, . (3) 

Recordemos que la medida del conjunto de planos que 'cortan 
a un cuerpo convexo cualquiera es igual a la integral de curvatura 
media del mismo (3). Por ejemplo, en los casos particulares .de 
la esfera S y de un segmen~o de recta de longitud a, dicha me
dida vale,' respectivamente, 

f dE=4nR, f efE ' na (4) 
::; 11. 

siendo dE la «densidad de planos» y estando la primera integra
dón ,extendida 'a todos los planos que co~tan a S y la segunda a 
todos. los que cortan al segmento. 

(') L. A. SANTALÓ, Valol' Inedia del número de regiones en que un ouerpo 
del espacio es dividido por n planos arbitr.arios. Revista de la Uni6n Matemá
tica Argentina, vol. 10, pág. 101, 1945. 

(3) W. BLASCHKE, VOl'lesungen ',über Integr.algeontetl'ie, Hamburger Mathe
mastische Einzelschriften, 1936 (pág. 66), 
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Consideremos dos puntos P 1 Y P 2 interiores a S y sean dP l' 
dP 2 ,los elementos· de volum'en correspondieqtes a los mismos~ 

Sean, además, Ev'E2' Ea, .... En' n planos arbitrarios que cor
'tan a S. Consideremos la integral múltiple 

T'4.~1 • 

en la cual la integración está ex,tendida, para cada plano E¡, . a ' 
todas las posiciones en que corta a S pero no separa a los dos 
puntos P 1> P 2' La integración respecto estos puntos está extendida 

, a todo ,el interior de S. 
Fijando primero P 1 Y P 2 Y llamando a a la distancia entre 

los mismos, según (4) la int~gral de cada dE¡ vale (4nR-na) y 
por tanto queda <, 

(6) 

Además, en un sistema de coordenadas pálares de centro P l' 
llamapdo dÓJ a la dirección del espacio según la cual se encuentra 

. P 2' es dP 2 = a2 da dm. Fijada la 'dirección dm y la distancia tI, 

el elemento dP 1 pueHe enloncés integrarse a todo el, volun1en co
mún a la esfera S y a la que se obtiene por traslación' de liJ 
~nisma ,de un segmento. a. El volumen común a ,estas 'esferas vale 

4 R R 1 -n a-n 2a+ _ na3 • 

,3 \ ' 12 
(7) 

,Al hacer v¿¡.riar dm a todas las direcciones este volumen' ilo 
varía, de manera que la integral (6) queda reducida a la integral 
aimple 

9R " 

f . '4 1" 
1 --.: (4nR-na)4 ( 3 nR3 - nR2 a + 12 naa ) 4n a2 da. , (8) 

o 

Por otra parte" si en la primera expresión (5) de la integral 
1, par~ llevar a cabo la integración, se mantienen prm'tero fijos 
los pla~lOs' E¡, 'los puntos P 1> P 2 pueden entonCes variar en el 
interior de cada una ele las N regiones en· que S es dividida por 
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los'planos. Llamando Vi (i=1,,2,3, ... ,.N) al volumen de es
tas regiones, e~ por tanto 

Siendo, por definición, 

(10) 

donde <v2> n indica el, valor medio del cuadrado de v para el 
caso' considerado de, una esfera de radio R, teniendo ep, cuenta (4) 
Y que el cociente V /<N> vale 1, r~sulta ' 

(11) 

El problema se reduce por tanto a hallar el límite de este 
cociente cuando n y R, ligados por la relación (3), tienden a 
infi)1ito, de manera que la esfera S pase a llenar todo el espacio .. 

Segú~l ~8) y (11) es 
2R 

J ' a n 3' a 1 aS ' 
<v2>n= (1--) (1---+- -,') Ana2 da. 4R 4 R 16 Ra, 

(12) 

() 

I-Iagamosel cambio de variable 

, I 
a=2Rt 

con el cual la integral anterior queda 

(~3) 

donde R está ligado cón n por (3). 
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Observemos ahorá que por integraciones por partes suoesivas 
se obtiene inmediatamente 

1 , 

f( l- t)1t t2 dt-. 16 .:....1 
"2 - (n+1)(n+2)(n+3) + 2n+l 

o' 

1 

f (1, - ~ ) n t3 dt 
o 

32 B . +-
(n+1) (n+2) (n+3) (n+4) 2n+l 

1 

f ( 1 ~ ~) n t5 1t. --:---.-:-----:-:--:-'--:-:--;-12_8--;-:------;- + e 
(n+1) (n+2) (n+3) (n+4) (n+5) (n+6) 2n+l 

o 

siendo A, B, e factores cuya, forina explícita no interesa, peIlo 
que tienden a O ~l crecer n infinitamente, 

Teniendo en cuenta estos valores y sustituyendo R por su 
valor 'en función de n dado por (3), de (13) se ,deduce 

'" l' Q. 4" <v~>= Im<1)~>n= _1t N 

n~", 3 

que es el resultadq enunciado.' 

(14) 

~ 

N o t a . - Obsérvese que si en lugar de suponer, los planos 
dados arbitrariamente, se supone, que se dan independÍlentemente 
3 haces de planos perpendiculares a 3 ~ej,es c09rdenados rectangu
lares, siendo para cada haz los planos c1ados también arbitrar~a
mente; ,pero de IJanera~' que su distancia media sea la unidadJ 
el valor medio de¡ v2 que se obtiene en este caso régulal', no 
coincide con el anterior del caso general. 

, ' Proo~diendo como Goudsmil paFa el plano, se encuentra in-
I medialamente que en el caso regular es 

valor inferior al del cf}.so genera] considerado. 

BUENOS AIRES, Seminario Matemático de la Famtltad de 
Ciencias Exactas, F'ísicas y NatJtmlcs. 
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