COEFICIENTES DE KUMMER

I o \ por PEDRO A. Pi1z4 o
e : San Juan de Puerto Rico ' &

Con los primeros resultados de sus célebres investigaciones
% referentes a la ecuacion de Iermat zr-4-yr=qan publicados en
’ 1837, Kummer introdujo y utilizé cierta -féormula en la que ‘apa-
. recen todas las potencias pares o impares de z+y=2z(*). Esta
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férmula debida a Kummer, fué demostrada posteriormente por

"Mention. Puede escribirse para cualquier exponente n como si- ;
] gue: - ' ;-
i |
'~ n(n—3

xn - yn:zll —n myzn—" ( 5 ) a2 y- zn—d

- n(n—d)(n—5) . - . n(n—B)(n—8)(n—7) , , _
: . __3'— .t-"‘ y3 zn G+ 4! x‘i yizn 8

__ n(n—6)(n—T)(n—8)(n— 9)

b yb 11—10
5l VAR

Con exponentes pares n=2m, el segundo miembro de esta
igualdad contiene contiene —TZL— +1=m+1 términos. Con expo-

pentes impares n=2m+1, el numero de términos es de
(n+1)/2=m+1. Para nuestros fines podemos designar conve-
nientemente sus coeficientes, que alternan en signo, por K;n=1,
Kon=—n, K;r=n(n—-3)/2, K;p=—n(n—4) (n—b)/6, etc.

Es interesante computar una tabla de estos valores' numéri-
cos que resultan ser siempre nimeros enteros y que llamaremos

(*) Véase DIcEsoN, History of the Theory of Numbers, vol.:II, phgs. 737
y 739, citas 25 y 43. . -
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coeficientes de Kummer, para los primeros valores de n, con el
‘ fin de observar y estudiar sus propiedades interesantisimas. Tal
tabla, calculada hasta n=283, sin tomar en cuenta que en las
columnas pares los coeficientes son negativos, y positivos en las
columnas impares, es como sigue:

PSR
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_ . KM -K'| K | =K | K" | =K' | K |—-K| K |~-K| K |-K,
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1 2
1 3
1 4 2
. 1 5 5
1 6 9 2
1 7 14 7
1 8 20 16 2
1 9 27 30 9
1 10 ‘35 50 25 2
L 1 11 44 77| ' 55 11 |
1 12 54| 112| 105 36 2
! 1 13 65, 156 182 91 13 '
X 1 14 77 210 294 196 49 .2
. 1 15 90| 275| 450 3781 140 15
1 16 104 352 660 672 | 336 64 | 2
! 1 17 119 442 935 1122 714 204 17
1 18 135 546 | 1287 | 1782 | 1386 540 81 2
1 19 152 665 | 1729 | 2717 | 2508 | 1254 | 285 19
: 1 20 170 800 | 2275 | 4004 | 4290 | 2640 825 100 2
1 21 189 952 | 2940 | &733| 7007 | 5148 | 2079 385 21
i 1 22| 209| 1122 | 3740 | 8008 | 11011 | 9438 4719 | 1210 121 2
. 1 23 230 | 1311 | 4692 | 10948 | 16744 | 16445 | 9867 | 3289 506 23
: . I

- - Tabla dc Cocficientes de Kummer '
Tengamos -presente que la notacion K, nos indica el coe-
ficiente de Kummer correspondiente al exponente n que aparece
en la fila o linea horizontal n y en la columna vertical ¢ de esta
‘ tabla triangular escalonada, en analogia con la notacién Gy usada

nomio de Newton segtin aparecen asimismo en la tabla o fridn-
_ gulo de Pascal. ‘
' Por inspeccién de nuestra tabla podemos observar que exis-
! ten las siguientes notables relaciones enlre los coeficientes de
. Kummer: '

L (1) Cada nimero en cualquier columna es la suma del que
le precede en la misma columna, més el que aparece diagonal-
mente arriba y a la izquierda de este ultimo. En general ob-
: 8ervamos

" generalmente para indicar los coeficientes en la expansién del bi-.
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Kn= Kcn—l + I(c— 2

Ejemplo: Kg9=2717= K8+ K,17=1782 - 935.

(2) Si sumamos las diagonales descendentes comenzando con
las unidades sucesivas de la primer columna, obtenemos 1 +2=3.

14+34+2=6,14+4+54+2=12, 1+5 +94+T+2=24,

En general la n-ava diagonal comenzando con la unidad de

la primer columna correspondlcnbe a la flla n, contendrd (n41)

qumandos y su suma serd
I

Ky Kyett LK 4 Knis L Kpyy2n =3 . 2071,

(8) Si multiplicamos cualquier par de niimeros ‘consecutivos

de la segunda columna, su producto serd igual a la suma de los

tres niimeros que forman angulo recto debajo y a la derecha del

mayor factor. Tendremos K,» K ntl —K gtt2 - Kgntt - Kont2, equi-

valente 'a la 1c]ent1c1ac1

n.(n—|—1) = (71_|_2) + (”’|'2)2 (n—l) 4 (l'l‘—}'—\l)z(n—z)’.

(4) Si tomamos cualquier grupo de cuatro numeros con-
tiguos que formen un cuadrado en las columnas2y 3, susuma es
siempre un numero cuadrado. Tendremos generalmente:

Kz’l + Kan -+ K2”+1 + K3n+1 =n?,

que eqmvale ala 1dent1dad s \

. nt ( 3)+(n+1)_{_(n+1)2n 2)

J

(5) La suma de los primeros n nimeros ¢contiguos en cual-
quier columna ¢ (después de la primer columna), es igual al
nimero que aparece en la tabla dos filas mis abajo en'la pré-
xima columna a la derecha.

Nétese que en cada columna ¢ hay (2¢—3) espacios vacan-
tes antes de llegar al prlmer nimero de la columna que siempre
es 2, siendo el tercero siempre el cuadrado de c.
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"Ejemplos: 32 columna: 24549 =16.
92 columna: 2417+ 81+ 285=385."

Generalmente en cualquier columna ¢ tendremos

i==n
K=K, i
== c—2
El ntmero total de espacios yacantes en la parte superior de
la tabla hasta incluir la columna ¢, es de

/

185 TH. . = (e—1)2

Sin duda olras muchas propiedades numeéricas de los coefi-
cientes de Kummer en la tabla, podrin observarse y probarse
en un estudio més extenso de la misma. Cada una de estas pro-
piedades ilustrard una nueva propiedad numero-teérica de los
ntmeros enteros.

La propiedad general (1) nos permite computar recurren-

temente los coeficientes correspondientes a cyalquier fila n de la
tabla, si ya conocemos las series de coeficientes de las filas

(n—1) y (n—2).
Por eJemplo la préxima fila 24 de la tabla consiste de
los 18 ndmeros siguientes: _ |

1, 24, 252, 1520, 5814, 14688, 24752, 27456, 19305, 8008,
1716, 144 y 2. o

Con la relacién (5) podremos desarrollar ciertas identidades

* de considerable interés numérico. Por ejemplo, todo ntumero de

la columna 8 nos dard

nz__”(”z_s) =2+4+8+445+...+(n—2),

donde el segundo miembro contiene (n—3) sumandos. Ejemplo:

KP2=2+48+4+5+6-+T=217.
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En general Kgn41=a Ta suma de todos los nimeros ente-
ros positivos desde 1 al (n—2) inclusive.
De igual modo cualquier ntimero de la columna 4 es

Kin:M 24+54+9414+-. . +(” 2;(”—5)

: que podemos nuevamente escribir por sumas parciales como si-
L gue: _ ,
! :' K{Ln — 2 . . ) 1
4 1243
+24844 . o
1 F2434+4+5

+24+8+4+5+6+... ... + (n—4). ,

Sumando ahora por columnas empezando por la ultima,
tendremos la- relacién o identidad

K,ll" _n(n—4)(n—5) _
- N ' 6 i, \

donde el segundo miembro contiene (n—5) sumandos. Esla rela-
cién es valida para cualquier valor de n mayor que'5. Un ejem-
\ plo numérico para n=10 es

10.6.5

=50=6+2.5+3.4+4.3+5.2
=64+10+12 + 124 10=50.
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Es obvio que por la repeticiéon de idéntico proceso, serd po-
sible expresar cualquier Kz;»=n(n—5) (n—6) (n—T)/24 como su-
ma de los K, hasta incluir el i=n—2. A su vez podremos ex-
presar cada uno de estos K, en series de sumandos 'que son fun-
ciones lineales de n, como en el caso anterior.

En general cualquier K,» lo podriamos expresar finalmente,
por el mismo proceso de iteracion, como sumas de series que
son funciones lineales de n. Ya que un K» cualquiera es de por si
funcién de n de grado c—1, las sucesivas repeticiones nos perml-
tirdn expresar al fin estas funciones de n de grado algebrawo
(¢—1)-vo, como sumas de sus funciones lineales (de.grado alge-
braico 1). :

Esto es posible que tenga aplicacién 1til en el estudio de la
alta aritmética y del éalgebra, cuyos principales objetivos son los
de hallar paralelamente relaciones mulliplicativas y aditivas en
algtin campo determinado de los ntmeros.

San Juan} de Puerto Rico, 15 de noviembre de 1948.




