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CURVAS PARALELAS SOBRE SUPERFICIES DE 
CURVATURA CONSTANTE 

por 

E. VIDAL ABAscAL 

1. - Introducciúil. - El objeto de esta nota es generali7.ar la 
definición de curvas paralelas sobre una "superficie y obtener una; 
expresión invariante para este paralelismo sobre las superficies 
de curvatura constante, q.ue generali7.a la conocida expresión· 

, ( 2TI: 2 (L 2 
.1= F--J.r) + ~) , , \. 1/ A 

invariante para las curvas geodúsicamente paralelas, 

2, - Curvas paralelas, - Definición, - Sobre una superficie de 
curvatura' constante x = x( v1, v2).. llam amos curvas paralelas a 
oira dada C (continua, diferenciable .'Y con las dos primeras deri
vadas' continuas), según un ángulo co, aquellas formadas por los 
puntos que se obtienen considerando en cada punto de la curva 
C la geodésica que forme con ella el ángulo co .'Y lomando sobre 
estas geodési~as una distancia constante p, Como caso particular ... 

TI: 
cuando co = -, se obtienen las curvas llama,das geodésicamente 

2 
paralelas, 

Suponiendo la curva simple C cerrada, correspondiente a 
v1 = 0, de longitud L y que limita un área F sobre una pOl'ci;ón 
de superficie regular x = x( Vi, v2), siendo su curvatura función 
de v2, [((v2), he demostrado, en otro trabajo' (1), que el área limi-

(') E, VIDAL ABAS CAL, Area 'engendmda sobre 1¿na snpm'f'icie pOl' 1tn arco 
de geodésic,a cuando uno de sus, extremos l'eCOl're unaC1wva fija y longit1td 
de la C11l'va de.~C1'Ua por el o·tro extl'el1W, Rev, Mat, Risp, Amer" T, VII, nQ 3,. 
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tada \ por la curva e y la que se obtiene cuando el ángulo que 
founa la geodésica con e es variable meO, v2) y sobre ellas se 
toman las distancias, también variables, p (v2), se halla por la 
fórmula 

L 

( ) F 1'-'J senm(O,v2) sen [p(v2)i J(v2)]d' 1 'p_ ,_ v2 -

. V K(v2) 
o ' 

. L . 

J X (v2)-m'(O v2) 
_ [l.. ' sen [p(v2)V [((v2)]dv2• 

J(v2) . 
o 

Suponiendo ahora Cp paralela a e, según la definición d~da . 
. será m = consL, p = const., J( = const., se deduce, 

(2) F _ F = L sen m sen [p tK] . cos [p tK,]-i (2rr-KF) 
P ') JI¡( J( , 

con la condición de validez ele que para todo v2 y para Vi, I.al 
que O<vi <p, sea 

, , 

sen ~ co~ [v1V K] + xg(O,v
2

) 8'e~ [v1 Y[(] > o . 
. ¡i J( 

, 3. - Longitud de la curva paralela. - Si a partir de ep, para
lela a e; tomamos -p, sobre las mismas geqdésicas, obtendremos 
la curva de partida 9, (i'epresen~ando por m(p,.s), el ángulo YU

riable en que encuentra la geodésica a ep) se deduce de (1) 

Lp . . 

. sen [p¡l¡(] r y- (2rr ) F = F p - Vi( sen m (p, s) ds - ( cos [p f(]-l) !( - F p 
. !( o . . 

o sea 

Lp . , 
. ,'-;:; sen [p¡l¡(]J 2rr ,,-;:; 

F=Fpcos[pY K]--,¡::;:;- senm(p,s)ds- J( (cos[pr K]-l) 
r K '. . o. 

de donde 

.. , .. ,~' .. .". "i' ,', -'."",:,::;. ',: :,:"J" 
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(3) Fp c~ [p 11J(] F + 

De I (2) Y (3) 

2: + sen m sen [p VKl L _ co,s [p VK]. (21t-;-[(F) = 
[1. , 11¡( [( 

, 'Lp 
F ' sen [p VK] J .' 2n ( 1) =---=-+ sen 9J(p, s) dS+-r 1 

CQS [p}' [(] [( cos [p 11¡(] o ,A. cos [p VJ(] . 

de donde 

Lp 

f ',rr; (21t-[(F) sen [p ll¡(] 
(4) ¡ .senoo(p,s)ds=Lsenoocos[pr [(]+: . !Ti .' 

1[( 
u . -

Lp 

" por el teorema I d~l valor medio f sen m (p, s) ds = Lp sen 00* sus-

. o 
( . tituyendo este valor en (4), se obtiene 

. L sen m co~ [pVK] (?'1t-[(F) sen [pVK] 
(5) Lp= sen 00* + 11[( ;en 00* 

4. Invariante paralelo. De (2) Y (5),' se deduce 
rr; . 

F 2n _ '(F 21t ) [VK] L sen ro sen [p 1 [(] 
p - -[( - ,- [{ cos p . + ---1-;::r¡¡=(~ 

, 

Lp sen 00* = _ (F- 21tr ) r= L r= , sen [p l' [(] + ,1_ sen m cos [p l' [(] 
.V[( _ A rI( 

de donde, elevando al cuadrado y sumando, 

( 
, _21t)2 Lp2 sen2 00* _ ( ,_ 21t)2 L2 sen2 m 

F'i' [( + .K - F J( + [( 
l': 
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expresión que generaliza el llamado invariante paralelo J, corres-
21t 

pondiente a m = f( , ya que en este caso m* = m. 

5. - Consecuencias. -1. El paralelismo que hemos definido no 
es recíproco;' tomando a partir de Cp sobre las geodésicas que 
forman con ella el ángulo constante m, la distancia p, no se 
obtiene, en general, la curva C, o sea, si Cp es paralela a C, C 
no les paralela a Cp• • 

La condición para que el paralelismo sea recíproco es, que 

(6) cos m(p, v2) = cos m 
" cos m 

O sea, teniendo en cuenta que cos m( vi, v2)"":"" r ha de 
, . 1 g22(Vi, v2) 

'ser y g22(V1, v2) = 1,perÚ' 

1- sen m cos [p l!f(] xg(O, v2) sen [pl!f(] 
1 g22= ( + rr; sen m p, v2) 1 J( sen m(p, v2) 

. de donde por (6) 

rr; sen [p YK] 
cos [p] J(] + xg ,¡;; 

r J( sen m 
1 

la ,condición será, por lo tantoJ 

VK sen m 
xg = (1- cos [p VK] rr; 

. sen [p 1 [(J 
pVK 

VfK tg -Q'-- sen <p. 
.:.; 

2. 'El área lim\tada por la curva C' paralela; a C, será p~r 
la fórmula (2) 

sen m sen [p VK] 
Fo-Lb------~--~ .. YK 

cos [p 1!f(]-1 (21t~J(F ) = 
J(. ' p 

[, 

__ L sen m sen [pVK] cos [p 1!f(]-1 ,rr; 
_'::':-J(---'~ 21t + F p cos [p r K] 

- P, l/ K 

sustituyendo los valores de F p y de Lp, se encuentra 

F ( F 
21t 'L sen co cos [p l!f(] seri [,p l!f(] ) ( '1' ' sen 00 ,) 

~,+ ,+--+ 1.1--- . , [( . Y [( , sen 00* 
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