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REMARQUES SUR UN THEOREME
DE S. BERNSTEIN

par G. VALIRON (*)

Dans ses Lecons sur les propriétés extrémales et la mei-
lleure , approximation des fonctions analytiques d'une variable
réelle (1) S. Bernstein a énoncé diverses proposijtions. que con-
tiennent la suivante:

Si une fonction réelle' f(z) de la variable réelle = aclmet
les dérivées de tous les ordnes sur un segment (a,b) et si f(z)
et ses dérivées d’oridre pair son toules positives ou nulles sur ce
segment, f(z) est analytique dans Uintervalle (a,b).

Le but de cette note est de rattacher dinectemente celie pro-

-posmon 4 la formule de Taylor - Lagrange et de la* préciser.

L’énoncé obtenu permet de simplifier dans les cours cerlaines
démonslralions, notamment celle relative au développement en
série entiére de (1+2z)m. Nous établions que: :
Si f(x) est positive, ou nulle, ainsi que ses dérivées d’ordne
pair pour |z|<a, f(z) est cléveioppable en série entiére pour
|®|<a.
Introduisons la fonction

() = (@) +f(—2)

qui est paire et positive, et dont les dérivées d’ordre pair son
positives: Les dérivées d’ordre impair étant nulles a 1'origine,
la formule de Taylor-Lagrange permet d’écrire

(*) Expuesto por el autor en la reunién realizada por la Unién Matem4--
tica Argentina el 13 de setiembre de 1946.
(*) Gaurmier ViLnars, Paris, 1926. Voir p. 193 et suivantes. Voir aussi

Math. Annales, 1914.
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S . Roprg= [ D™ Copioy () dt
ﬂ 2p+2 (2 )Y 9 ()

et l'on a, aprés les hypothéses,

o Rapia S9(6).

Pour |z|<o, on a de méme,

. : ' . 2 x2p '
' =g(0) +=- 2P)(0) + rapia(%) - ;
- 9(2)=g(0)+ g e TLORESG |
i ot ' '
. (1; £)2p+l e ’
T = f L .
) La fomotion Fopip(z) est paire. En écrivant, pour 0 <z <a
e 0=<t<uz,

(e—) =7 (a—1) =2 (a—1)

on voit que

_ L (o 2pHL
rapin() < (2) % (2P+2)(t) at<(2)"" Ropia

donc, d’aprés (1), roms(x) tend vers' zéro lorsqme p croit indé~
finiment. Si |w|<oo g(z) est développable en série entitre
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Appliquant la formule de Taylor a f(w), ona

@) fe)=f (0) +2f(0) - + f(ZP“)(O) + ng+2(9’)

T

avec

P2p+2() f ('?2_ tJ)rlp)‘ (2p+2)(1) C.lt |

Et, puisque ' L
o < flepe)(t) < g,<2p¥25(t),
on a
Paris(8) = Papia(a).

Daiis la formule (3), le reste tend donc vers zéro lorsque
p croit indéfiniment; f(z) est développable en une série obte-

nue an groupant les termes en 2 et x2PH.., Mais comme la.

série converge, et comme f(2P)(0) < ¢(2P)(0), on peut ne pas
faire ce groupement, et la proposition éncncée est établie.

La proposition reste évidemment vraie si les dérivées de
méme parité sont toutes de méme signe a partir d'un gertain
rang pour |z|<a. Clest, le cas pour (1+z)™ et |z|<1l. On

. obtient sans calculs la formule du bin6me.

Lorsque toutes les dérivées d’ordre pair de f(ac) sont po-
sitives ou nulles pour x>0, la fonction f(z) est fonction ho-

‘lomorphe de la variable complexe * lorsque la partie réelle
de z est positive. Des séries du type de Dirichlet,

F(.’B):Z qu_)‘qw .

ou les ¢4 et Ay son positifs rentrent dans ce cas, et la fonction
F(z) peut admettre comme coupure l’axe des quantités imagi-
ginaires. Si f(x) et ses dérivées paires sont positives quel ;que
soit x réel;’ f(xz) est une fonction entiére. Les fonctiones .en-
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tiéres paires dont le développement taylorien a ses coefficients
positifs -ou nuls rentrent cans ces cas, ainsi que les fonctions
définies par

. -
F(a:) = Cq ehgx
q=0

ou les ¢, sont posftifs et les Ay réels, et on la série
. S cyelhal
converge quel que soit z. Si les X\, son, en outre, positifs,

F(x) et toutes ses dérivées sont positives, mais l'ordre de F(z)
est au moins égal a un. ' :
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