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REMARQUES SUR UN THEOREME 
DE S. BERNSTEIN 

par G. VaLIRON (*) 

Dans ses Leyons sur l'es. propriétés extrémales. et la mei­
l1eure I approximation des fOl1ctiDns analytiques d'une variable 
réelle (1) S.' Hernstein a énoncé diverses propositions. que con-
tiennent la suivante: ' \. 

Si ,une fonction Téelle I f( x) de la variable réelle x admel 
les dérivées de tous les ordl1es sur un segl1wnt (a, b) et si f( x )i' 
et ses dérivées d' Olld.,.,e pail' son toutes positives ou nulles sur ce 
segment, f( x) ,est analytique dans l'inteJ'valle (a, b). 

Le but de oette note est de rattacher diuecte:me,nte celte pro- . 
positiCln a la formule de Tuylor _- Lagrang.e el: de la' préciser. 
L'énoncé obtenu permet de simplífier dans les COuTS certaines 
démonstrations, notamment cene relative au développement en 
série entie,r,e de (1 +x)m. Nous établions que: 

Si f(x,) ,est positive,ou nulle, ainsi que ses dérivées ,d'prdne 
pair pour Ixl<a., f(x) ,est développable en série entiel'e pOUI', 

Ixl<a.· . 
Introduisons la fonction 

g(x) = f(x) + f( - x) 

qui est paire let positive, et don.t I!'lS dérivées d':ordre pair son 
positiV1es~ Les dérivées d'ordre impair étant' nulles a l'origine, 
la form~le de TayLor-Lagrange permet d'écrire 

(*) Expuesto 'por el autor en la reunión realizada por la Unión Matemá·· 
tica Argentina el 13 de setiembre de 1946. ' 

(1) GAUTIIIER VILLARS, París, 192.6. Voir p. 193 et suivantes. Voir aussi 
Math. Anuales, 1914. 
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. ex.2 . . ex.2p 
g(ex.) =g(O) +-. g"(O) + ... +_._' g(2p)(O) +R2P+2 

2 (2p)! 

a"ee 

ce 

R = g(2Pt2)(t)·dt f( ex.-t)2Ptl 
2pf2. (2p+1)! i' 

o 

et l' on a, apres' les hypotheses, 

(1) 

Pour Ixl< ex., on a de meme, 

• X2. x2p 
g(x) =g(O) +-g"(O) + ... + - g(2p)(O)+r2~2(x). 

2 (2p)!· 

ou 
al 

r2pf2(x) = g(2pt2)(t) dt. ! (X-t)2Ptl 

. (2p+1) 1 
o 

La fOl1letio,Il r2P\il2( x >. est paire. En éerivant, pourO < x ~ ex. 
et O<t<x, 

x-t x 
( ex. - t) < - ( ex. - t) < - ( ex. - t) 

'.ex.-t· ex. 

on voit que 

00 

( X) 2ptl fC ex.-t) 2pt1 ('lJ 2ptl . r2pf2(x) < - g(2p+2)(t)dt~ -) R2Pt2 
ex. (2p+1)! x 

o 

done, d'apres (1), r2TJt2(x) tend. "ers' zéro lorsque p eroit indé'" 
finiment. Si Ixl< ex., g(x) ·est déV'eloppable en sérieentiere 

(2) I 

X2p 
- g(x) =g(O) + ... +-- g(2p)(O) + ... 

(2p) 1 . 
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Appliquant l~ formule de Taylor a f(x), on a 

(3); 
, x2p+1 

f(x) = feO) + x feO) + ... + f,(2P+1)(0) +P2p-t2(X) 
. (2p+1)! ' 

• ;e 

P2P+2(X) !(X-t)2P+1 f(2¡J+2)(t) dt. 
, (2p+1)! " 

, o ' , 

Et, puisque 
" : 

o <f(2P+2)(t) < g.<2Ptil )(t) , 

on a 
, , 

Ip2P+2(X) 1< r2p-t2(X)' 

Daris la formule (3), le r,este tend donc vers zéro lorsqu,e 
p croit indéfiniment; f( x) est dévdoppáble' en une série obte­
nue an groupant les termes enx2p ,et x2p+1 .• Mais comme la, 
série converge, et comme f(2'p)(0) < g(2p)(0), on peut ne pas 
fáir,e ce grouprement, et la proposition én6ncée est établie. 

Laproposition reste évic1emment vraie si les dérivées de 
meme parité sont toutes de meme signe' a p'artir d'un pert(l.in 
rang pour 1 x 1 < a., e "~esto le cas pour (1 + x}m et Ixl < 1. ,on 
obtient sans calculs la formule du binome. 

'Lorsque toutes les dérivées d'ordre pair de f(x)' sont po­
sitiv,es ou nulles pour x> O, ,la fOlllction f( x) est fonction :ho­

" lomorphe de la variable complexe x lorsque la partie réelle 
,de x, 'est posithne. Des sérles du type de Dirichlet\ 

F(x) =2:; cqe-Aqx " 

ou les cqet Aq son positifs rentrent dan:s ce cas, et la fonction 
F(x) peut admettre comme caupure l'axe des quantités imagi­
ginaires. Si f(x) , et ses dérivées paires sont positiv!"s quel,que 
soit x réel;' f( x) est une fonction entiere. Les fonctiones ,en-
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tieres paires dont le développemi:lnt taylorien a ses coefficients 
positifsou nuls rentrent dans 'ces cas, ainsi que les ',fonctions 
cléfinies par 

ex> 

F(x) =2:; cqe'\qx 
'1=0 

ou les cq sont positifs et les Aq réels, et ou la série 

• 

conv,erge quel que soit x. Si les' Aq son, en outre, positifs, 
F(x)et toutes ses dérivées sont positives, mais l'ordre de F(x) 
est au moins égal a un. 


