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LAS SUPERFICIES DE PETERSON (1). 

por MARíA C. FASSINA 

Las superficies de Pe tersan están caracterizadas por la pro­
priedad de poseer un doble sistema de líne~~ planas conjugadas, 
de las cuales un sistema, el ele los perfiles meridianos, perte­
nece a los. planos que pasan por una recta fija l' (llamada eje 
de la superficie) y el otro sistema, el de las líneas de nivel, per­
teneoe a los planos perpendiculare'l a dicho eje. 

Como en cuhlquier 'superficie las líneas de tangentes COI1-

jugádos de los perfiLes meridianos, respecto de una recta 1'" son 
las curva.s ele contacto de los conos circul1'scriptos de los puntos 
de l' a laq;uperficre (Konig), se puede también decir que' las 
superficies de Pe tersan están caracterizadas por esta propiedad: 
que las tangentes a 'los perfiles meridianos ~n lospunt6s tle una 
línea de nivel forman un cono con el vértice sobre el eje' 1'. 

Evidenten1:ente son casos particulares ele las superficies de 
Peterson: las superficies conoidales rectas; en las cuales los per:­
files Íneridianos y_ las líneas de nivel coinciden' en las genera­
trices (asintóticas); las superfic1es de rotación con sus' ejes, y 
también las cuádricas con respecto de uno cualqujera a~ sus 
tres ej,es. 

Considerando' el eje de las superficies de Pe tersan por eje 
o z, se consigue fácilmente la ecuación de derivadas parCiales 
de segundo orden característica de estas superficies, expresando 
que sus perfiLes nleridianos son conjugados de las líneas de nivel. 

(') La p1'iIuem parte expositiva de este trabajo se 1)[uf.'t: en la Memoria 
del Prof. Luigi Bianchi, titulada: "Le congruenze rettiliuee infinite volte di 
rotolumento e)e superficie di Peterson" . .' Accademia dei :Yiücei, 1916. Aunque 
gran parte de esta exposición sea quizús conocida del lector, serú útil para 
muchos conocer sistemúticamente esta teoría, que no suele figurar en los tra­
tados de Geometria diferencial. 
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Siendo: 

1), x: y=dx: dy 
, I 

difer.enci~l ' de . la ecuación los' perfiles meridianos y: 

2), q: -p=idx: dy 

\ 

la ,ecuación difer,encial de las líneas de niv,el, la condición que 
los perfiles meridianos sean conjugados de las iíneas de nivel 
estáexpl'lesada por la ecuación diferencial de 2. o orden: 
(r dx + s dy).b x +(s dx + tdy) b y=O 
a la cual, substituyendo. a los difer,enciales dx, 'Y dy, bx Y by 

',los valonesexpl1esados por las fórmulas ~,(1) Y (2), se puede 
dar la forma: 

3)1 q(l' X + S y) = p(s x + t Y),' 

Con coordenadas cilíndricas p, B', z 'laecuación de términos 
finitos de' las superfid~s de Peterson, se obtiene haciendo: 

x = p cos & ; Y = P sen B' ; z ' P tg B· 

donde B· yz, son variables indep~ndiente, es decir las líneas 
coordenadas sobre la superficie son los perfiles meridianos y 
las líneas de nivoel, con lo cual p res,ultará :Función de B· y z. 

,La (1) se transformará en la 'ecuación de derivadas par­
cialés ele p: 

b2p 1 bp bp 
--=---
bzbB: p bz Ml-

ele la cual res~lta que la ecuación i,ele la super!ficie. de Peterson 
más. g'eneral, se puede escribir en coordenaelascilínclricas: 

4)1 

donde ·Z es una función arbitraria de z, y e ,es una función 
arbitraria de &. 

Se puede observar que las líneas ele nivel z = consto pro-
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yectadas ortogonalmente sobre el plano x y, dan curvas homo: 
téticas; y aI}~logamente los perfiles meridianos -& = const., son 
curvas afines con el eje o z por eje de afinidad. 

Para definir geomél-ricamente una superficie de Peterson· 
basta considerar arbitrariamente una líriea" de nivel y un perfil 
meridiano, ,que s'e encuentren en un punto, d~terminando así 
las dos funciones arbitrarias de las cual,es depende la super-
"ficie dada S. / 

.Si el parámetrto u = const. . I'Iepresenta las líneas de nivel -
y v= COIliSt. ~os perfiles meridianos, las ecuaciones paramétri-
cas de ·las superficies de Peterson se pueden escribir: ' 

5)j x=Uv; y=VV; i=u 

donde U e V sQn funciones arbitrarias respectivamente· del solo 
. parámetro u y del solo parámetro v. 

l":opiedades de las superficies de Peterso.n 

Sabemos que ,el cuadrado del elemento lineal esférico re­
presentativo está expresado por la ecuación: 

ds2 = E du2 + 2 F du dv + G dv2• 

Por. medio de las (5) vamos a calcular los coeficientes 
E, F, G; tendremos: 

6) 

Excluyef!.Go el caso de las superficies de rotación; en las 
cuales: . 

. v2 + V2=const.; v+ VV'=ü, 

. determinemos las trayectorias ortogonales de las líneas de nivel 
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u = const., y de los perfiles meridianos v = CODlSt., con las res­
pectivasecuaciones diferenciales: 

Fdu+Gdv=o; E du+Fdv=O. 

Substituyendo las fórmulas (6) se obtendrá para la primera: 

UU'('/) + VV') du +U2(1 + V'2) dv=O 

en la cual se separan enseguida las yariaMes: 

U'l+V'2 . 
-U du+ VVdv=O , v+'. , 

y para la segunda: 

,{U'2(V2 + V2) + l}du + UU' (v + VV') dv=O 

que se puede ,escribir: 

2 ' . 
UU' {U'2(V2 + V2) + 1} du +2(v + VV') dv= O 

, 

y en la que pon,iendo: v2 + V2 = ~ asume la forma lineal de 
1er ¡orden: 

2 , d<j), 
Uf]' (U'2$+ 1) + du' =0 

que se puede integrar por cuadraturas. 
Se puede entonces enunciar la siguiente propiedad: \ 
«En toda superficie de Peterson las trayectorias ortogonales 

de las líneas de nivel y las qe los perfiles mer~dianos se pueden 
obtener con cuadraturas». 

\ ' 

Otra propiedad, notable del sistema conjugado, formado 
por los p:erfiles meridianos y las líneas de nivel de una super-
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ficie de P!eterson se obtiene considerando los coeficientes de la 
segunda forma fundamen tal D, D' y, D" : 

UU"(vl1'-l1) 
D = - --:;-;V===EG=F=; 2=-
D'=ü 

U211" 
D" = ~======== , VEG-F2 

La segunda de estas relaciones significa la conocida pro­
piedad que el sistema '(uv) es c~njugado,; y observando que 
D 
,D" es ,el cociente de una función de u por una función de v, 

se encuentra que -cambiando convenienten'1enlie los pa~ámetros 

u, v, se pveclen hacer iguales e.n valor absoluto los coeficientes 
D, D". Se encuentra así ,la 'siguiente propiedad: 

« Los perfÜes meridianos y las líneas de nivel de urla su­
perficie ele' Peterson forman un 'sistema isotermo conjugado » " 

'La más importante propiedad de- ~stas superficies está 'ex~ 
presada por el teorema' de p.eterson: 

« Cada súperficie de Peterson es aplicable sobre ,00' super- I 

flcies de la misma ,esplel;:ie, de manera que los perfilesmeri­
dianos y las líneas de niv,el de una se superponen ~espectiva­

mente sobr,a los perfiles -meridianos y las líneas de nivel de la 
otra». 

p.eterson ha dado 'las fónnulas que deterininan los 00' 
, r 

deforhnadas de una superficie de Peterson, que dependen de 
una constan[e arbitraria K, en la sigui,ente --manera: 

Sea la suj>erfic1e S de Peterson definida en coordenadas 
cilíndricas de la ecuación: 

p=ze. 

Se tiene entonces pOr el cuadrado del elemento lineal es­
férico repres'entativq: 
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ds2 = dp2 + p2 dfJ·2 + dz2 

se ti'ene: 

z' tg & dz-z ~ dfJ' 
dp = . cos-o· 

tg2 fJ' . 

. de la cual: 

dp2 = z' e dz + Z e' dfJ')2 
. . \ 

. sustituyendo en' la fórmula (7) y l1educiendó se obtiene: 

ds2 = (1 +Z'2e2) dz2 +2Z z'e e' dzd&+ 

+ Z2 (e'2 + e2) d&2. 

Si indicamos con P1' fJ·v Z1 las coordenadas cilíndricas del 
punto de una deformac\a Sl corl'espondien,te al punto de S 
de coordenadas (p, &, z) se tendrá: 

P1. zVe2 + le; Zl = J y 1 -le Z'2 dz .. 

8) 

con le connstante arbitraria; y se puede obtener enseguida: 

Queda 'así demostrado q~e cada superficie de Peterson es 
aplicable ~obre 00' superficie de la misma especie, que depen­
den de la constante arbitr;aria le, de manera que los perfnes 
meridianos y las líneas de nivel de la primera se superponen so-

. bre l?s perfil.es meridianos y las lín~eas de nivel de la otra, res­
pectivamente. 

El perfil meridiano de la superficie'. de Peterson' se deforr 
ma según las (8), independientemente de la forma de la línea 
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de nivel, como len el caso del ineridiano de una superficie ele 
rotación. 

Sien las (8) se poite 8= const., las mismas se transfor­
man en las fórmulas que dan las 00' superficies de rotación 
apli¡cables sobre una superficie dada. 

Superficies de Peterson particulares. 

Considerando la hipótesis que la superficie S, admita otro 
eje ele Peterson incidente y ortogonal con -el primero (por ejem­
p,lo, el ej1e de las x);, es decir que los perfiles meridiaIlio~ 
x = consto sean conjugados a las líneas de nivel x= const., la 
doctora París, partiendo de las ecuaciones (5) de una superficie 
de Peterson general, encontró la ecuación: 

9) 
. V' U 

-UU"(vV'- V) --U'V"(--U') "':"0 
vV u 

del la cual deduoe '.las ecuaciones paramétricas siguientes: 
1 

l-k 
X = Y--=C-

1
.-u-1--

'

'--C +-C-=--2-V 

con C1 y C2 constantes arbitrarias, e 

l-k l-k 
Y = Y C

1 
u1- 1c + C

3 
Y"""'C-l-vl---::-/C-+-C-

z=u. 

Expresando finalmente para la· superficie S la existencia 
de un tercer eje de Peterson incidente con los dos considerados 
en su punto común y ortogonal ,con ellos (el eje de las y), en­
cuentra la, misma ecuación dif,erencial (9), que le permiteenun­
ciar la siguiente prop~edad: 

« Una superficie ele Peterson que admita dos ejes distintos 
incidentes y 'OrtogonaLes, admite también' un tercer ejet.. inci­
dente y ortogonal a los dos primeros». 
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Superficies de Pelerson con dos ejes alabeados 

Busquemos ,la condición para que existan superficies de 
de ,Peterson con dos ejes distintos alabeados: 

~
.l""~ , ' ' , 

, 'V 
O f .... ¡ >,x 

I " 
, t. .... ~ I 

1 : , '1f;'? ~ 

,,\ Sean r y r' 'estos dos ejes. Constderamos uno de ellos, 
por ejemplo, r com'o 'eje de las i del sistema de- ejes carte­
sianos ortogonales de referencia y como eje de las x la recta 
que contiene el segmento O P = p, que da la mínima distan­
cia de las dos rectas dadas. 

Serán entonoes 0, ¡3, I los cosenos directores del segundo 

~ara tener la ecuación de un plano: 

[(x+By+Cz+D=O 

que p,ase por la recta r ' , habrá que hacer: 

obteniendo: 

, IY-~Z-[(p, 
~---=-=-[( 

x 

donde [( es un parámetro arbitrario que da los planos. que 
pasan por la recta r/~ La ecuaci'ón de un plano, normal a' r' será: 

con h constante. 
. Sustituyendo a x, y, z las ecuaciones paramétricas de una 
superficie de Peterson expresadas por las ,fórmulas (5) se ,ob:. -
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tiene como ecuación de un perfil meridiano correspondiente a 
"'-la recta. r': , 

o sea eliminando el parámetro [(: 

10) , 
iUV-~U 

=const. 
l}V-P 

y por ecuación ·deuna línea de nivel: 

11); , ~ U V + i u = consto 

DifereÍlciamos las dos ecuaciones (10) y (11) ,indicando con 
du, dv los diferenciales consideradds a lo largo de un perfil me­
ridiano, y con ~u, ~v aquellos considerados a lo largo de una 
línea de niv·el: 

De la (10) tendremos: 

iU'Vdu-~du+iUV'dv)(Uv-P)-:-(iUV-~u)(U'vdu+Udv) =0 
,(UV-p)2 l. 

de la cual: 

= [(i UV-~u) U-:-i UV'(Uv-p)] dv 

y desarrollando: 

(i U'VUv-iP U'V-~vU + ~P~ivUU'V + ~uVU') du 

.!. , (iUW-~uU-iU2VV'+ipUV')dv 

que se puedeescdbir: 

12); [~v(U'u-'-U) + ~P-iPU'Vldu= 
[-i U2(V'V~ V),-~uU + iPU'V] dv, 
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ecuación difer,encial correspondiente a un perfil meridiano. 
Derivando la (11) se tendrá a lo largo de una línea de nivel:' 

• 

1~) (~U'V +¡) bu;-- ~UV' bv.· , 

Multiplican~o miembro a miembro la (12) y la (13) se 
obtiene: . 

14)., ,[~v(U'u~U)+~P-lpU'Vl(r:lU'V+¡)dubu= 

==_ [_¡ U2(V'V-'V)-~uU + ¡pUV'] ~ UV' dv bv. 

Establecemqs la cOndición para que las líneas de nivel y 
los perfiles Ineridianos anteriores sean conjugado~' escribiendo:, 

15} D du bu = - D" dv bv 
I 
I 

donde D y D" son los coefidentas de la segunda' forma fun­
dameirtal de la superficie de Peterson" y .tienen los valores: 

D =- UU"(V'v-V) 

D"= U2V". 

, De la (16) se tiene: 

D U" (V'v-V) 
D"=- UV" 

y de la (14) 
, 

-dv bv . [~v(U'u-U)+~P-¡pU'V](~l!'V +¡) 
du bu [¡pUV'_¡U2(V'v-V)-~uU]~UV' 

teniendo presente la condición (15) se obtiene: 

UV"(~ U'V +¡) [~V(U'u-U) +~P-¡P U'V] = 

=_ ~ UU"V'(V'v-V)[¡P UV'-¡ U2(V'V-V)-~u U]. 
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Así la condición (14), a la cual tienen que satisfacer las 
funciones U(u) y V(v) será: 

(17) V"(~ U'V + y) [~v(U'u-U) + ~p-yp V'V] = 

=~ UU"V'(V'v-V) [y U(V'v-V)-yp V' +~ u] . 

Efectuando los productos en la ecuación precedente, resulta la 
suma de productos de funciones de u por funciones de v, que I 

se puede escribir 

i-tl 

Z; cp¡(u) tjJi(V) =0 
i-l 

que representa la condición para que una superficie de Peterson 
de ecuaciones paramétricas: 

x=Uv; y=UV;, z=u 

tenga dos ej.es de Peterson alaoeados r y r', uno considerado 
como eje de las z, y el otTO de cosenos director·es O,~, y. 

Como verificación se puede estudiar el caso ~ = 1, y = ° 
y p = 0, . que corresp:onde al caso en el cual los dos eje,S son 
ortogonales e incidentes, 

La ecuación (17) s~ reduce a: 

V"U'V [v(U'u-U)] = UU"t;'(V'v-V) u 

que dividiendo los dos miembros por u v V, S(3 puede escribir: 

, V' U 
-UU"(V'v-V) --U'V" (- -U,)=O 

,vV u . 

que es la ecuación (9) encontrada, por la, doctora París. 
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