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SOBRE LOS ESPACIOS ECARTIZADOS 
REGULARES a.. '>, 

por MANUEL BALAN2JAT (1) 

M. Fréchet (2) ha definido una clase de espacios abstractos~ 
los espacios ecartizados, más generales que' los espacios métricos, 
y que se obtienen reemplazando el número real que expresa la 
distancia ,entre dos puntos da un espacio métrico, por un ecart 
abstracto, ,es decir, por un elemento de un conjunto ordenado 
. cualquiera. Los espacios así obtenidos son efectivamente más 

. g·enerales que los espacios métricos (3) y conservan bastantes pro':' 
piedades de estos últimos; en particular se prestan a una exten­
sión del concepto de contrnuidad uniforme. 

La extensión de la continuidad uniforme a espacios más ge­
nerales que los métricosfué realizada por primera v·ez 'por A . 
. Weil (4). El método. de M. Fréchet consigue la obtención de 
dichos resultados por. un camino más natural e intuitivo, de 
forma que las demostraciones obtenida~ son la extensión natlU'a~ 
de las demostr.aciones. cl4sicas en el caso de la recta euclidiana; 
en particular no hay necesidad do introducir el espacio producto, 
que es esencial en: la teoría de Weil, y que no se presentaQa 

(1) Un resumen de los resultados de la presente nota fué presentado al 
Congreso del año 1947 de la "-+ssoeiation Frangaise pour 1 'avaneement des 
Seienees ' '. 

(") M. FRÉCI[ET, De l'écart numél'ique a l'écart abstrait ("Portugaliae 
Mathematiea", vol. 5, 1946, págs. 121-131). 

(") M. BALANZAT, Sur' la jormation' des espaces a écart rég1tUer et symé­
trique (La Revue Seientifique, nQ 3288, 1948, pág. 34). 

(') A. WEIL, Sur l~s espaces a struoture uniforme et sur la topologie gé­
nérale (Aetualités seientifiques et industrielles, nQ 551, Editorial Hermann, 
París, 1937). 

.. 
\ 

: .• ~'. t, <, .. :1 )" .. :." 

.. , ' 

.. '" 
• ,'o 

<~ 
.' :~:: 

,¡ 
'.r. 

H 



r%1~Y~~~' ','::': ~'r,';",· 
":'\; "¡ 

. I 

- 91-

en las demostraciones anteriores sobr.e continuidad unifOrme en 
los espacios métricos. 

Un espacio ecartizado queda definido por' un- conjunto de 
,elementos, los, puntos del espacio, 'y un conj1,lnto ordenado, la 
escala de écarts, de forma tal que a cada par de .puntos a, b del 
espacio corresponda un elemento de la escala ~ = (a, b). Para 
obtener una generalización de Jas condiciones' impuestas a la dis­
tancia en el caso de los espacios métrioos se supone que, la escala 
tiene un primer elemento ° y careoe de segundo demento. En­
tonoes se establece que (a, b) = 0, si y sólo si a = b. Como en el 
caso de los e~pacios métricos la condición de simetría es (a, b) = 
(b,a). ' 

Un .esferoide de centro a (punto del espacio) y radio ~ (ele­
mento de la escala) es, naturalmente, e~ conjunto.· de puntos x 
del espacio que cumplen la condición (a, x) < ~(óy. La topología se 
establece diciendo que un punto aes de acumulación-de un con­
junto E, si todo ·esferoide de centro a contiene algún punto de 
E distinto de a. 

Una sucesión ul; de puntos del espacio (es decir tal que a 
todo .elemento ~ de la escala corresponda un punto ul; del espacio) 
converge hacia un -punto a cuando ~ tiende a 0, si f~jado un 
1"\ > ° de la escala existe un ro> O de la misma tal que si ~ ~ CO, 

(a, ul;) < 11. Es claro _que la condición pecesaria y suficiente par'a 
que un punto a sea de acumulación de un conjunto B es qúe 
exista una sucesión de puntos de B; distintos de a, y conv-ergente 
hacia a. 

Para generalizar la condición triangular de la distancia en el 
caso de los espacios métricos, M. Fréchet introduce las condi­
ciones que él denomina de regularidad. 

Un espacio ecartizado se dice que 'es regular Ia.), ~), 1) o b) 
si las condicion~s que siguen son verificadas: 

Se puede definir una transformación 1"\ = Cf'(~) de toelo ele­
mento ~ ele la escala en otro 1"\ ele la misma qu-e converge hacia ° con ~ y tl11 que cualesquiera que sean los puntos distintos 
x, y, z del espacio, las. condiciones 

(G) El signo < está tomado acá en el sentido amplio de preceder; a < b, 
o b > a significa que en un conjunto ordenado el elemento a precede al b o, 
lo que es lo mismo, que b sigue a a. Si el conjunto es de números realos, orde­
nado de menor a mayor, el sigilo < toma entonces su significado clásico. 
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a). (x,y)<~; (y,z)<~ 

~), (y, x) <~; (y, z) < ~ 

i), (x,y)<~; (z, y)~ ~ 

b) (y,x)<~; (z,y)<~ 

implican necesariamente 

(x,z)«p(~). 

Un 'espacio 'es regular si es a lá vez regular a), I ~), i) Y b). 
Es claro que si se cumple la condición de simetría, las cinco c1a­

, ses de regularidad son equivalentes. 

* * * 

M. Fréchet ha demostrado. que en el caso en que el écart 
sea regular ~), i) o b), se ,puede, sin alterar la topología, reem­
plazar dicho écart por otro simétrico y regular, es decir, ,que 
desde el punto de vista topológico, la regularidad y las regulari­
dades ~), i) Y b) son equivalentes. La regularidad a) es en­
tonoes la única que puede ser topológicamente más general que 
las otras; 'en la memoria citada, M. Fl'échet dejó sirt resolver el 
problema de ver si 'efectivamente la regularidad a) es topológi­
camente m~s generaL Nosotros vamos a resolver por la afirmativa 
ceste problema, es decir, que vamos a demostrar que: la condición 
de regularidad a) es ef,ectivamente más general, desde el punto 
de vista topológico, que las otras condiciones de r,egularidad. 

ParaeHo utilizaremos el hecho de que en un !'l!'¡pacio regu­
lar (basta que sea regular i)), una sucasión al; de puntos no pue­
de tener más de un punto Hmite~ En 'efecto: si tuviera ,dos x e y, 
dado, un 1'\ d8! la escala existe un ro de la misma tal que para 
~ < ro se tiene 

y por la condición de' regularidad 
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Cuando 'TI tiende hacia 0, ep('TI) tiende hacia 0, luego (x, Yl 
precede a cualquier elemento de la escala, es decir (x, y) = ° y, 
por lo tanto, x = j. 

Por consiguiente, para demostrar nuestro. resultado bastará 
dar un ,ejemplo de un espacio regular a) en el cual una sucesión 
de puntos tenga varios punlos límites, puesto que no se podrá, 
sin cambiar la topología, reemplazar el' écart regular a) por uno 
regular. 

Vamos ahora a definir un tal espacio: 
El conjunto de sus puntos está oonstituído por: 
1) Los números reales no naturales, ,que designaremos por 

las letras fl, b, ... 
2) Los números transfinitos de las clases 1 y Il, que desig-

naremos por las letras a,~, ... 
La escala está formada por los números trasfinitos de las 

clases 1 y Il considerados en orden' inverso y aumentados de 
. un primer elemento O. . 

Definiremos el écart de la manera siguiente: 

(a,b)=l; (a,a)=a; (a"a)~l; (a,~)=l 

e igual a ° si los dos elementos coin~iden. 

Vamos a .probar la r~gularidad a) del espacIO considerando 
la función cp(~) =~, es decir, probando que SI (x,y) < ~ e 
(y, z) < ~ se verifica siempre que (x. z) ::;: ~. 

Si de los tres puntos distintos x, y, z, x es un número trans­
finito, ·entonces (x, y) = 1, Y como 1 es el último elemento de 
la ,escala, forzosamente cualquiera que sea z, tendremos (y, z) < 1 
Y (x, z) < 1; la regularidact se verifica. Análogamente si x e y 
son los dos números reales no naturales. 

Consideremos ahora el caso en que x sean un número entero 
no natural a ·e y un número transfinito a: . 

Si z ·es un número transfinito ~ tendremos 

y si z 'es un número real no natural b tendremos 
/ 

(a,a)=a (a,b)=l (a,b)=l 
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En todos los casos se cu~ple la condición, luego, el espacio 
es regular ex.. 

Consideremos la suceS;LOn de ,puntos del espacio ul; = ~ es, 
decir que, a cada índice, número transfinito, de la escala le 
corresponde el mismo número transfinito" pero considerado co­
mo ,punto del eS,pacio. 

Si a es cualquier número real no natural, entonces daelo IDl 

11 de la escala, si 

~ < ,11 lentonces (a, ul;) = ~ < 11 = (a, uJ ; 

lu~go aes punto límite de la sucesión y como ello se aplica a 
cua~quier punto,_ deducimos que la sucesión ul; tiene como plintos 
límites todos los números reales no naturales, con lo que queda 
probado el resultado que queríamos demostrar. 

o)(: * * 

Consideremos un espacio ecartizado en el que no se pueda, 
sin alterar la topología, introducir un écad numérico. Se puede 
demostrar (M. Fréchet, loe. cit.) que sr se adoptan las definicio­
nes ordinarias de conjuntos compactos y separables, todo conjunto 
cOlnpaclo tiene un número finilo de puntos y todo conjunto sepa­
rable es numerable. 

Si el écart es numérico,enel caso en que sea regular, el 
espacio es, por el teorema de ChiUenden, metrizable y ya sabe­
mos que entonces los conjuntos compactos o separables no son 
forzosamente finitos o numerables. Esta propiedad de los espacios 
métricos subsiste en el caso de los espacios con un écart numérico 
regular a), como lo vamos a probar ahora, al mismo tiempo que 
es tableceremos algunas diferencias enLTe estos espacios y los mé­
tricos. 

Comenzaremos por dár un ,ejemplo de un espacio ecartizado 
numéricamente, no metrizable, regular ex.) y con conjuntos com­
pactos no finitos. 

Los puntos del espacio están formados por dos conjuntos 
numerables cualesquiera 
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, 1 
La 'escala es el conjunto de las fracciones - ordenado de 

n 
menor I a mayor y conteniendo el cero como primer elemento. El 
écart queda definido de la manera siguiente: 

1 
(,an,ap)=i; (anap)=l; (a/l'ap)=-; (an,ap)=l (si n>p); 

p 

( ) l. . 1 . 1 . ·d an' ap = -- SI n < p, 'e 19ua a cero SI OS puntoscolllCl en. 
n+p . 

Probaremos q~eel espacio es regular a) considerando la fun-
ción ep(E)=E, 'es decir, probando que si (X,Y)<E e (y,Z)<E se 
verifica que (x, z) < E. 

Cuando x es un punto an, (x, y) =';¡; cuando y es un an, 
(y, z) = 1; luego para probar la regularidad bastará considerar 
el 'caso en que x = an e y = ap y además n < p~ Si" Z = aq, ten­
dremos 

( ) ' 1 ''1 ) 1 (' ) 1 x;y =--; ,y,z =-; X,Z --
. n+p q q 

luego se verifica la condición. 
o Si z = aq y si q < p, entonces .(y, z) = 1; basta con estudiar 
el caso n < p < q; ten~remos en ton ces : 

l' 1 1 
(x,y)=-; (y,z)= -; (x,z)=-

n+p p+q n+q 

y·como n+p<n+q, (x,y»(x,z), luego en todos los casos 
se cumple la condición de regularidad a). 

Sea E un conjunto infinito del espacio; si contiene i~finitos 
puntos an, 'entonces dado un E cualquiera existirá un punto am 

del conjunto tal que (ar,am ) =~< E para cualqUier punto al'; 
m 

si E contiene infinitos ,puntos an' entonces dado un ar cualquiera, 
existe siempre un am del conjunto con m suficientemente grande 

1 
para que m>r'y (aranJ=--<E, cualquiera que sea E. Es 

l+m 
decir que cualquier conjunto finito tiene como conjunto de 
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puntos ele acumulación el conjunto de los an. El espacio es pues 
compacto. 

De acá se deduce que si consideramos un conjunto E que 
contenga infinitos puntos an, sin contenerlos a todos, obtendremos 
un conjunto compacto en sí y no cerrado, propiedad que distin­
gue este espacio de los métricos. 

Igualmente si consideramos el conjunto de los an obtenemos 
un conjunto infinito de un espacio compacto en el que los écarts 
mutuos entre dos puntos cualesquiera son todos iguales a 1, pro­
piedad que no puede encontrarse nunca en un espacio métrico. 

Finalmente haremos notar que este ejemplo nos suministra 
otra prueba (limitada al caso del écart numérico) de la mayor 
generalidad, desde el punto de vista topológico, de la regularidad 
a) . 

Pasemos ahora al caso de los conjuntos separables y vamos 
a dar un ejemplo de un espacio ecartizado numéricamente, re­
gular a), no metrizable y con conjuntos s.eparables no numera-
bles. . 

Los puntos del espacio son los siguientes: 
. 1) Los puntos irracionales (O<x<l) del eje OX del pla­

no que designaremos con las letras a, b, ... 
2) Los puntos irracionales (O < x < 1) de las rectas de ecua­

ción y = n; (n = 1, 2, ... ); 'estos puntos serán designados por las~ 
letras An, Br, ... en las que el índice indicará la ordenada de la 
recta a que pertenecen; convendremos en, que los puntos 'a, Aw 
Ap, ••• tienen siempre una misma abcisa, y por lo tanto los 
puntos a, Bn, en, . .. tienen abcisas diferentes. 

3) Los puntos rácionales (O<x<l) del eje OX del,plano, 
designaremos estos puntos por las letras a,~, . .. 

La escala es el conjunto de los números reales del segmen­
to (O < x <1) ordenado de menor a mayor. El écart se define 
de la manera siguiente: 

igual a cero si: los dos puntos coinciden y a uno en. todos los 
otros casos. 

Probaremos la regularidad a) de la misma forma que en 
'el ejemplo anterior, es decir, estableclenc10 que si (x, y) < E ,e 
(y, z) < E se tiene siempre (x, z) < E. 
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Observaremos que (x, y) = 1, salvo en los tres casos x = a, 
y=An ; x=a, y=a.; x=An, y=a.. Pero en los dos últimos 
casos es siempre (y, z) =1, luego sólo hay que estudiar el pri­
mero y en éste (y, z) ~/= 1, sólo cuando z = a.. ro do se reduoe pues 
a estudiar el caso x = a; y = An; z = a.. En este caso tenemos 

(x, y) = ~; (y,z)=la-a.I; (x,z)=la-a.1 lesdecir (x,z)=(y,z), 

.luego queda probada la regularidad a.) del espacio. . 
De la definición del écart se deduce que si consider8Jmos 

el conjunto numerable de los puntos racionales del eje OX, este 
conjunto tiene como puntos d3 acumulación el conjunto de los 
r,estantes puntos d~l espacio; éste es por consiguiente no nume-
rable y separable. . . 

El conjunto de los puntos irracionales de las rectas y = n, 
es un con junto de puntos n J numerable 'Y tal que. los écarts 
mutuos entre dos puntos cualesquiera del con junto son todos igua­
les.a 1, resultado que sabemo'! es imposible en un espacio mé-. 
trico y separable. ' 

Finalmente haremos observar que este espacio presenta igual­
mente otra propiedad que lo distingue de los métricos; dicha 
'propiedad es que el espacio es separable pero no perfectamente 
separable. . 

Como ya hemos visto que es separable sólo nbsqueda por 
probar que no es perfectamente separable. 

Sea {W} una familia de entornos equivalente topológica':' 
mente a la familia {V} de los esferoides . 

Sea a un punto irracional del eje OX y V (a, n) el esferoide 

definido porla condición (a, x) ~ ~ ; dichoesf.eroide contiena úni­

camente puntos racionales del eje OX y puntos irracionales de 
las rectas y = n de la misma aQcisa que a. 

Por. la equivalencia topológica supuesta de ambas familias 
tiene ,que haber un entorno W (a, n) contenido en. el esf.eroide 
V(a, n) y que por consiguiente sólo puede tener puntos de los 
contenidos en dicho esferoide; pero como el punto a es punto de 
acumulación del conjunto .de todos los An, se ve que W (a, n) con­
ti~me forzosamente puntos del tipo An, es decir, puntos de abcisa a. 

Dos ·entornos w: (a, n) y W (b, n) correspondientes a puntos 
distmtos del eje OX tiene que ser forzosamente difer,entes, ya 
que el primero sólo contiene, y contiene seguramente, puntos de 
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las rectas y = n de abcisa igual .a a, y el segundo de abdsa, 
igual a b. ~ 

Luego de cualquier familia {W} equivalente topológicameute 
a la familia de los esferoides se puede extraer un CQuJunto 
W(a, n) de entornos distintos en correspondencia biunívoca con 
los puntos irracionales del segmento (O < x < 1), luego dicha fa­
milia no puede ser numerable y por consiguiente el ,espacio no 
puede ser perfectamente separable. 

CRONICA 

UNION MATEMATICA ARGENTIN~L\. 

REUNION DEL 7 DE JULIO DE 1948 

El 7 de julio se reunió la Unión Matemática Argentina en el Instituto 
de Matemática de la Universidad de Buenos Aires. 

Fueron expuestos los siiguientes trabajos: 

1. M. COTLAR: Oamcte¡'izaci6n ele operaelO1'es ele Koopman, 
2. R. A. RIOABARRA: }¡[ ec1ielas tmnsitivas en espacios compactos, 

\ 3. DIETRIOH VOLKER: Sob¡'e el P¡'oelucto ele integrales elobles ele Laplace. 
4. KURT FRANz: Reláoiones entre señales y espeotros. 

Quedaron postergados para la próxima reunión los trabajos de J. C. Vigo 
naux, O. A. ·V~rsavsky y P. Pi Calle,ia, así como el de A, González Dominguez, 
titulado "Aplicaciones de la delta completa a la electrodinámica cuántica de 
Schwinger ". . .' I I 

A continuación se leyó un informe de Secretaría, dándose cuenta del ha· 
m~naje tributado al Prof, Zygmund, de la intensificación; del intercambio cien· 
tífico, de la invitación al Congreso Internacional de Matemáticos de 1950, de 
la inclusión de la Unión Matemática Argentina en los registros de la Unesco, 
de la representación de la UMA en las ,iornadas de Epistemología e Historia 
de la Ciencia delegada en el Dr. M. Valentinuzzi y de igual representación en 
el Congreso Italiano de Matemática delegada en el Prof,. A. Terracini rosi· ' 
dente actualmente en Italia, Se de,ió constancia del agradeeimiento enviado al 
Arq. Julio V. Otaola por su apoyo prestado a las actividades matemáticas des· 
de su cargo oficial en la Universidad de Buenos Aires, 

Se rindió luego un homenaje al Ing. Manuel Guitarte,' fallecido. a comien· 
zas de este año, destacando el Dr. Gonzlilez Domínguez la actuación del Ing. 
Guitarte como socio fundador y presidente de la UMA, 

A continuación el DI', González Domínguez se refirió a la invitación recio 
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